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Vorrede, 



JL#ie Berührungen I in welche meine litterarischen Arbeiten mit den Arbei- 
ten anderer Geome^er gekommen »ind, veranlassen mich, über die meipigen iu 
einige Erörterungen einzugehen. 

Der Keim von allen Entwicklungen^ die ich bisher im Qebiete der ana- 
lytischen Geometrie geliefert habe, ist in den Vorträgen über die sechste Auf- 
lage von BiOT, Essai de O^eometrie analytique^ zu suchen, mit welchen ich. 
im Sommer -Semester 1825 meine akademische Laufbahn begann,^ in den Vorr 
trägen über dasselbe Buch, durch welches ich selbst, einige Jahre früher, in 
jene Behandlungsweisen der Geometrie, denen man in neuerer Zeit alle dje 
grossartigen Resultate verdankt, eingeführt worden bin. 

Als ich damals absichtslos einige Kreise auf das Papier hinzeichiicte, kam 
mir aus dem Anblick der Figur die Vermuthung, dass die drei gemeinschaft^ 
liehen Chorden je zweier von drei gegebenen Kreisen in demselben Puncto 
sich schneiden. Bei der Verification dieses Satzes auf analytischem Wege er- 
wartete ich anf Eliminaticmen zu 9tossen, ich ttuchte Weitläufigkeiten auf 
und fand «keine: ich kam zum Beweise dieses Satzes durch die einfachste 
Verbindung dreier Symbole (94). In dieser BeweisHihruiig lag zugleich die 
allgemeine Theorie der gemeinschaftlichen Chorden je zweier beliebiger Kreise, 
weil die Bedingung, dass solche Kreise sich wirklich schneiden, auf keine 

(*) 
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Weise in jener symbolischen Bezeichnung ausgedrückt [ist Nichts war hier* 
nach natürlicher ab dieselbe Art der Beweisführung auch auf lineare Gleichun- 
gen und die allgemeine Gleichung der Linien z^veiter Ordnung i^uszudelmen 
und hierbei durch unbestimmte Coefficienten die allgemeine Verbindung sol- 
cher Gleichungen auszudrücken, tlier traten mir sogleich die allgemeinen 
Schemata der 383. und der 384. Nummer entgegen, und vor allem Uebrigen 
nahm der Satz, dass die Gleichungen irgend zweier Linien zweiter Ordnung, 
gleichviel ob dieselben sich sclineiden oder nicht, sich immer wenigstens zu 
einer Gleichung eines Systemes von zwei reellen geraden Linien verbinden las- 
sen, meine Aufmerksamkeit in Anspruch, und war sehr ge^gnet, mir fühlbar zu 
machen, wie Symmetrie und Einfachheit der Darstellung nur in der Allge- 
meinheit zu suchen ist 

Aus diesen Ideen ist der erste Bai^d der „Entvdcklungen^^ hervorgegan- 
gen: bei der Ausarbeitung desselben war mein Grundsatz, alle Elimination 
zu verbannen, wenigstens da, wo es sich nicht um' absolute Grössen -Bestim- 
mung handle. . 

Um mich in dem Gebiete der Geometrie, das ich einer neuen Behandr 
lungsweise zu unterwerfen versuchen wollte, Tka orientiren und geometrische 
Resultate zu sammeln, durchlief ich GBRGONivfi*s Annälen« Hier muss ich zu- 
erst der Behandlung des APOLLONischen Problems der Tactionen durch den 
Herausgeber erwähnen, wobei die elegante Construction linearer Gleichungen 
denselben zu einer Auflösung geführt hat, die alle frühern Auflösungen, wel- 
die die Proportionen - Geometrie geliefert hatte, in den Hintergrund zurück- 
drängte. Diese Art zusammengesetztere lineare Gleichungen zu construiren, 
schioss sich genau an ^ meine Ansichten an; das fruchtbare Schema der 391. 
Nummer ist eine blosse Ausdehnung derselben. Aber es steht dieselbe ver- 
einzelt da, sie setzt Vorbereitungen und Elijninationen voraus, die kunstlich 
' angelegt werden müssen und ihre Anwendbarkeit beschränkt sich auch dann 
noch auf wenige Fälle. Die Aufgabe war, eine allgemein^ Methode auf das 
KU Grunde liegende Princip aufzubauen, wodurch zugleich alsdann alle Eli- 
mination ausfallen musste. Dann mUss ich ferner der von H. Poncblet vor- 
läufig ohne Beweis mitgetheilten Construction einer geometrischen Aufgabe 
(I^ 354) Er\^'ähnung thi>n, welche mich, indetn ich den Beweis derselben 
suchte, zu der Theorie der Osculation führte, wie sie im 8. Paragraphen des 
lEweiten Abschnittes des ärsten Bandes entwickelt ist Wohl nichts begünstigt 
mehr das Auflinden, neuer Methoden, ala der Versuch, geometrische Sätze, 
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die in der Aussage einfach und symmetrisch sind, anal>iisch zu beweisen. 
In dieser Hinsicht habe ich viel dadurch entbehrt, dass der Tratte des pro- 
prietes projectü?es des £L Poncblet mir bei der Ausarbeitung des ersten Ban- 
des fremd blieb und die originellen Leistungen des H. Steiner in demselben 
Gebiete erst erschienen , als jener Band unter der Presse war. — 

Ein zweiter Gegenstand fesselte ebenfalls meine Aufmerksamkeit schon 
im Sommer 1825. Es waren die ini Detail behandelten Beweisführungen in 
der 120. — 121., 160., 211. und 237. Nummer der oben genannten Schrift 
Sie waren mir bisher unbekannt geblieben , weil sie sich in den frühern Aus- 
gaben noch nicht finden; sie überraschten mich damals durch ilire Neuheit 
und kamen mir am Ende doch immer nur in Biot's vortrqfiBichem Handbuche 
als ein Gewächs auf fremdem Boden vor. > Ich fasste den allgemeinen Gedan- 
ken, dass überhaupt, wo eine mathematische Entwicklungs weise sich als 
Kunstgriff darstelle, diess nur deshalb geschehe, weil man dieselbe noch nicht 
zur Methode erhoben und als solche eingeführt habe. Aber ich war in der 
Ausfiihrung dieses Gedankens anfangs weniger glücklich als in der Ausfiilu*ung 
des fridier erwähnten. Der erste Band enthält in dieser Beziehung nichts von 
BMeutung, dagegen aber ist der ganze vorliegende zw^eite Band eine Frucht 
des sich erst nach längerer Zeit entfaltenden Gedankens. 

In der 271. Nummer des ersten Bandes habe ich diejenige Bedingurigs- 
Gleichung entwickelt^ welche ausdrückt, dass eine gegebene gerade Linie 
von einem Kegelschnitte berührt wird. Nachdem dieser Band bereits erschie- 
nen war, veranlasste mich eine, geometrische Aufgabe, von den Coefücienten 
in dieser Bedingungs - Gleichung zu den CocCficienten in der Gleichung des 
Kegelschnittes zurückzugehen. Idi fand eine vollständig reciproke Beziehung 
dieser Coefficicnten zu einander (II, 552)/ und das Princip der Reciprocität *), 



*) leb habe den Anadrack «Princip der Reciprocität* als eine freie Üeberseteung der PoNCELfcT- 
$chen ^th^orie des polaires rdciproquea^ eingeflifart. U. G£RGONl«E bedient sich des Worteis 
^principe de dualiU^y und lässt in dieser Benennung durchblicken , dass er die Beziehungen 
der durch dieses Priocip mit einander verbundenen Sätze zu einander als eine absolute Ei- 
genschaft {propriete generale de Petendue) ansieht. Man wird natürlich zu dieser Ansicht hinge- 
zogen, wenn man zwei zusammengehörige Sätze über gerade Linien betrachtet/ von denen einer 
ans dem andern nacC jenem Princip sich ergibt, wenn man einen Kegelschnitt zu Hülfe nintat 
und, in Beziehung auf diesen Kegelschnitt,* Constructionen sich ausgeführt denken muss, die 
%'on einer böhern Ordnung sind, als die in jenen Sätzen angezeigten. Dieser Uebelstand 
verschwindet zwar in der rein analytischen Theorie; aber ungeachtet dessen kann ich 
mich nicht zu der Ansicht einer absoluten 'Dualität bekennen, weil dieselbe bloss in Aen von 
Grössen - Vergleicbnn^en gant unabhängigen Sätzen, bei denen H. GeHgoni^ ausschliesslich 
verweilt, sich bewährt« Indem wir Hülfs- Gleichungen von bestimmter Form, Ale auch von 
Kbern Graden sein können, xa Grande legen, verknüpft das Princip der Reciprocitäi 
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in so weit sich dasselbe auf Curven zweiter Ordnung bezieht, stand in sei- 
ner ganzen Wichtigkeit vor mir, sobald ich nur die beiden Constanten der 
gegebenen geraden Linie als Punct - Coordinaten und veränderlich betrachtete. 
Diess letztere hatte ich bereits schon gcthan, weil mir jener frühere Gedan- 
ken immer vorschwebte, nur hatte ich statt dci- Constanten b und a zuvor 
flie Constanten q und p eingeführt (L, 272 — 274). Ich that diess, wie man 
sogleich einsieht, weil die beiden Constanten b und a nicht' homogen sind; 
aber weil ich dieses that, wurde ich damals von jenem Principe abwärts ge- 
tubrt und ein zufälliger Umstand musste mich erst wieder auf dasselbe zurück 
bringen. 

Nachdem ich zu dem Principe der Reciprocität, in Beziehung auf Kegel- 
schnitte, gekommen war, war es natürlich, dieselbe Yerfahrungsweise auch 
auf Curven einer beliebigen Ordnung auszudehnen und dann insbesondere auch 
von Linien der zweiten zu Linien der ersten Ordnung zm*ückzugehen. Hier 
ergab sich die Definition des Poles einer geraden Linie, als derjenige Punct, 
dessen Coordinaten zwei auf lineare Weise in der Gleichung derselben vor- 
koimnende Constante sind, woraus wiederum eine anders sich gestaltende 
Theorie des Principes der Reciprocität hervorging. Dann war es endlich ila- 
türlich, der Gleichung der geraden Linie irgend eine beliebige Gleichung zwi- 
schen zwei veränderlichen und beliebigen constanten Grössen, von welchen 
letztern zwei auf lineare Weise vorkommen, zu substituiren, wie diess im 
zweiten Paragraphen der zweiten Abtheilung des vorliegenden Bandes ge- 
schehen ist 

Ich war in eine Z^^istigkeit zwischen den H.H. Poncelet und Gergonne 
ülier die erste Entdeckung des Principes der Reciprocität zufällig verflochten 
worden. Die Veranla|sung dazu war, dass ein von mir eingesandter Aufsatz 
in den Annalen fl826 Aoiiit et Septembre) abgedruckt wurde, nachdem er 
zuvor getheilt und in eine so ganz verschiedene Fonn gegossen worden war, 
dass ich den ersten Theil desselben später nur wiedererkannte, weil mein 
Name an der Spitze desselben stand. Aus einer Reclamation des H. Poncelet, 
die mir durch die Güte des H. v. MuENCHOw, eben weil sie auch mich 



maDnigfaltige geometrische Sätze nach allen Säten hin unter ^nander (721). Jeder Ge- 
danke überhaupt, der nicht aus der Natur der Sache unmittelbar entspringt, sondern aus 
einer metaphysischen Abstractiön übertragen wird, übt so leicht eine dictatorische Herrschaft 
über uns aus und fuhrt dann seine Strafe immer mit sich^ indem er dem unbefangenen 
Gedankengange Fesseln anlegt 
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betraf, mitgetheilt wurde, erfuhr ifh zuerst, worin jenes Princip, wie es 
bisher aufgestellt worden war, bestehe. Ich antwortete, um einige Thatsa- 
ehen zu berichtigen, iin Juli 1828 *) und zeigte bei dieser Gelegenheit an, 
dass ich mich bewogen fände, einen Aufsatz an den Redacteur der Annalen 
einzuscliicken , aus welchem vielleicht hervorgehen \^iirde , dass auch ich, 
nachc«em schon die H. PonceleT und Gergonne ihre Theorie der Reciprocität 
aufgestellt hatten, auf rein analytischem Wege, unabhängig hiervon, zu ei- 
nem solchen Principe gelangt sei. Dieser Aufsatz, der aus den oben gemach- 
ten Bemerkilngen hervorgegangen, wurde wenige Tage nachher abgesandt, 
ist aber, so viel ich weiss, unabgedruckt und unerwähnt geblieben. Die von 
mir dargelegte analytische Theorie zeigte die Reciprocität bereits unter einem 
viel allgemeinern Gesichtspuncte. Nachdem ich die geometrische Theorie ken- 
nen gelernt hatte, gab ich, dadurch veranlasst, der meinigen eine noch all- 
gemeinere Form, indem ich den Pol nicht durch die Constanten der Hülfs-Glei- 
chung selbst, sondern durch lineare Functionen dieser Constanten bestimmte. 
So entwickelt findet sie sidi in dem 3. Paragraphen der 2. Abtheüung des 
IL Bandes. 

Erst Ende August 1829 that ich einen neuen Schritt, bei der Gelegen- 
heit, dass ich eine öfifentÜQhe Rede ausarbeiten musste und zu diesem Ende 
die neuesten geometrischen Forschungen* übersichtlich zusammenstellte. Ich 
hatte den Gedanken, die Constanten in der Gleichung einer geraden Linie 
als die Coordinaten dieser L^iie zu betrachten, und demnach durch eine Glei- 
chung zwischen solchen Coordinaten eine Curve darzustellen, welche von ge- 
raden Linien, die nach einem bestimmten Gesetze auf einander folgen, um- 
hüllt >vird. Dieser Gedanke lag für mich um so näher, da ich mir bereits 
schon allgemeinere Begriffe über Coordinaten • Systeme gebildet Und auch be- 
reits schon im 5. Bande des Journals für Mathematik einen Aufsatz über ein 
neues Coordinaten -System geliefert hatte. Die erste Entwicklung des neuen 
Gedankens enthält eine Abhandlung, deren erste Hälfte schon Anfangs Septem- 
ber und deren zi^^^^ite ilälfte bald nachher an II. Crelle abging. Sie wurde 
einige Zeit später im 2. Hefte des 6. Bandes des Journals abgedruckt. Erst 
nach' dem Abgange der zweiten Hälfte entschloss ich mich, zugleich durch 
eine äussere Veranlassung bewogen, den vorliegenden z^^eiten Band der 
Entwicklungen auszuarbeiten und ihn ganz den neuen Untersuchungen zu 



*) BidUtin d9S 9cience9 math^maiiques^ flstronomiqueSy p/tjrs£qne9 et chuniquee. 71 IX. p^ 33o. 
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widmen: Der Druck begann bald nachher und die ersten dreissig Bogen wa- 
ren fertig, ehe noch ein Jahr nach der ersten AufTassung der Idee, deren Ent- 
wicklung sie sind, verflossen war. Jene früher ers<;hienene Abhandlung ist nur 
als eine unvollkommene Vorarbeit hierzu zu betrachten, aber auch als solche 
wollte der nachsichtsvolle Herausgeber dieselbe erscheinen lassen, obgleich 
ich meinerseits den Wunsch äusserte, sie zu unterdriicken« 

Die Entwicklungen der ersten Abtheilung des vorliegenden zweiten Ban- 
des und die Entwicklungen des ersten Bandes gehen mit einander parallel; 
dort und hier habe ich in der Behandlungsweise gleiche Grundsätze zur An- 
wendung gebracht Die zweite Abtheiluog des zweiten Bandes enthält das 
Prindp der Reciprocität, welches die beiden ersten Theile ' meiner Arbeit zu 
einem Ganzen vereinigt; und somit sei es, nur erlaubt , diese Arbeit als ge- 
schlossen anzusehen. |Ein eigentlich systematisches Ganzes aufzustellen, ist' 
vielleicht noch zu früh, weil die Neuheit der Methoden noch zu gross, die 
Menge der Resultate, die uns entgegentreten, unübersehbar ist« Namentlich 
ist jenes Princip der Reciprocität, welches die scheinbar fremdartigsten geo- 
metrischen Sätze nach allen Seiten hin mit einander verknüpft, und uns aus 
der Art dieser Verknüpfung^ indem wir von bekannten Sätzen ausgehen, 
nach Lust und Liebe gleichsam, neue finden lehrt (721, 722), eine solche 
Erscheinung in dem Gebiete der Geometrie, welche eine^ neue Methode der- 
selben zu fordern scheint. *) Hierbei treten uns indess mehrere Bemerkungen 
entgegen* Jedem Beweise, der sich durch die Verbindung allgemeiner Sym- 
bole ausführen lässt, entsprechen, wenn wir diese Symbole einmal auf Punct- 
Coordinaten, das andere Mal auf Linien -Coordinaten beziehen, zwei solche 
Sätze, die durch das Princip der Redprocität mit einander verbutiden sind. 
Wir können hier alßiy entwedejr dieses Princip oder die Betrachtung eines von 
Jenen beiden Coordinaten-i Systemen entbehren. Wo aber ein Satz durch eind 
specielle Anwendung von Puncto Coordinaten bewiesen wird, 4^ lUmmt dieser 



^) Aaf ähnliche Weise Mossert sich H. GxagoiniS bei Gelegenheit des Prindpes der Recl^ 
prpcität: 

Mais il t^agU iclj mutfont rtcua^ de hien autre chose; ü ne*s*afrit pcu moins qu§ d& 
cofMnencer, pour la g^oifütrie ^ mal oormue depula pres de deux male ans qu'on e^en oor 
cupe, une ere, toiU'ä'faä now^eüe; il e*agii d*en metire ious les anciens traitd» ä peu 
pres au rehui , de kür substituer des trailäs d^une forme iout " h -fait diff^rente^ des trai^ 
i^s i^aiment p?ulosaphiques qui nous monireni enfin cette itendue^ r^ceptacU unU^seHe df 
taut ce qui exisle^ sous sa f^^ritable phy^ionomie, que la mam^aise mAfiode d'enseignemeni 
adopt^e jusqu^ä ce jour^ ne nous avoit pas pernus de remarquer; il s^agity eli un mot, 
ff aperer dans la sdence uns ret'olution aussi impMeusement Necessaire qju^eBf a iti Jus* 
qu*ioi peu prdpue. {Ann. Ibme XVIL />. 5/3), 
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Bewei« einen ganz andern Weg, als der Beweis des zugehörigen Satzes, wenn 
wir denselben durch Anwendung ran Linien -Coordinaten führen (70, 424)- 
Und überdiess kann jeder der beiden Sätze in jedem der beiden Coordinaten- 
Sjnsteine bewiesen werden. Das System der Linien ^ Coordinaten behält also 
seine ganze Bedeutung neben dem Principe der Reeiprocität; es werden durch 
dasselbe die Beweismittel verdoppelt. Wollte man jenes Princip als Beweis- 
mittel anwenden, 80 würde man zwar, indem man auch nur die allbekann- 
ten Sätze über Kreise und gerade Linien t^u Grunde legte, zu einer Menge 
von Resultaten mit bisher gar nicht geahneter Leichtigkeit kommen, und 
eine solche Arbeit wäre gewiss eine verdienstliche: aber ich sehe nicht ein, 
wie man auf diesem. IVege das Ganze der Geometrie systematisch zusammen^ 
zufassen vermöchte. Vielleicht sollte man die -Systeme der Punct- und Li- 
nien -Coördinaten noch vervielfältigen. Alsdann Hesse sich ein Princip aufstel- 
len , das mit dem Princip der Reeiprocität Aehnliclikeit hat , und nach wel- 
chem, wenn die analytische Beweisführung irgend e^nes Satzes vorliegt, zu- 
gleich so viele Sätze bewiesen sind, als es verschiedene Coördinaten -Systeme 
gibt^ Ich habe diesem Principe nur eine Note am Ende des dritten Paragra-, 
phen der zweiten Abtheilung des vorliegenden Bandes widmen können. Viel- 
leicht könnte man alsdann, ohne an Leichtigkeit einzubüssen, zum Behuf der 
Beweisführung das Princip der Reeiprocität entbehren imd dasselbe erschiene 
dann als ein# blosses Band, das die verschiedenen Sätze unter einander \er- 
kniiplt 

Man kann das Verhältniss der Geometrie zur Analysis aus versdiiedeiicii 
Gesichtspuncteri betrachten. Ich möchte mich zu der Ansicht bekennen, dass 
die .Analysis eine Wissenschaft ist, die , unabhängig von jeder Anwendung, 
sclbstständig für sich allein dasteht, und die Geometrie, so wie von einer 
andern Seite die Mechanik, bloss als die bildliche Deutung gewisser Bezie- 
hungen aus dem gi-ossen erhabenen Ganzen ersdieint. Wenn wir diese An- 
sicht zn Grunde legen und consequent durchfüluren, so erhält dadurch die 
Behandlung der Geometrie einen eigenthümlichen Character, auf dicMch liier 
noch besonders aufmerksam machen zu müssen glaube. Ich kann diess nicht 
besser als durch ein paar Beispiele thun. Die Verbindung zweier Gleichungen 
zwischen zwei veränderlichen Grössen zu einer dritten solchen Gleichung, 
vermitteist eines ^unbestimmten Coeflicienten , eine ganz gewöhnliche analyti- 
sche Operation, bezeichnet, wenn wir geometrisch deuten, den Uebergang 
von zwei gegebenen Ciu-veh zu einer dritten, w^elehe mit den beiden gegebenen 
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dieselben Darchschnittspuncte oder dieselben gemeinschaftlichen Tangenten hat 
Der Elimination der Werthe für die beiden veränderlichen Grössen zwischen 
den beiden gegebenen Gleichungen entspricht die Bestimmur^ig dieser Durch* 
schnittspuncte oder dieser gemeinschaftlichen Tangenten, ü'e geome^isc ;e In- 
terpretation eines analytischen Factums , der gleichen "^Vurseln der auf dies» 
Weise resultirenden Gleichungen, ist, an und Tür sich, die Tangenteu-Tneo- 
rie und überhaupt die Theorie des Contactes e'?.e? beliebigen Ordnr^j. Di» 
geometrische Interpretation des wichtigstan Satzes de.* Aig^ivB, de:) Satzes, 
dass jede ganze algebraische Function einer einzigen V(>räuderlichen Gross« 
sich' in reelle Factoren des ersten und zweiten Grades serlcgen lässt, ist, asi 
und für sich , die wichtige Theorie der Chorden und Chordalpuncte, so win 
der homologen Puncto und homologen geraden Linien, und zwar in grosserer 
Ausdehnung als diese Theorie bisher aufgestellt worden ist (610). — 

Es gibt, in Beziehung auf die drei Dimensionen des Raumes, Entwick« 
lungen, die den Entwicklungen der beiden vorliegenden Bände analog sind 
und wodurch sich auch hier die Beweismittel verdoppeln. An den letzten Pa- 
ragraphen des zweiten Bandes schliesst sich namentlich eine neue allgemeine 
Theorie der Oberflächen an. Das Princip der Redprocität besteht auch för die 
Constructionen im Räume. Es ist aus einer analytischen Betrachtung hervor«* 
j(egangen und liefert seinerseits wiederum Beiträge ^r Analysis. Ich habt 
mich, was diesen Punct betriflV, begnügen müssen, in einer Note anzudeuten, 
wie dasselbe unmittelbar zu einer allgemeinen Theorie der singulären Auflö- 
sungen führt -^.Man durchsieht,, dass in meiner Arbeit Keifne m neuen siph 
weif ausbreitenden Arbeiten liegen, -^ 

Bann, im Herbste 1830. 



Inhaltsanzeige. 



Seit« 
Jurste Abtheilong* Ueber. eine neue Art ^ Curren durch Gleichangen*darzaateUen« * 4* 1 

Erster Abschnitt. Zur Theyrie des Ponctes, als geometrischen Ortes erster Classe« 4. 
Zweiter Abschnitti Zur Theorie der Oerter zweiter Classe. • i • • • . • .47 
f I. Verlegung des Anfangspunctes der Coordinateu. Discussion aller einzeloen Fftllej weU 

che die allgemeine Gleichung umfasst Brennpuncte« .••••• 48 
f 2. Veränderung der Richtung der Coordinaten - Axen, Bestimmung der Grösse und 

Richtung zugeordneter Durchmesser 71 

f 3. Allgemeinere Coördinaten -Bestimmung. Zweite Discussion aller einzelnen Fftllei wel- 

che die allgemeine Gleichung umfasst .- • . M 

9 5. Geometrische Bedeutung der Constanten in der allgemeinen Gleichung der Oerter 

zweiter Classe« ,4 • • • ««*.' « •• • 96 
9 4. Neue Tangenten -Theorie. • • « • . . . « « . . . 113 
9 6. Zusammenstellung ron Oertem zweiter Classe mit gemeinschaftlichem Breni^irgiicte. v 125 
9 7« Theorie der Osculation. Osculation hyperbolischer und parabolischer ^eige % un- 
endlicher Entfernung. "• . 141 

9 8. Verbindung der Gleichungen irgend zweier Oerter zweiter Classe zu der Gleichung 

eines Systems yon zwei Puncten« \ . • 107 

9 9. Verbindung der Gleichungen zweier Oerter zweiter Classe zu der Gleichung irgend 

eines neuen "Ortes derselben Classe» Theorie der Transversalen 183 

9 lOi Construction Terschiedener Aufgaben. , .. ' « 205 

9 11* Allgemeine Schemata. • • 226 

Zweite Abtheilung. Das Princip der Rcciprocit&t « • 242 

9 1- Ueber das CRAMERsche Paradox. .•.....••.•• 242 

9 2« Eine Gruppe Ton einigen allgemeinen analytisch - geometrischen Sätzen« . « 251 

9 3. Das Princip der Reciprocität. « 259 

9 4» Neue allgemeine Theorie der Curren ^ 



Erste Abtheilung« 



üebCT eine neue Art, Curven durch Gleichun- 
gen darzustellen. 



399. JlMaii denkt sich, indem man eine ebene Cnrve, wie gewöhnlich, ' dorcb eine . 
Gleichung zwischen zwei veränderlichen Grüssen , . welche , wenn man ihnen bestimmte ^ 
Werthe beilegt, die Coordinaten eines bestimmten Panctcs bedeuten, darstellt, 
diese Carve als aas einer unendlichen Anzahl stetig auf einander folgender Pnncte beste- 
hend, oder, wenn man lieber will, als durcih die Bewegung eines Punaes beschrieben. 
Man kann aber auch durch nicht minder einfache und bequeme Gleichungen zwischen 
veränderlichen Grössen, durch welche, wenn man ihnen bestimmte Werthe beilegt, eine 
bestimmte gerade Linie gegeben ist, unendlich viele gerade .Linien darstellen, die 
nach einem Gesetze stetig auf einander folgen, und also eine bestiäimte Curve umhüllen. 

Eine Gurve wird auf diese neue Art eben so vollständig durch eine Gleichung darge- 
stellt, als nach der gewöhnlichen Methode: denn, dort wie hier, lassen sich alle £igen- 
Schäften derselben aus ihrer Gleichung vollständig ableiten. Man durchsieht leicht, wie 
in der Geometrie der* Curven die Beweismittel auf diese Weise sich verdoppeln; wie 
jeder allgemeinen analytischen Entwicklung, die bisher gemacht worden ist, indem man 
die gebräuchlichen Gleichungen zu Grunde gelegt, eine andere entspricht, die auf den 
neuen Gleichungen beruht Sobald nur der oben ausgesprochene Grundgedanke allge- 
mein und klar aufgefasst worden ist, ist auch schon für die Ansfähmng desselben der 
Weg gewiesen« Auf diese Weise sind die folgenden Untersuchungen entstanden, die 
sich denen des ersten Bandes der vorliegenden Schrift enge anschlicssen. Die neue Be- 
handlungsweise 'wird uns zu manchen neuen Sätzen führen und andere Sätze, die auf in- 
directem Wege, bisweilen nicht ohne Anstrengung, in dem Frühem bereits schon bewie- 
sen sind, werden wir unmittelbar in einer ganz einfachen^ Verbindung der neuen Glei- 
chungen lesen und so denselben, oft ganz unvermuthet, begegnen. Hierdurch wird eine 

IL 1 
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Lücke, die mir bei Aasarbeitnng jenes ersten Bandes meiner ,,Entwicklangen^ fühlbar 
geworden Ist, ausgefiillt, nnd die allgemeine analytische Methode, deren ich mich be- 
dient habe, scheint mir nun innerhalb der vorgesteckten Gränzen vollständig und ge* 
randet. — 

400. Die allgemeine Form der Gleichang eiper geraden Linie, bezogen aaf zwei, 
sich nnter einem beliebigen Winkel schneidenden, Coordinaten-Axen ist folgende: 

Ay+Bx+C = 0, (i) 

indem wir darch y nnd x Coordinaten nn^d durch A, B nnd C drei Constante bezeichnen. 

Wenn wir diesen Constanten nach and nach verschiedene Werthe bpilegen, so können 

wir alle möglichen geraden Linien darch die vorstehende Gleichang darstellen. Diese 

Gleichang stellt aach dann noch anendlich viele verschiedene gerade Linien dar, die 

aber, wie wir gleich -sehen werden, durch denselben Panct gehen, wenn zwischen den 

obigen drei Gonstanten, die wir übrigens als ganz beliebig betrachten, eine Gleichang 

von folgender Form besteht: 

aA+bB+cC = o, 

in der a, b and c irgend drei neae Constante bezeichnen. Wenn wir ^Ise A, B nnd 
C als veränderliche Grössen betrachten, and, dem entsprechend, an die Stelle derselben 
u^ v und w schreiben, so können wir sagen, es s.telle die Gleichung: 

au+bv+cw ==0, (a) 

einen Panct dar. Je drei Werthen von u, v und w, welche die letzte Gleichung 
befriedigen, entspricht eine gerade Linie und jede solche gerade Linie geht darch den 
in Rede stehenden Panct. Wir betrachten also hier den Panct, als einen geometri- 
schen Ort," in dem unendlich viele gerade Linien sich schneiden, wäh- 
rend man, indem man von der gewöhnlichen Gleichang einer geraden Linie ausgeht, 
diese als einen geometrischen Ort für unendlich viele Pnncte betrachtet. 

Wir können eine der d^ci veränderlichen Grössen u, v nnd w ein für alle Mal be- 
liebig annehmen, und, der Kürze halber, auch gleich Eins setzen. Alsdann erhalten 

wir aus (2) folgende Gleichungen: 

a +bv+cw =3 0, 

an+ b+cw = 0, ' • 

au+bv+c = o, 

die eben so allgemein, aber weniger symmetrisch sind. 

401. Statt der Gleichang (2) sei irgend eine beliebige in Beziehung aof n, v und w 
homogene Gleichang, die wir durch: 

F (a, V, w) = o, (3) 

bezeichnen wollen, gegeben. Alsdann entspricht je drei Werthen von u, v nnd w, die 
diese Gleichung befriedigen, eine bestimmte gerade Linie. Solcher Linien erhalten wir 
unendlich viele, die unmittelbar auf einander folgen und also eine stetige Curve 'umhüllen. 
Wir sagen, diese Curve werde dargestellt durch die gegeJbene Gleichung 
(a). - Wir sagen ferner die Curve sei von der zweiten, dritten.« C|asse*), wenn 



*) Ich gebrauche hier das Wort Classe-nach II. Gergonne, der, dem analog, wie man 
eine Curve, die von einer geraden Linie in m Pnncten geschnitten wird, eine Linie m. 
Ordnung (mW scheint es passender hier das Wort Ordnung statt des Wortes Grad zu 
gebrauchen , \^eii auch die Classe einer Curve durch den Grad ihrer Gleichung bestimmt 
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ihre Glcichang (3) vom zweiten, dritten; • . Grade ist; so wie man sagt, die 
Cprvc sei von der zweiten, dritten . . Ordnung, wenn die gewöhnliche Gleichung 
derselben zwischen y und.x vom zweiten, dritten . . ,* 6rade ist Der Analogie nach 
nennen wir den t'onct einen geometrischen Ort erster Classe. Die Oerter 
zweiter Classe werden durch folgende allgemeine GIcichnng dargestellt: 

au'+buv-l-cv^+duw'+evw+fw* = o, 
in welcher a, b, c, d, e und f Constante bezeichnen, nnd enthalten alle Carven zwei- 
ter Ordnung« Die Curven der dritten oder einer hohem Classe sind, im Allgemei- 
nen, nicht Curven der dritten oder derselben hohem Ordnung« 



wird) nennt, emer solchen Curve, vi die sich, von einem gegebenen Pancte a^s^ m 
Tangenten legen lassen den Namen einer Linie m. Ciasse gibt. 



Zur Theorie 



Erster Abschnitt 



Zur Theorie des Punctes^, als geometrischen Ortes 

erster Classe. 



403. Indem MONGE die Gleichung; der geraden Linie in die analytische Geometrie 
einführte, nnd dadorah den Grund zar Verbannung aller Constmction aus derselben legte, 
gab er ihr jene nene Form, durch welche ihre weitere Ausbildung möglich wurde. Die- 
jenige Rolle, welche in den bisherigen Entwicklungen die Gleichung der geraden Linie 
spielt, spielt in den neuen Entwicklungen die Gleichung des Punctes. Mit dieser 
wollen wir uns also zunächst beschäftigen. 

Fig. 1. Wenn die Gleichung: 

Ay+Bx+C = 0, 
die eine gegebene gerade Linie, MN, darstellen soll, auf zwei sich unter beliebigen 
Winkeln schneidende Coordinaten-Azen OY und OX bezogen wird, so hat man be- 
kanntlich : 

f--OP, 

Indem wir nun A, B und G als veränderliche GrSssen betrachten, erhalten wir am leich- 
testen diejenige gerade Linie, welche irgend dreien besondern Wcrthen u , v und w' je- 
ner Veränderlichen Entspricht, indem wir, vom Anfangspuncte der Goordinaten an, auf 

der ersten Axe den Werlh von ( — — ,\ auf der zweiten Axe den Werth von ( ;j 

auftragen, und dadurch diejenigen beiden Puncte auf den beiden Axen bestimmen, durch 
welche jene gerade Linie geht 

403. Die Gleichung: 

au-l-bv+rcw = o, . (i) 

welche in Beziehung auf die drei veränderlichen Grössen u, v und w homogen und 
vom ersten Grade ist, können wir auch, wenn wir eine beliebige jener Grossen con- 
stant nehmen, als die allgemeine Gleichung des ersten Grades zwischen den 



des Punctes« 5 

beiden iibrigbleibeiiden veränderlichen GrSssen ansehen« Wir haben, indem vrit die 
Form der Gleichung (l) beibehalten, den Yortheil, dass wir, nach unsem jedesmaligen 
Absichten, sogleich jede beliebige der drei Veränderlichen constant setzen könnend 

Wir können anch die Gleichang (i) als die allgemeine Gleichung des ersten Grades 
zwischen den Quotienten einer beliebigen der drei Yeränderlichen in die beiden übrigen 
ansehen. 

/|04> Wir wollen zunächst die einfachem Formen der allgemeinen Gleichang (1) nä- 
her betrachten. Wenn wir annehmen, dass die beiden Constanten a und b Null sind, 

so kommt: • - 

w =s o (2) 

Diese Gleichung enthält gar keine Bestimmung über die beiden Yeränderlichen n und v, 

und verlangt bloss, dass, für jede beliebige Annahme derselben, w verschwinde. Alle 

bezüglichen geraden Linien gehen mithin durch den Anfangspunct der Goordinaten; 

dieser Punct wird durch die Gleichung (2) dargestellt 

Wenn wir nur die eine jener beiden Gonstanten, b, in der allgemeinen Gleichung 
gleich Nnll nehmen, so kommt; 

an4-cw = 0. (3) 

Es ist ajso in diesem Fallet jcoilstant, und zwar gleich -, während v und mithin 

anch ( j einen durchaus beliebigen Werth behält« Die bezüglichen geraden Linien 

schneiden also (402) die erste Aze in irgend einem beliebigen Puncte, gehen aber alle 

a 
durch denjenigen festen Punct der zweiten Axe, dessen Ordinate - ist: dieser Pnnct 

wird durch die Gleichung (3) dargestellt 
Ebenso stellt die Gleichung: 

bv+CW aa O, ' 

denjenigen Punct der ersten Axe dar, dessen Abscisse gleich ist: -^Z 

^ ' • c 

Die Gleichung: 

V = o,, 

die keine Bestimmung Übern und w enthält, entspricht solchen geraden Linien, die in^ 
einen beliebigen Punct der zweiten' Axe einschneiden, aber alle der ersten Axe parallel 
sind. Sie stellt daher einen Punct dar, der in unendlicher Entfernung 
auf der ersten Axe, oder, was dasselbe heisst, auf irgend einer ihr parallelen gera- 
den Linie liegt . , ^ 

Auf ähnliche Weise stellt die Gleichung : 

u « o, 
einen auf der zweiten Axe unendlich weii entfernt Hegende^ Pmict dar. . 

Die folgende Gleichung endlich: 

au+bv 5= o - 
entspricht nur solchen geraden Linien, die unter sich parallel sind« Es stellt also diese 
Gleichung einen Punct dar, der unendlich weit entfernt liegt, aber nicht mehr, wie in 
den beiden vorigen Fällen, auf einer der beiden Axen, sondern, wovon nian sogleich sich 
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ttberxengt, auf einer beliebigen geraden Linie, die mit der, durch folgende Gleicbnng 
dargestellten: . 

parallel ist 

Fig. 1« 405. Um zn zeigen» dass die allgemeine Gleichung (2), bei jeder Constanten - Be« 

Stimmung, einen Pnnct darstelle, wollen vir derselben zunächst folgende Form geben: 

a . b V . w 

-+ +— = 0. 

c c u u • 

Wenn wir alsdann von der veränderlichen Grösse — irgend eine beliebige constante Grösse 

abziehen, so kommt dies ofifenbar darauf hinaus, statt der ersten Axe eine andere, ihr 

parallele , gerade Linie zn nehmen, Nehmen wir fttr diese constante Grosse ^ , so ver* 

wandelt sich die letzte Gleichung in folgende : 

bv+cw = 0, 
die , nach der vorigen Nnnuner, einen auf der neuen ersten Axe liegenden Punct 'darstellt. 

406. Wenn die, allgemeine Gleichung: 

au+bv+cw =s o, 
irgend einen gegebenen Punct G darstellen soll ,3so ist es leicht , die Constsnten dersel- 
ben zu bestimmen« Fttr die durch den gegebenen Punct gehende gerade Linie, welche 
der ersten Axe parallel ist, fttr GS, ist v == o miAiin, 

au+cw =s o, 
und folglich ist die Ordinate desjenigen Punctes , in welchem diese gerade Linie in die 
zweite Axe einschneidet: 

n c . 

Auf ähnliche Weise ergibt sich, wenn wir, parallel mit der zweiten Axe, durch den 
gegebenen Punct die gerade Linie GR legen : 

c 

Wir sehen hieraus, das die allgemeine Gleichung: 

au+bv+cw s=3 o, 

denjenigen Punct darstellt, dessen Coordinaten sind: 

a b • 

y = - , X =S5 -. 

^ . . ^. 

Unbeschadet der Allgemeinheit können wir in der Gleichung des Punctes c s« i setzen; 

alsdann sind die Coordinaten desselben die Cocfiicientcn von n und v« 

Fttr die, durch den gegebenen Pnnct G und den Anfangspnnct der Coordinaten ge- 
hende , gerade Linie OG ist w s= o , folglich : 

au+bv = 0, 
mithin : 

V a OS _ sina 
~ u •• b "* ÖR ■" Ä^OJ-a), 
indem wir durch /} den Coordinaten -Winkel bezeichnen. 
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407« Wenn der dorch die aOgememe Gleicbong: 

an+hv+cw =0, 
dargestellte Pnnct aof einer dnrch bestimmte Werthe der veränderlichen Grössen, durch 
n\ y' und w', gegebenen geraden Linie liegen soll, so ist: 

au+bv+cw' =a o, 
nnd, indem man abzieht, orgiht^sich: 

a(a— a')+b(v— v>|-c(w— w') =^: 
für die allgemeine Gleichang eines auf der geraden Linie (w', y , o') liegenden Punctes. *) 
Wenn irgend zwei gerade Linien (w", v", n") ond (w', V, u) gegeben sind, ^ so er- 
halten wir fiir die Gleiehong des Dorchschnittspnnctes dieser beiden Linien folgende: 

v; _ w' . 

w w' _ n[[ n*/v v\ 

n""7""7' 7V;~S7' 

n" n' 
also» wenn wir entwickeln: 

' (vV— vn")w~(wV-w'a>+(wV-wV> « 0. ' 
Je nachdem wir in n, v oder w als constant betrachten, verwandelt sich diese Gleicbong 
in folgende: 

(v — v>-(w"-w>-KwV— wV) « o, 
(a"-^u)w-(w^-w')a+(wV— wq") « o, ' 

(u"_u')v-(v"-v>+(v"a-v'n:') = o. 

406. Wir kommen znr Bestimmung derjenigen geraden Linien, welche die dureh 

folgende beide Gleichungen: 

au+bv+w = 0, . . 

. a'u+bV+w = 0, * ^^ 

gegebenen Pnncte enthält, wenn wir zwischen diesen Gleichungen die Werthe för die 

CoefiGcienten je zweier der drei veränderlicbei^ Grossen w, y und n eliminiren. Auf diese 

Weise kommt: 

w ab' — a'b 

w a'b — ab' 
y "" a'-a ' 
V ^ a' — a 

"u" b"'=F" 

409. Das Resultat der Elimination zwischen den beiden gegebenen Gleichungen (i)» 
die wir, der Kürze halber, durch: 

U = o, U' = o, (2) 

darstellen wollen, bleibt dasselbe, wenn wir fdr eine dieser Gleichungen eine andere des- 
selben ersten Grades nehmen, die wir durch eine algebr^sche Verbindung der gegebenen 



*) Der Kiirze^ wegen, wollen wir eine durch w', v' and u' gegebene gerade Liijie durch (w', 
v', u) bezeichnen« £< sind w', v und u als Coordinaten dieser Linie zu betrachten. \Vir 
wollen ferner dieselbe gerade Linie durch (w', t), (w', u) oder (v, u) bezeichnen, wenn 
wir u =s 1, v' =a 1 oder w' ss 1 setzen. 
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Gleichangen erhalten. Jede solche Gleichung ist, wenn wir /ti als anbestimmten Coeßi- 
cienten betrachten, in nachstehender Gleichung einbegriffen: 

V+fiU = o. 
Es stellt also diese Gleichung irgend einen beliebigen Ponct dar, der mit den beiden ge« 
gebenen , durch die Gleichungen (2) dargestellten , Poncte in gerader Linie liegt 

410.. Für die beiden durch die Gleichungen (l) dai^estellten Puncte hat man (406): 

y s= a, X = b; 

y = a', X = b'. 

Man erhalt hiemach leicht die Coordinaten derjenigen beiden Puncte, welche auf der, 
die beiden gegebenen Puncte verbindenden, geraden Linie so liegen, dass die Abstände 
jedes derselben von dem ersten und zweiten gegebenen Pnncte sich verhalten, wie /u: i« 
Für diese Coordinaten ergibt sich: 

a±A*a' b±^b' 

y SS — , X = , 

wobei wir iu, das an sich positiv ist, ^ mit dem Vorzeichen + oder — nehmen müssen, 
je nachdem wir denjenigen dieser beiden Puncte betrachten, welcher zwischen die beiden 
gegebenen fallt oder nicht Die Gleichungen dieser beiden Puncte sind also (406) in fol- 
gender 

(a±/Ma')u-Kb±/tb')v-Kli:^)w =s o, 

die mit folgender indentisch ist: 

^ U±^U' « o, 

enthalten. 

Wir sehen hieraus, wie man, wenn irgend zwei Puncte gegeben sind, unmittelbar 
die Gleichung jedes bestimmten Punctes derjenigen geraden Linie erhält, welche durch 
die beiden gegebenen Pimcte ^eht, nnd dass man zu diesem Ende diese Puncte nur auf 
die allgemeinste Weise durch die Gleichungen (2) darzustellen braucht Wenn wir ins- 
besondere /it CS 1 setzen, so stellt die Gleichung: 

U+U' = 0, 
die Mitte zwischen den beiden gegebenen Puncten dar; die Gleichung: 

Ü-U' = (a— A*a>+(b-iub> = o, 
einen, nach der Richtung der durch die gegebenen Pnncte gebenden geraden Linie hin, 
unendlich weit erlfemt liegenden Punct (405). 
Die durch die vier Gleichungen: 

U = o, ü' = o, " ü+juÜ' = o, ü-AiU' = o, 

dargestellten Puncte, nennt man vier harmonische Theilungspuncte. 

411. Wenn die drei Gleichungen: 

au+bv+w = 0, 

a'u+b'v-i-w Ä o, (1) 

a"u+b'V+w = o, 
solche drei Puncte, die in gerader Linie liegen, darstellen sollen, so findet zwi- 
schen den Constanten dieser drei Gleichungen^ eine Bedingungs - Gleichung Statt , die 
wir leicht auf folgende Weise erhalten. Die allgemeine Gleichung aller Pnncte , die auf 
der, dtaurch die beiden ersten jener drei Puncte gehenden^ geraden Linie liegen, ist fol- 
gende (409): ^ 

(a+Ma')u+(b+iuB^v+(H-iu)w ä 0. 
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Wenn diese Gleichong insbesondere den dritten Pnnct darstellen soll, so mnss der nn* 
bestimmte CoefBdent ii so bestimmt werden, dass 

a-f-jua' n b+iub' , ^ 

— . SS a * • SÄ n . 

1+/* * i-f-^ 

Um die gesncbte Bedingangs-Gteicbang zn erhalten , brauchen wir nur zwischen den beir 

den vorstehenden Gleichungen fi zn eliminiren; auf diese Weise kommt: 

b(a"-a')-a(b"^b')+b"a'-b'a" =.0: 

eine Gleichnng, die» wie za erwarten stand , in Beziehung auf die Gonstanten der drei 

Gleichungen (1) symlnetrlsch ist. 

412. Wir wollen in dieser Nummer den Winkel bestimmen, den zwei gegebene ge- 
rade Linien: 

(w, V, u), (w', V, vT), 

mit einander bilden« Nennen wir zn diesem Ende den Coordinaten * Winkel ß und dieje- 
nigen Winkel, welche diese beiden geraden Lininen mit der ersten Axe bilden , a und «', 
so ist: 

^ ^*^" ^' ^/»« 

■" n "" sin(ß-ay n' "^ sin(ß^ay 

und der gesuchte Winkel, den wir von der ersten gegebenen geraden Linie nach! der 

zweiten hin nehmen, und durch <o bezeichnen wollen, gleich (a-^ee). Hiemach erhält 

man nach einigen Reductioncn, ähnlich wie in der 17. Nummer: 

(uV— uv')5i/iff 

B^ "^ uu'— (uv'-f-n'v)co5/iH-w'* ' 

und wenn der Coordinaten- Winkel *ein rechter ist: 

u'v— nv 
tang» = — TT— j. 

Wenn die neiden gegebenen geraden Linien sich unter rechten Winkeln schneiden, 
so kommt: 

nu - (uv+u v)£ro5^+vv = o, 
und wenn auch der Coordinaten - Winkel ein rechter ist: 

uu+vv' = o. 

AI 3. Die Entfernung der durch die beiden Gleichungen: 

au+bv+w 5= o, . ^ 

a'u+b'v+w = 0, ^'^ 

dargestellten Puncte, die wir D nennen wollen, ist durch folgende Gleichung gegeben: 

Ca-a7+2(a-a')(b-b')co5/?+(b-b')^ = D^ 
diefiir den Fall rechtwincklicher Coordinaten in nachstehende übergeht; 

(a^a')^+(b— b:)* = D*. - 

Wir erhalten diese Gleichungen unmittelbar, da die durch (1) dargestellten Pnncle 
keine andern sind, als die Puncte (a, b) und (a', W). 

414. Es bleibt uns noch tibrig, den Abstand eines gegebenen, durch die Gleichung: 

au+bv+w = 0, 
dargestellten Punctes von einer gegebenen geraden Linie (w', v, v!) zn bestimmen. Wir 
wollen hierbei, was flir unsere Absicht vollkommen hinreicht, für den Coordinaten- 
Winkel einen rechten nehmen. Diese Bestimmung ist identisch dieselbe, als die Bestim« 
mung des Abstandes des Punctes (a, b) von der durch die Gleichung: 

uj+r'a+w' « o 
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AargMeUien geraden lioie. FBr diesen AbsUnd» den wir P nennen waDen, eilialten 

wir nach.der 29. Nommer*): 

^ an'-M>y+w' 

P » + f 

wobei wir nacli der 31. Nummer das Yorzeichen «f« oder -* nehmen mSssen, je nachdem 
der gegebene Panct, in Beziehmig auf die gegebene gerade Linie , nach der positiTen 
oder negativen Seite der j liegt -* 

415. yyenn wir auf die vorstehenden EntwicUnngen zorScldblicken , so bemerken 
wir bald zwischen diesen nnd den analogen EntwicUongen des ersten Abschnittes des er- 
sten Bandes den innigsten#Zasammcnhang, eine vollständige Redprodtat« In der ifiO. 
Nommer habeü wir die gewohnliche Gleichang der geraden Linie zu Grande gelegt nnd 
durch die Constanten in dieser Gleichong die gerade Linie bestimmt: diese Constan- 
ten als Coordinaten derselben betrachtet Eben so können wir aach die Glei- 
chung des Ponctes zn Grande legen (wir constrniren hier die veränderlichen Grossen 
aof die oben bestimmte Weise) ond dorch die Constanten in dieser Gleichnng den Ponct 
bestimmen: diese Constanten als Coordinaten des Ponctes betrachten. 

Die nachstehende Gleichnag z. B., die' wir genauer betrachten wollen: 

y+yx+w = o, (i) 

stellt eine gerade Linie dar, wenn wir ffir die veränderlichen Grossen j nnd x gewohn- 
liche Pnnct- Coordinaten und durch w und v constante Grossen, deren geometrische 
Constraction wir aus der Discussion der Gleichung dieser geraden Linie erhalten, be- 
zeichnen. Wenn wir w nnd v als veränderlich betrachten und diese Grossen durch ir- 
gend eine lineare Gleichung: 

w+cv+c' « o, 

mit einander verbunden sind, so erhalten wir unendlich viele gerade Linien, die aber 
alle durch denselben Punct, nemlich durch den Pnnct (c', c), gehen. 

Dieselbe Gleichung (l) stellt, wenn wir w und v als Linien - Coordinaten und verän- 
derlich, nnd y nnd z als zwei beliebige Constante betrachten, einen Pnnct dar« Be- 
trachten wir auch y und z, deren geometrische Constraction wir aös der Discussion der 



*) Wir haben nemlich (Sr den Abstand eines Ponctes {j\ x) von einer durch die Gletcfaiing: 

y = ax+b, 
gegebenen geraden Linie a« au O. folgenden Ansdrnck hergeleitet: 

y— ax'— b 
P « + . 

- Vl+a» 
Diesen Aasdmck erbalten wir unmittelbar aaf folgende Weise. £s sei ^ig, 1) L der gege- 
bene Punct und MN die gegebene gerade Linie« Alsdann ist: 

LF « LEsinLEF = (LD-ED)«*»LEF , 

= (/--y,)«'»^-EF, 

LF = LEsinLEF = (LD-ED>«>LEF, 

e= (y'— yjw/»LEF, 

indem wir die dem gegebenen x' entsprecheode , Ordinate der gegebenen geraden Linie y^ 

nennen. Hicrnacb ist y^ gleich (ax'+b). ücbcrdies' ergänzt der Winkel LEF denjenigen 

Winkel, den die gegebene gerade Linie mit der ersten Axe bildet, zu einem rechten; so 

dass der Cosinus des letztgenannten Winkels, für den mau den Aasdruck ■ hat, 

V^l+a' 
gleicb ist m LEF» Somit erhält man für LF oder P den obigen Ansdrock. 
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Gleichang dieses Panctes erhalten , als veranderlicli, setzen aber zwischen beiden Grös- 
sen irgend eine lineare Gleichung, z. B. folgende: 

y+cx+c' = p, 
so erhalten wir onendlich viele Pancte, die aber alle auf derselben geraden Linie, 
nemlich der geraden Linie (c, c), liege n. 

Der Beweis der letzten beiden Behauptungen ergibt sich unmittelbar. Es sei nemlich 
erstens I * v • 

y-Hx+t « o, (.) 

die aUgemeine Gleichung der geraden Linie und 

c'-Ka+b = 0, (3) 

die gegebene lineare Bedingungs - Gleichung zwischen den, als beliebig zu betrachtenden, 

beiden Couslanten derselben; c und c' sind zwei gegebene Grössen. Wir erhalten auch 

' dann eine lineare Bedingungs - Gleichung' zwischen jenen beiden Constanten, wenn 

ein Punct der geraden Linie* gegeben ist Wenn nemlich (y, x') dieser Pnnct ist, so kommt. 

y'+ax^b « 0. 
Die Gleichung (3) ist mit der letzten Gleichung identisch, wenn wir in dieser y^ s= c' 
und z' SS c nehmen. Hiernach bedeutet alsdann die gegebene Bedingungs -Gleichung, 
dass aUe durch (2) daxstellbaren geraden Linien durch den Pnnct (c', c) geh^n. 

Es sei zweitens: 

w+av+b psi o^ , (4) 

die allgemeine Gleichung des Punctes und wiederum: 

c+ca+b Ä= o, (5) 

die gegebene Bedingungs - Gleichung zwischen den beiden Constanten derselben. Zwischen , 

denselben Constanten ergibt sich, wenn wir eine gerade Linie (w', v'), die durch den 

Pnnct (4) geht, kennen, folgende Bedingungs - Gleichung des ersten Grades: 

w'+aV+b =x o: 

eine Gleichung, die mit (5) identisch wird, wenn wir w' s c' und V ss c nehmen. Es 

bedeutet also die gegebene Bedingnngsf- Gleichung (5), dass alle durch (4) darstellbaren 

Puncte auf der geraden Linie (c', c) Hegen« 

_ 416. Wenn wir, statt der Gleichung (r), die nachstehende, sowol in Beziehung 

auf X', y und z,*als auch in Beziehung auf u, v und w homogene Gleichung des ersten 

Grades nehmen: 

uy+vx+wz = 0, 

so erhalten wir, wenn wir y, x und z als conztant ansehen, die Gleichung des Punctes 

unter der Form, wie^wir sie bisher betrachtet haben. Der dargestellte Punct ist folgender: 



e- !> 



Betrachten wir aber u, v und w als constant, so stellt dieselbe Gleichung eine ge- 
rade Linie dar, aber unter einer Form, wie wir sie nicht zu behandeln gewohnt sind» 

Diese gerade Linie ist folgende: (—, -j oder (w, v, u). Diese neue Form der Glei- 
chung "der geraden Linie, einer Gleichung, die rücksichtlich der djpei veränderlichen Gros* 
sen y, x und z homogen ist, scheint mir in allen denjenigen Entwicklungen, bei welchen 
keine Elimination vorkommt, in Beziehung auf Eleganz und Symmetrie den Torrang zu 
behaupten. Wir können femer leicht von der allgemeinern Form zu der gewöhnlichen 
übergehen, iuj^em wir z als ein für alle Mal gegeben betrachten und etwa z » 1 setzen. 

2* 
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Wir können aber aach, nnd hierin scheint mir ein nicht unbedeutender Yortheü za lie- 
gen , anf ähnliche Weise x s? 1 oder y s i setzen. *) Auf diese Bemerkung, die sich 
auf Gleichungen jedes beb'ebigen Grades ausdehnen lässt, werden wir in dem Folgenden 
öfter Gelegenheit finden zurückzukommen. — 

417, Nach diesen allgemeinen Betrachtungen wenden wir uns wieder zu unserm ei- 
gentlichen Gegenstande zurück. Bei der Prüfung einer neuen Entwicklnngsweise . ist eine 
doppelte Frage zu berücksichtigen, einmal, ob dieselbe zum Beweise gegebener Sätze 
sich geschmeidig zeigt, und dann, ob sie neue Resultate finden lehrt \Vas den ersten 
Punct betrifft, so wird in den nächsten Nummern an einigen Beispielen anschaulich wer- 
den, wie sich die neuen Gleichungen eben so bequem handhaben lassen, als die gewöhn- 
lichen Gleichungen, wekhe gerade Linien darstellen. Wir wollen zuerst folgenden be- 
kannten Satz beweisen: 

Wenn die Seiten eines Dreiecks den Seiten eines andern Dreiecks parallel sind^ 
so gehen diejenigen drei geraden Linien y welche die den parallelen Seiten gegenüber- 
liegenden Winkelpuncte beider Dreiecke verbinden y durch ein und denselben Punct. 

Indem wir über die beiden Coordinaten - Axen vorläufig keine nähere Bestimmung 
machen, und n ct)nstant nehmen, wollen wir die Seiten des einen Dreiecks ABC auf 
folgende Weise bestimmen: - 

AB (7 Z ^; AC {- zX< ^^tz1?\ 

und erhalten alsdann für die Seiten des zweiten Dreiecks A'B'C Coordinaten -Werthe 
von folgender Form: 

Hiernach ergeben sich für die Puncte A, der im Durchschnitte von AB und AC, und 
A', der im Durchschnitte von A'B' und A'C liegt, folgende. Gleichungen: 

' , , w"-w^+c"^c ' , . 
w— w— c Ä r, ; (v^-^v). 

V —V 



*) Wenn wir die Gleichung: 

ax+by+cz ä 0, 
durch X dividiren, so kommt: 

a +b^c- == o. 

X X 

Als die beiden veränderlichen Grössen dieser Gleichung können wir /-j und ( -) nehmen. 

Wenn wir diese veränderlichen Grössen auf irgend einen gegebenen Punct beziehen, so 
7 T X 

bedeutet -, welches dasselbe ist als -: -, bei der Voraussetzung eines rechtwinkligen 

Coordinaten -Systems, die trigonometrische Tangente desjenigen Winkels, welchen die 
durch den gegebenen Pnnct und den Anfangspunct der Coordinaten gehende gerade Lini« 

mit der ersten Axe bildet, und - ist der reciproke Werth der gewöhnlichen Abscisse des 

Punctes. Solche trigonometrischen Tangenten und solche reciproLen Abscissen - Werthe 
sind also die veränderlichen Grössen y und 2:, in der Gleichung der geraden Linie, wenn 
wir X =35 1 setzen» 
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Um die gerade Linie AA' zu bestrmmen, weide darch diese beiden Pancte geht, ver- 
binden wir die yorstehenden Gleichungen mit einander und erhalten fdr diese Linie fol- 
gende Coordinaten« Werthe: 

W C — W C VC — V c 

c — c c — c 

Für die Coordinaten der beiden andern geraden Linien, die^orch B nnd B' nnd darch 
C nnd C gehen, Coordinaten, die wir zur Unterscheidung unten einmal und zweimal 
accentuiren wollen, erhalten wir sogleich durch Accent-Ycrtauschung: 



c — c ' c — c 



y SS 



'^ c — c . " c — c 

Wenn wir nun annehmen, der Anfangspunct der Coordinaten sei ursprünglich so ange- 
nommen worden, dass er in den Durchschnitt von AA' und BB' falle, so ist w = w^, 
» o, also: 

W W W W 



(jDlglich : 



c c c c 



nnd endlich auch w^^ » o. Es geht mithin auch d!e dritte gerade Linie CC durch den 
Anfangspunct der Coordinaten, den Durchschnitt von AA' und BB'. Der obige Satz ist 
also bewiesen. 

Wir haben bei diesem Beweise vorausgesetzt, dass AA' und BB' nicht parallel seien. 
Wenn diese Linien parallel sind, so können wir, parallel mit ihnen, die^ erste Axc an- 
nehmen, während die zweite Axe beliebig bleiben mag, und erhalten alsdann v a v, 
SS o, 80 dass: 

V V V v 



c c c 



Hieraus folgt: 

v^ — ^ 

und also ist aoch v^^ =5 o/nnd mithin auch CC mit AA' und BB' parallel. 

ftl8. Wenn die drei Seiten eines Dreiecks den drei Seiten eines andern Dreiecks 
in solchen drei Puncten begegnen ^ die in gerader Linie liegen y so schneiden sich die^ 
jenigen geraden Linien ^ (welche die diesen Seiten gegenüberliegenden Winkelpuncte der 
beiden Dreiecke verbinden ^ in demselben Pancte. 

ABC und A'B'C seien die beiden gegebenen Dreiecke und AB und A'B', AC und 
A'C, BC und B'C die drei Seitenpaare dieser beiden Dreiecke, die sich in solchen drei 
Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Alsdann gehen die drei geraden Linien 
AA', BB' und CC darch denselben Panct, oder sind perallel. 

Darch jene drei Durchschnittspuncte wollen wir die erste Axe legen; alsdann erhal- 
ten wir für die Seiten der beiden Dreiecke, wenn wir überdiess w constant nehmen: 

ab(;;;:; äc{;-;:; bc{°=;:; 



14 Zur Theorie 

Die beiden Poncte A und M werden hiernach dnrch' folgende Glcicbnngeh dargestellt: 

"^-^-^ « — ;^cv~ ^''"■''^• 

Aus diesen beiden Glcicbtmgen erhalten wir für die gerade Linie AA' folgende Coordina* 

ten-Werthe: 

u'c"-n"c' nV'-nV 



V = 



_ c — c ' c — c ' 

und hieraas endlich für BB' nnd CC, indem wir die Coordinaten derselben nnten einmal 
und zweimal accentuiren: 






C --C " c — c 

Da ^die Rechnung in diesei^ Nummer gerade So angelegt worden ist als in der vorigen, so 
können wir aus dieser alle vorstehenden Ausdrucke unmittelbar herleiten: wir brauchen 
zu diesem Ende nur w mit n zu vertauschen. 

Da wir durchaus keine nähere Bestimmung über die zweite Axe gemacht haben, so 
können wir annehmen, dieselbe sei ursprünglich durch den Durchschnitt von AA' und 
BB' nach beliebiger Richtung gelegt worden. Alsdann ist 

/i = n,; (.) 

und um den vorliegenden Satz zu beweisen, müssen wir zeigen, wie hieraus folgt, dass 

u = u = u,,. (a) 

Entwickeln wir zu diesem Ende die Gleichung (l), so kommt: 

c'"u"-c"u"--c"u'+c'u"'-|-c':a'-cV = o, 
und aus der Symmetrie dieser Gleichung, in Beziehung auf die verschieden accentnirten 
Buchstaben, folgt, da^s auch die Gleichung (2) Statt findet. 

Dies Resultat erhellet sogleich aus der Form der Ausdrücke für u, u^ und u,^. *Denn 
wir können uns durch (v =^ V, u = c'), (v =a v^, u = ff) nnd (v = V, u == u") drei 
gerade Linien dargestellt denken. Alsdann bezichen sich (407) u^» Q/ nnd n,, auf die Durch- 
schnitte der beiden ersten , der ersten und dritten und der beiden letzten dieser drei Li- 
nien. Fallen die beiden ersten Durchschnitte zusammen, so ist n s=. u^; dann fallt aber 
auch mit jenen beiden Durchschnitten der dritte zusammen, und also ist u =: u &= u^^. 

Wenn die beiden geraden Linien AA' und BB' parallel sind, so ist, wenn wir die 
zweite Axe mit diesen beiden Linien parallel nehmen, v es v^ =s o und hieraus folgt so- 
gleich, gerade wie in der vorigen Nummer: 

V = V, == V, = O; 
CS ist also auch CG' mit der zweiten Axe nnd also auch mit AA' nnd BB' parallel« 

419. Man bemerkt sogleich^ dass die Sätze der beiden vorhergehenden Nummern 
in genauer Verbindung stehen. Drei Punctc nemlich^ die nach irgend drei gegebenen 
Richtungen hin unendlich weit liegen^ wie überhaupt alle unendlich weit entfernten Puncte 
derselben Ebenc^ sind als in gerader Linie liegend anzusehen. Diese Behauptung können 
wir bestätigt finden, wenn wir den Satz der letzten Nummer umkehren und einfache 
Gränz • Betrachtungen zn Hülfe nehmen. Wenn die resultirenden drcf geraden Linien 
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in dem einen oder dem andern jener beiden Sätze parallel sind> so liegt ihr gemein- 
schaftlicher Durchschnitt unendlich weit. Alle diese hesondem Sätze sind als Falle eines 
einzigen Satzes anzusehen nnd in dem Vorstehenden ergeben sich alle diese Fälle darch 
leichte Modificationen ein nnd desselben Beweises *)• Um dies vollständig darza- 



*) Diesen Vorlheil haben wir nicht (vergL die 11. — 81. .Nammer des ersten Bandes), wenn 
wir dieselben Sätie, oder vielmehr die Umkehrang derselben: 
„Wenn drei fi;erade Linien, welche die Winkelpancte zweier Dreiecke, paarweise genom- 
men, mit einander verbinden, durch denselben Punct gehen oder parallel sind, so 
schneiden sich die Seiten der beiden Dreiecke in solchen drei Puncten, die in gerader 
Linie liegen, oder diese Seiten sind, paarweise genommen: parallel/ 
mit Hülfe der gewöhnlichen Gleichungen beweisen. Hier reichen wir, wenn wir nicht 
Gränz -Betrachtungen in der Constnictlon zu Hülfe nehmen wollen^ mit einer einzigen An- 
lage des Beweises nicht aus. Wir kommen aber zu diesem Ziele, wenn wir nach der 
Note zur 416. Nummer drei veränderliche Grössen x^ j und z einfähren und dann etwa 
X als constant ansehen. Nehmen wir, bei dieser Voraussetzung , den gemeinsamen Durch- 
schnitt der drei geraden Linien zum Anfangspuncte der Coordmaten, so erhalten wir fol- 
gende Coordlnaten - Bestimmunfi: für die drei Winkelpuncte der beiden Dreiecke ABC 
und ABC: 

Aff^l' B(f^K* C'^J^...' 

\z 8 z 1 U » z ; (z = z ; 

A' y = y+<=> B' [^ = l.-^ ' ci^^ ^,.+^ ' 

Hiernach ergeben sich leicht die Coordinaten der drei Durchschnitte, die, nach dem zu 
beweisenden Satze, in gerader Linie liegen, Coordinaten, die wir durch 7, 7, und y^^, z, 
z^ und z^ bezeichnen wollen. Ist nun, was vorauszusetzen uns frei steht, die zweite Axe 
derjenigen geraden, welche durch die beiden ersten jener drei Durchschnitte geht, parallel^ 
so ist z e= z^ und hieraus ergibt sich alsdann z ss z a z^^, d. h. dieselbe Axe geht auch 
durch den dritten Durchschnitt 

Wenn insbesondere z =s z so, so folgt, dass auch z^^ = o. Diesem Falle ent- 
spricht, dass die Seiten der beiden Dreiecke, paarweise genommen, parallel sind. 

Wenn die drei geraden Linien AA'^ BB' und GC parallel sind , so ergibt sich , wenn 
wir, parallel mit ihnen, auch die zweite Axe nehmen, und die Winkelpuncte des ersten 
Dreiecks wie oben bestimmen, für die Winkelpuncte des ^weiten Dreiecks folgende Coor- 
dinaten - Bestimmung : 

A' P = y'i^ , B' p = ^iX . c |y = ly .... 

(z = z+c; ^ \z = z -hc ; ^ (z =5 z +c'. 

Nehmen wir nun an, die erste Axe sei ursprünglich durch die beiden ersten derjenigen drei 
Pancte gelegt, von denen zu beweisen ist, dass sie in gerader Linie liegen, und behalten 
für die Coordinaten dieser Puncte dieselbe Beziehung bei, so ist 7 ts y s=s o und hieraus 
folgt 7 SS 7^ sss 7^ es o, d. h. alle drei Durchschnitte liegen auf der ersten Axe. 

Die eben gemachte Bestimmung über die erste Axe ist unstatthaft, wenn die beiden 
ersten Durchschnitte unendlich weit liegen. Alsdann ist aber z =s z^ und hieraus folgt 
z SS z^ =: z^^ d. h. alle drei Puncte liegen unendlich weit. — - 

Das Beweis - Schema, das ich hier für alle verschiedene Fälle durchgeführt habe, konnte 
ich in der *l*7, Nummer bei Gleichungen zwischen 7 und x nur auf den Fall des Parallelis- 
mus der geraden Linien AA', BB' und CC anwenden. Der Grund ^\^ses Unterschiedes 
ist offenbar darin zu suchen, dass wir bei der neuen Coordinaten - Bestimmung auch un- 
endlich weit entfernte Puncte durch endliche Coordinaten - Werthe jind unendlicn weit ent- 
fernte gerade Linien durch eine endliche Gleichung ausdrücken kö'nnen. Wir erhalten nemlich : 

, « = o, 
als die Gleichung einer unendlich weit entfernt liegenden geraden Linie. (Alle solche ge- 
rade Linien sind als zusammenfallend und identisch zu betrachten). £s bezeichnen ferner 
' folgende drei S7steme von zwei Gleichungen: 

{7 SS o, z =f .o|, {X =5 o, z = o}, {ax-|-b7 « o, z as o}, 

drei solche Puncte, die unendlich weit liegen und zwar auf der ersten Axe, der zweiten 
Axe und nach irgend einer gegebenen Richtung hin. ^ 
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thnn 9 verweSe ich hierbei mit einiger Ansführlichkeit Wir können zn diesem Ende 
anch noch bemerken^ dass wir^ um den Satz der 418. Nummer zu beweisen^ wie in der 
vorhergehenden Mummer ^ auch u als constant ansehen können. Wenn wir^ bei dieser 
Voraussetzung, die zweite Axe durch die drei Durchschnitte der Seiten« der beiden Dreie- 
cke legen, so haben wir für AB und A'ß', so wie für AC und A'C, und für BC und 
B'C dasselbe w, aber verschiedene v. Das Uebrige des Beweises ergibt sich ganz ähn- 
lich, wie bisher. 

420. Auf dieselbe Weise, wie wir in der 84. Nummer die Umkehrung des Satzes 
der 418. Nummer bewiesen haben, können wir auch hier den Beweis anlegen und den- 
selben zugleich auf alle Fälle ausdehnen. Legen wir nemlich die erste Axe durch die 
drei Durchschnitte der gegebenen Dreieckssciten , niid nehmen u constant, so erhalten 
wir für diese Durchschnittspuncte Gleichungen von folgender Form: 

V S3 CW, V = C W, V =s C W, (1) 

und hiemach folgende Coordinaten -Bestimmung für die Seiten der beiden Dreiecke: 

AB t " Ä' AG {^ == ;!?;> BC jy = !!;^. 

(vs=cw; W=CV5 iv=cv; 

(V = cwj ^v =s c v^,; (V = c V,,. 

Hieraus erhalten wir fär die Gleichungen der beiden Puncte A und A': 

t C W «"""C W ^ 1^ 

""'^^ =" w"-w' (*-'")' 
c w^^^cw^ , . 

V— CW^ es ii i (w— Wj, 

und, indem wir aus diesen beiden Gleichungen den Werth von w ziehen, für di£ eine 
der Coordinaten von AA' : 

w'w"(w^^ — ^)— ^w^^(w"— w*) 
w'w^^— w"w^ 

, Durch Accent-Ycrtauschung erhalten wir sogleich für die entsprechenden Ordinaten von 
BB' und CC, die wir durch beigefügte Puncte unterscheiden wollen, 

_ ww (v^--w,)-w,w„Xw — w) 
ww„-w w, - 

w"w"'(w -w )-w w- (w"'— w'T . ^^^ 

W ^■" /f 11$ • 

w w,,,-w w,, 

Weiun WUT nun annehmen, dass die zweite Axe durch den Durchschnitt von AA' 
and BB' gehe, so ist w =s w*, und da diese Gleichung» wenn wir entwickeh^» in Bezie- 
hung auf die einmal, zweimal und dreimal accentairten Buchstaben» ^mmetrisch wird 
und zwar folgende (84): 

wVXw,^w— w,,wJ-w'w'''(w>,yW^wJ-*.wV''(w,w,,-^^^ =0,^ 
so folgt sogleich w s w* = w**, und mithin geht CC durch den DarchschnitI von AA" 
nndBB'. 

Wenn AA' nnd.BB' parallel sind und wir parallel mit ihnen die zweite Axe legen, 

so ist •— sa o ond — es o mithin: 

w w, , 

w'w,— w'w, fcs o, w'w^,^— w'^'w^ « 0, 



/ ^ 



^ ^'r,r _W"W ^ ^^ 
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also auch: 

und somit anch — - s=s o, nnd CG' parallel mit der zweiten Äxe, und mit ÄA' und BB'. 

421. Wenn wir in allen Entwicklungen der vorigen Nummer w mit u vertaosclien, 
so stellen die drei Gleichungen (1) drei solche Pnncte dar» die nach gegebenen Richtun- 
gen hin unendlieh weit liegen und die Seiten der bfeiden Dreiecke ABG und A'B'G' sind 
parallel. Alsdann erhalten wir,- bei beliebiger Coordinaten- Bestimmung, für die auf AA', 
BB' und GG' sich beziehenden u , u* und u- Ausdrücke , die ganz auf dieselbe Weise ge- 
bildet sind, als die Ausdrücke bei (2) und (3), z. B.: 

^ ^ nV(u-u^)-n;i^Xa-°) / x 

n a, — u^n * ^^ 

Wenn wir nun annehmen, dass der Durchschnitt Ton AA' und BB' zum Anfangs- 
pnnct der Goordinaten genommen worden sei, so ist — » o und — « 0, nnd hieraus folgt, 
wie in der vorigen Nummbr, -dass auch -^ =s o und also CG' durch den Durchschnitt 
▼on AA' und BB' geht. 

Wenn AA' und BB' parallel sind und wir parallel mit ihnen, die erste Axe nehmen^ 

so kommt wiederum — » o und — ss o und also ^ ss o, d« h. auch GG' ist mit AA 
n u- u** 

nnd BB' parallel. 

422.' Wenn wir in der 420. Nummer v und w gegenseitig mit einander vertauscht 
hatten, so würden die Gleichungen (l) noch immer drei Puncte der ersten Axe darstellen 
nnd statt (2) hätten wir folgende Gleichung erhalten, in der wir v wiederum auf AA^ 
beziehen: 

V = tLtj=lk=l^^^^ (5) 

Um nichts mit Stillschweigen zu Übergehen, was unmittelbar in den zuletzt entwickel- 
ten Ausdrücken Hegt, erwähnen wir folgende Sätze, deren Beweis darin enthalten ist^ 
dass in den Gleichungen (2), (5) und (4) c' und c" nicht vorkommen. 

Wenn die Scheitel zweier Winkel auf einer gegebenen geraden Linie fortrücken^ 
fpährend ihre Schenkel sich um vier in gerader Urne liegende Puncte drehen^ so bil- 
den die beiden Winkel in ihren verschiedenen Lagen Vierecke ^ deren ztpei Diagona- 
len durch zweifoste Puncte gehen ^ die mit jenen vier Puncten in derselben geraden 
Linie liegen. 

Wenn die Scheitel zweier Winkel von constanter Grösse auf einer geraden Linien 
ohne dass die Winkel sich drehen^ fortrücken^ so bleiben die beiden Diagonalen des durch 
die beiden Winkel in allen ihren Lagen gebildeten Vierecks mit sich selbst parallel. 

Wenn man um vier Puncte derselben geraden Linie zwei Paare durch diese Puncto 
gehender Parallel -Linien sich drehen lUsst^ so gehen die beiden Diagonalen der, in 
den verschiedenen Lagen der Parallel- Linien gebildeten , Parallelogramme durch zwei 
auf derselben geraden Linie liegende Puncte. 

Es können in diesem letzten Satze jauch die vier Puncte unendlich weit genommen 
werden, alsdann verschieben sich die beiden Parallel -Linien jedes Paares parallel mit 
IL a 
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sich selbst, und zwar so, dass ihr gegenseitiger Abstand sich nicht ändert; alsdann blei- 
ben die in Rede stehenden Diagonalen mit sich selbst parallel. 

423. Wenn sechs gerade Linien, paarweise genommen, sich in drei Ptmcten der- 
selben geraden Linie schneiden, oder parallel sind, so können wir ans denselben vier 
verschiedene Paare solcher Dreiecke bilden, wie sie in den Sätzen der 417. nnd 418« 
Nammer verlangt werden, nnd erhalten also aach viermal drei gerade Linien, die dnrch 
denselben Punct gehen, oder parallel sind. Und somit ist der in dem Yorstehenden 
bewiesene allgemeine Satz folgender: 

Wenn man durch jeden i^on solchen drei Puncten^ die in gerader linie Uegen^ 
zfpei gerade Linien zieht, oder wenn man drei Paare paralleler gerader Linien nimmt^ 
so schneiden sich die drei (verschiedenen Linien -Paare zu zfvei und zfipei in dreimal 
vier Punctenj durch welche man noch dreimal zwei gerade Linien legen kann^ die ein 
Viereck mit seinen beiden Diagonalen bilden^ 

Lffd\. Wir wollen zn einer zweiten Grappe von Sätzen tibergehen. 

Wenn irgend zwei gerade Linien und auf jeder derselben drei Punete^ auf der 
einen die Puncte Ay By C, auf der andern A^ J?, O gegeben sind, so schneiden sich 
die drei Linien-Paare AB' und AB, AC und AC, BC und BC in solchen drei 
Puncten S, S, S\ die in gerader Linie liegen. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir die beiden gegebenen geraden Linien, die 
Sich in O schneiden mögen, zn Coordinaten-Axen nehmen nnd alsdann die reciproken 
Werthe von OA, OB nnd'Oü darch v, V und v'', die reciproken Werthe von OA', 
OB' und OC darch n, u' und u" bezeichnen. Hiemach ergibt sich, indem wir w con* 
stant nehmen, folgende Goordinaten-Bestimnmng für jene drei Linien -Paare: 

Fiir die beiden ersten Dnrchschnittspnncte , S nnd S , erhalten wir also folgende Glei- 
chungen :; 

V — V ^ '' 

» in t 

u — u , 

n— u = TT, , (v— v). 

V —V 

Ziehen wir diese Beiden Gleichungen von einander ab and multiplicircn alsdann mit 
(v "— A'^)f v'— -v'), so kommt: 

..' *, (v"'^v')(v"-v')(a ~n"') = M(v-v7, (,) 

;jfidefii wir, der Kürze halber. 



*\i 



<. 



an f . itt t . • tn i$ tu n ikM 

-U V+V U+U V — V U n M, 



UqLzcA;?' Aus der Gleichung (l) erhält man folgende: 

Mv « N, (,) 

wenn, man: ^ . 

^' , * (v— v)v n +(v ^ — V )vu+(v — v)v n = IN, 

iüizt \i- i.: ■ . ■■ 
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Wenn wir u nnd n", V nnd v" gegenseitig mit einander yertanschen, so bleibt der 
erste Dachschnitt S derselbe, ind^m iVB' an die Stelle von A'B und, umgekehrt, A'B 
an die Stelle von AB' tritt; statt des zweiten Dnrchsjchnitfes S' erhalten wir aber den- 
dritten S". Dnrch jene Accent-'Vertanschang bleiben M nnd N unverändert^ ansgenom- 
men, dass, beide zugleich , ihr Zeichen ändern; es bleibt also der Werth von ir iden* 
tisch derselbe, wenn wir statt des zweiten Ponctcs den dritten nehmen. Es liegen also 
alle drei Pnncte in derselben geraden Linie. 

425. Wenn wir die drei Pnncte auf jeder der beiden gegebenen geraden Linien nn- 
tcr einander vertauschen» so erhalten wir neae Constmctionen des eben bewiesenen Sa* 
tzes* Solcher Constractionen gibt es offenbar so viele als die drei Pancle auf einer be- 
liebigen jener beiden geraden Linien, etwa der zweiten, sich permntiren lassen, also 
sechs. Hiemach erhalten wir folgendes .Schema von sechs mal drei Pancten, die in 
gerader Linie liegen: 

^ (AB', AB), ^ (AC, A'G), (EC, B'C); 

(AA;, B'B), * (AC, B'C), (BC, A'C); ' 

(ABf, C'B), (AA-, C'C), (BA', B'C); 

(AC, A'B), (AB', A'C), (BB', Ct); 

(AC, BB), (AA', B'C), (BA', C'C); 

(AA', CB), (AB', C'C), (BB', A'C). 

Die zweite, dritte nnd vierte, so wie die erste, fünfte und sechste von diesen geraden 
Linien gehen dnrch denselben Punct. *) Die drei erstgenannten geraden Linien 
erhält man, indem man nach einander A' und B', A' nnd C, B' und C',. also auch u 
nnd u", u und u", u" nnd u" gegenseitig vertauscht. Nach dieser Bemerkung ergibt 
sitb sogleich aus (l) folgende Bestimmung fiir die, diesen drei geraden Linien zukom- 
menden, V, die wir zur Unterscheidung unten accentuiren wollen: 

(v'"-v'Xv"-v')(ii'-o"') = M'v— M'v', 

(V"~v')(v"— v)(u"— n') = MV -MV, 

(v'"_v')(v''-v')(n"'-.u") = M'"v^,-«-M"V. 

Wenn wir diese drei Gleichungen addiren, so verschwindet der erste Theil der resulti- 

reijiden Gleichung; wir öberzcugen uns überdies leicht, dass 

M'+M'+M" « o. 
nnd somit erhalten wir: 

M'v,+M"v,+M"'v,^ = 0, 
oder; ' ' • 

MYv-vJ+M"(v -vj = 0. 

Da M' nnd M" auf keine Weise sich ändern , wenn wir n mit v vertauschen , so er- 
hält man zwischen den auf die drei in Rede stehenden geraden Linien sich beziehenden 
n, die wir zur Unterscheidung ebenfalls unten accentuiren wollen, aus der letzten Glei- 
chnnff unmittelbar folgende: 



*) Diesen Satz hat H. Steiner in Gehgonne*s Annalen (Tome XIX Pag. 128) zum Beweise 

vorgelegt Es ist derselbe ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes, mit dem wir uns 

später oeschäAigen werden, und in welchem an die Stelle des Systems der beiden gegebe- 
nen geraden Linien irgend eine Linie zweiter Ordnung tritt. 
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Ans den beiden letzten Gleichangen folg^: 

V — V V — V 

t /!#, _ ^ O IQ 

ttod ans dieser Gleichung ist ersichtlich, dass die drei geraden Linien (▼ , n^), (v,^, uj 
und (v,,^, n,J durch ein und denselben Pnnct gehen. 

. Wenn wir, etwa von der zweiten > geraden Linie des obigen Schema's ausgeben, und 
dann nach und nach A' nnd B', A' und C, B' und C mit einander vertauschen > so kom* 
men wir zu der ersten , fünften nnd sechsten Linie desselben Scbema's , nnd wir können 
gerade auf dieselbe Weise zeigen^ dass auch diese drei geraden Linien in demselben 
Pnncte sich schneiden. 

' /|26. Den in der vorigen Nummer bewiesenen Satz erhalten wir unmittelbar durch 
Htilfe des Satzes der 418. Nummer. Denn, da die drei geraden Linien A'B, AC und 
B'C den drei andern AB', A'C und BC in dreien Puncten derselben geraden Linie, der 
ersten Linie des obigen Schema's, begegnen, so gehen die drei geraden Linien, 

(AC, B'C), (AC, BC); 

(A'B, B'C), (AB', BC); 

(AB, AC), (AB', AC); 

in denen wir sogleich die zweite, dritte und vierte des Scbema's wiedererkennen, dnrch 
ein und denselben Punct *). 

Lfiri. Die letzten beiden Sätze können wir in folgende Aussage zusammenfassen« ' 

Wenn zwei gerade Linien und auf jeder derselben drei. Puncte gegeben sind, so 
können wir diese Puncte durch neun neue gerade Linien verbinden. Diese neun gera- 
den Linien schneiden sich in achtzehn neuen Puncten. Von diesen achtzehn Puncten 
liegen sechsmal drei in gerader Linie. Von diesen sechs geraden Linien gehen drei 
und drei durch denselben Punct. 

tß&. Wenn wir von einem der beiden letztgenannten Pnncte, den drei in demselben 
sieb schneidenden geraden Linien und den drei auf jeder von diesen Linien liegenden 
Pnncte ursprünglich ausgehen, so können wir diejenigen drei geraden Linien construiren, 
die durch den zweiten jener beiden Pnncte gehen. Hiernach erhalten wir, indem wir 
die Construction des letzten Satzes ans einem andern Gesicbtspnnctc betrachten, folgende 
Erweiterung des Satzes der 418. Nummer. 

Wenn irgend drei Dreiecke so liegen , dass ihre Winkelpuncte auf drei durch den- 
selben Punct gehenden geraden Linien sich befinden , ^0 gehen diejenigen drei geraden 
Linien y welche die Durchschnitte der diesen Winkelpuncten respecti^e gegenüberliegen- 
den Seiten dieser paarweise zusammengestellten Dreiecke enthalten ^ durch ein und 
denselben Punct. 

Ich führe diesen Satz, der einer viel grossem Ausdehnung noch fähig ist, hier nur, 
der Beziehung zu den vorhergehenden Sätzen wegen, an. Später^ wo ich an Beispielen 
zn zeigen gedenke, wie sich durch eine einfache Verbindung allgemeiner Symbole ver- 



*) Auf ganz ähnllehe Weise können wir zeigen, dass in dem Satze der 14. Nnmmer von den 
sechs Durchscbnttfen drei und drei in gerader Linie liegen, nemlich (Tab. If. Fig. 23) ei- 
nerscit S, T, V und andererseits R, W, ü. 
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mittelst nnbestimmter Coefficienten sehr zasammengesetzte Sätze beweisen lassen, verd^ 
ich anf «den vorstehenden Satz zaräckkommen. Doch will ich den Beweis desselben, der 
nach den frühern Sätzen sehr nahe liegt, noch schliesslich folgen lassen« 

Die drei gegebenen Dreiecke seien ABC , A'B'C und A^B^'C" nnd die Winkelpnncte 
A y A! nnd A", B , B' nnd B", C , C nnd C" liegen anf solchen drei geraden Linien, die 
darch denselben Panct gehen. Alsdann schneiden sich nach dem zn beweisenden Satze, 
folgende drei geraden Linien, von denen jede drei Darchschnittspnncte gegenüberliegen- 
der Dreiecksseiten enthält: 

(BC, B'C), (AC, A'C), . (AB, A'B); 

(BC, B'C^, (AC, A"C'), (AB, A'B"); 

(B'C, B"C"), (A'C, A"C'), ^ (A'B', A'B"); 

in demselben Pnncte. Dies ist sogleich ersichtlich. £s bilden nemlich die geraden Li- 
nien BC, B'C nnd B"C", AC, A'C nnd A'!C" zwei Dreiecke, deren Seiten sich in den 
drei Pancten C, C nnd C", welche in gerader Linie liegen, schneiden. Die den dnrch 
diese drei Pnncte gehenden Seiten gegenüberstehenden Winkelpnncte beider Dreiecke 
sind die beiden ersten Pnncte der dritten, zweiten nnd ersten jener drei geraden Linien. 
Diese drei Linien gehen also (418) dnrch denselben Pnnct. — « - 

429. Die folgenden Nummern enthalten solche Entwicklungen , die mit Ausdrücken, 
die zn Anfang dieses Abschnittes entwickelt worden sind, in innigem Zusammenhange 
stehen nnd ans der Form dieser Ausdrücke unmittelbar hervorgehen. 
Wenn wir die beiden Gleithnngen: 

au-f-bv+w =s o, 
a'n-f-b'v-f-w = o, 
welche irgend zwei gegebene Pnncte darstellen, der Kürze halber dnrch 

. ü = o, "ü' « 0, 

bezeichnen, so stellt die Gleichung: 

U+U' = o, 

denjenigen Pnnct dar^ welcher in der Mitte zwischen den beiden gegebenen liegt (410). 
Bezeichnen wir die Gleichung eines dritten Pnnctcs: * 

a"u-fb"v+w = o, 
durch ein neues Symbol: 

U" « o, 
so. stellt auch folfi^ende Gleichung: 

^ ^ U+U'+U" - o («) 

einen Pnnct dar. Um diese Gleichung zn befriedigen , setzen wir zugleich 

Ü+U' « o, nndU" :- oj 
Ü+U' = o,„ „ü' «05 
U'+U' « ö,„ „U = o; 
und erhalten also drei Paare von Puncten, dnrch welche drei gerade Linien bestimmt 
werden, die alle drei durch den zn constmirenden Pnnct gehen. Diese drei Puncten- 
Paare sind aber, w%ls die Form der letzten Gleichungen zeigte die drei gegebenen Pnncte 
nnd die Milten zwischen je zweien derselben. ' Die vorstehende Constrnction der Glei- 
chung (1) enthält also folgenden allbekannten Satz: 

Irf jedem Dreiecke schneiden sich diejenigen drei geraden Linien , welche die drei 
Winkelpuncie mit den drei Milten der ^gegenüberliegenden Seiten iferbinden , in ein und 
demselben Pancie. 
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430. Füfi^en wir za d^n drei gegebienen Ptmcten noch einen vierten hinan j dessen 

Gleichong folgende sei: 

a'^u+B" v+w = o, 

und bezeichnen diese Gleichung wiederopi, der Kürze b^hcr, durch: 

U" = o, 
so stellt die Gleichung: 

u+ijr+U"+ir' = o (a) 

einen heuen Pnnct dar. Wir können diese Gleichung anf nachstehende dreifache Weise 
in zwei Gleichungen zerlegen: 

U + tr = o, und U"+U'" == 05 

U+ü' « o, „ „ Ü'+U"' = 05 

U+U" = o, „ „17+U' =05 
und erhalten also drei leicht zu bestimmende Paare von Puncten , und hiernach dref ge- 
rade Linien, welche durch den durch (2) dargestellten Panct gehen. Der auf diese 
Weise bewiesene Satz ist folgender. / 

Wenn man in irgend einem Vierecke die Mitten der gegenüberliegenden Seiten und 
der beiden Diagonalen durch drei gerade Ldnien verbindet^ so gehen diese drei gera- 
den Linien durch ein und denselben Panct. 

Man hätte die Gleichung (2) noch auf folgende Weise in zwei einfachere zerlegen 

können: 

U+U'+U" = 0, nnd U'" « O; 

U+ü+U" =. o, ., 17« oj 

U+U'+U'' = o, , . U' = 05 

U'+IJ"+U"' = o, . „ U == oj 

nnd hiernach vier neue gerade Linien erhalten , die durch denselben Pnnct (2) gehen. 

431. Wenn wir, bei der bisherigen Bezeichnung, statt. der Gleichung (l) der Z»39. 

Nummer folgende nehmen: 

/cü+.aU'+itt"U" = o, (3) 

indem ^e, fi nnd fi" beliebige CoefiQcienten bedeuten, so stellt auch diese Gleichung ei- 
nen Punct dar. Und, auf dieselbe Weise, als in der angeführten Nummer, erhalten 
wir drei durch jenen Punct gehende gerade Linien, nemlich diejenigen, welche folgende 
drei Puncten • Paare mit einander verbinden: 

fiXJ + fiV = o, nndU" c= o; 

/iU+/i"U" « o, „ , U' .3 05 ^ 

AtU'V'U" = 0, ,, U = o. 
Diese drei geraden Linien sind leicht zu bestimmen, die erste derselben verbindet in dem 
Dreiecke ULI'U" den W^inkelpnnct ü** mit demjenigen Punctc der gegenüberliegenden 
Seite UU', dessen Abstände von den beiden Puncten ü und U' sich verhalten wie /*': /«. 
Die zweite und dritte gerade Linie gehen durch die beiden andern Winkelpuncte U' nnd 
U und durch diejenigen beiden Pnncte, welche anf den beiden gegenüberstehenden Sei- 
ten ÜU" und U'ü" so liegen, dass ihre Abstände von U und ü" ^nd von U' nnd ü*' 
sich rcspective verhalten wie /«": /w nnd fiY /«'. (410). 

Diese drei gerade Linien schneiden sich also in demselben Pnncte nnd, dieser Ponct 
ist bekanntlich kein anderer^ als der Schwerpunct dreier Gewichte^ die sich wie fi: fiz /i" 
verhalten und die wir uns in den Winkelpnncten des Dreiecks in U, U' nnd U" ange* 
bracht denken. 
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Wie die vorstehende Gleichung (3) kSifllcn wir anch folgende Gleichung: 

deren erster Theil aas beliebig vielen Gliedern bestehen mag, darch allmählige Zerle- 
gung constroiren und erhalten aaf diese Weise eine grossere Anzahl von geraden Linien, 
die alle dorch den durch (4) dargestellten Punct gehen. Es ist dieser Panct der jSchwer- 
punct von Gewichten , die sich verbalten wie ix\ fii fi'x fi": \ . und respective in den 
Pnncten U, U', U'^ U'". . angebracht sind; und nach den Grundsätzen der Statik über 
die Zusammensetzung paralleler Kräfte erhalten wir die Bestimmung derselben geraden 
Linien als oben, die alle durch den Punct (4) gehen. Für solche barycentriscfae Betrach- 
tungsweisen, die auf eine ungemein leichte Weise zu vielen. Sätzen der Situations- Geo- 
metrie führen, erhalten wir also durch die Einführung der neuen Gleichungen einen Al- 
gorithmus, der zugleich überflüssig macht, dass; der Geometrie fremde^ Begriffe in die- 
selbe eingeführt werden *). 

» 
Zf32, Wenn wir durch irgend einen beliebigen Punct in der Ebene eines gegebenen 

Dreiecks und durch die drei Winkelpuncte desselben drei gerade Linien ziehen , so kön- 
nen wir die Durchschnittspnndte dieser drei Linien mit den, den bezüglichen Winkel- 
puncten gegenüberliegenden Seiten ^ nach der vorigen Nummer, durch folgende Gleichun- 
^n darstellen: 

^U+)u'ü'=.o, 

AtU+iu"ü"^ o, (5) ^ 

/iXf'VU" = 0; 
und nach der 410* Nummer erhalten wir für die vierten harmonischen Theilungspuncte - 
auf den drei Dreiecks - Seiten folgende Gleichungen : 



*) Einen eben s.o einfachen Algoritbmas liefern die gewöhnlichen Gleichungen fiir diejenigen 
Beweisführungen, die sich auf die Lehre von der Zusammensetzung solcher Kräfte, die in 
derselben Ebene nach gegebenen Richtungen mit gegebener Energie wirken. Legen wir 
nemlich (34), bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, lineare Gleichungen von 
folgender Form zu Grunde: 

Cy — ax — h)co8a = o, 
wo a denjenigen Winkel bedeatet, den die bezügliche gerade Linie mit der ersten Axe 
bildet, bezeichnen der Kürze halber den ersten Tbeii solcher .Gleichungen durch A, und 
unterscheiden diese A, sobald sie sich auf verschiedene gerade Linien beziehen, durch Ac- 
cente, so sehen wir sogleich (32), dass die Gieichuhg: 

A+A' = o, : 

diejenige gerade Linie darstellt , nach weicher die aus zweien gleichen Kräften , die nach 
den gegebenen geraden Linien: 

A =s o, A' « o, 

wirken, resultirende Kraft wirkt. Ebenso bezeichnet die Gleichung: 

die Richtung dorjenigen Kraft dar, die aus solchen zwei Kräften^ -die nach denselben, bei- 
den geg^'eaen geraden Linien wirken und sich verhalten wie.^i ^ (36). Und endlich 
' »teilt, bei analoger Bezeichnung, .wenn beliebk viele Kräftfe gegeben sind^ die sich verhal- 
- teetirir fi: jn'i ^*5 fi'"i '. • unfa.äich den gegebenen geraden Linien j 

A = Ö, A s=; o, A = o, . . A t=» O, U. S. w. . 

wirken, folgende ' Gfeiclmn^ i ' * '. 

die Bichtung der resiiltirenden Kraft dar.' Diese Gleichung können wir auf ähiüichc^ Weise 
construircn als die Gleichung (4) des Textes. - i .). . . i. .# ^ . « . 
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eine Gleichung, die znglcich mit folgender besteht: 

0^-/t>''4.n/t'' =. ^^i" -n/t'", 
worin eben der Nerv des Beweises liegL 

Statt ans der ersten Gleichung bei (l) and (4) die Gleichnng (5) herzaleiten , hätten 
wir eine entsprechende Gleichung durch Verbindung einer beliebigen der beiden Glei- 
cbnngen (l) mit einer beliebigen der beiden Gleichungen (4) erbalten haoncn. Statt der 
Gleichung (5) ergibt sich endlich eine symmetrische, wenn wir beide Gleichungen (l) 
mit (^t— /O = (i^~/*' ) multipllciren und dann 2u beiden Gleichungen (4) addircn. 

435* Wenn wir statt AusdrHcke von der Form: (au-|-bv+w), die wir in der vorigen 
Nummer U, ü' u. s. w. genannt haben, nun Ausdrucke von der Form: (u+bv-l-cw), 
betrachten 9 in denen der CoefBcient von u gleich Eins ist, und solche Ausdrücke durch 
dieselben Symbole bezeichnen, so erhält die Gleichung (7) der vorigen. Nummer eine an- 
dere Deutung, ohne dass in dem Entwicklungs - Gange irgend etwas sich ändert: 

Wenn von folgenden vier Gleichungen: . 

u = o, u' « o, u-u' « 0, u+ir = o, 

die beiden ersten irgend zwei gegebene Puncte darstellen, so stellt die dritte Gleichung 
(fiei den eben gemachten Yoraussetznngen) den Durchschnittspunct der,- die beiden ge- 
gebenen Puncte verbindenden, geraden Linie mit der ersten Axe dar, und somit die 
vierte Gleichung den vierten harmonischen Theilongspunct zu diesen drei Puncten. Hier- 
nach stellen also die drei Gleichungen; 

U + ü' =0, 

U"+U'" = o, 

Uiv+UV«'o, 
die drei vierten harmonischen Theilungspuncte zu U nnd U', ü" und U'", U*^ und ü^' 
und den drei Durchschnittspuncten der drei Diagonalen UU, ir'ü'",.U^Ü^ mit der ersten 
Axe dar; Da diese Axe jede beliebige sein kann, so ergibt sich der folgende Satz: 

Wenn man in der Ebene einer gegebenen vollständigen vierseiligen Ftgur eine be- 
liebige Transversale ziehte die die drei Diagonalen in drei Puncten sehneidet , und zu 
diesen Durchschnittspuncten und den drei bezüglichen Paaren gegenüberliegender Win- 
kelpuncte der vierseitigen Figur die vierten harmonischen Theilungspuncte suchte so er- 
hält man solche drei Puncte 9 die in gerader Linie liegen. 

Wenn wir annehmen, dass die gegebene Transversale unendlich weit liege, so er- 
halten wir aus diesem Satze den Satz der vorigen Nummer als besondern Fall *). 



^ Auf dieselbe Weise , wie wir in der 434 Nummer die Gleichnugen von Puncten mit ein- 
ander verbanden haben, können wir auch die gewöhnlichen Gleichungen von geraden Li- 
nien mit einander verbinden« Wir wollen zuerst Ausdrücke von der Form ; (j+Bi+C), 
In denen der Goefficient von y deich Eins ist, zu Grande legen und durch Sjmbole Z, 21 
n. s« w«, denen wir zur Unterscbeidang Accente hinzufügen, oezeichnen* Bei diesen Vor* 
aos^etxongen stellen die vier Gleichungen: 

Z s= O, A SS O, Z «s O, Z S3 o. 

Vier gerade Linien dar,. welche irgend ein Viereck bilden, in dem wir die beiden ersten 
und die beiden letzten dieser Linien als gegenüberstehende Seiten nehmen können, und des* 
sen beide Diagonalen wir durch die Gleichung: 

Ziv = 0, ZV == o, 

darstellen wollen« Alsdann hat man: 
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s 

^36. Wenn wir durch irgend einen Panct in der Ebene eines gegebenen Dreiecks Fig. 2. 
UU'U" ond die Winkelpanctc dieses -Dreiecks drei gerade Linien ziehen, so können wir 
die Darcbschnittsponcte dieser drei Linien mit den , jenen Winkelpuncten bezüglich ge- 
genüberliegenden , Seiten, nach der 432. Nummer immer durch folgende drei Gleichun- 
gen darstellen: 

liiV + ^V' = 0, 

fiV-^iLiV" - o, (,) 

fi'U+fi'V" = o. • 
Wir wollen nun die unbestimmten CoefBcienten in den Gleichungen solcher drei Puncte, 
auf die wir bisher nur beiläufig Rücksicht genommen haben, näher betrachten. Die drei 
in Rede stehenden Puncte, die auf üü', Uü" und Ü'U" liegen, seien V", V nnd V. 
Bedeuten alsdann U, U' nnd 13" Ausdrucke von der Form: (au-f-bv-f-w) , in welchen 
der Coefficient von w gleich Eins (oder gleich einer gegebenen Constanten) ist, so ist 
in der zweiten Figur (410): 



und hieraus: 

xwischen den unbestimmten Coefficicuten findco auch bier die beiden Bediogungs - Glei- 
chungen : 

fl-^fl «=»1, /l +/< =s 1, ^ 

Statt. \Vir kommen femer, wie im Texte, wenn wir auf die Bediogungs •> Gleichung 

fiZ — fi L 4-/t Z — ^t Z s o, 
Rücksicht nehmen, zu folgender £nd- Gleichung: 

^iu'(Z+Z')^^V"(Z"+Z'") = CiU-^'^Z^^+ZV).^ (0 

Um diese Gleichung su deuten, bemerken wir, dass die vier Gleichungen < 
; Z == 0, Z' = o, Z-Z' == o, Z+Z' = o, (a) 

vier Harmonicalen darstellen, von denen die dritte der zweiten Axe parallel ist. Hiernach 
erhalten wir die vierte Harmonicale, wenn wir den Durchschnitt der beiden ersten mit der 
Mitte des von denselben auf der zweiten Axe interceptirtcn Segmentes durch eine gerade 
Linie verbinden. Und somit haben wir, da jede beliebige gerade Linie zur zweiten Axe 
genommen werden kann, folgenden Satz bewiesen, auf den wir früher schon (379) auf in- 
directem Wege gekommen sind: >, 

Wsnn man die Durchachnitle der beiden Paare gegenüberliegender Seiten und der 
beiden Diagonalen mit den Milien der tK>n diesen drei Linien- Paaren auf ein»r gegeben 
nen geraden iMtie intercepiirten Segmente verbindet-^ eo erhäU man drei gerade jJnieu^ 
die durch ein und denselben Punct gehen. 

Wenn wir statt Ausdrücke von der Formi (jr+Bx+C), durch Z, Z' u. s. w. zu be- 
seichnen, nun durch dieselben Sjmbole Ausdrücke von der Form; (Aj+Bx+l) bezcichneD, 
so erhält die Gleichung (1) eine andere Deutung. Alsdann stellen die Gleichungen (2) 
immer noch vier Harmonicalen dar, aber die dritte derselben ist -nicht mehr der ersten Axe 
parallel, sondern geht nun durch den Anfangspunct der Coordinaten. Pa dieser Anfangs- 
punct jeder beliebige sein kann , so ergibt sich folgender Satz t 

JVenn man pon einem beliebigen Puncte in der Ebene eines gegebenen ' Vierecks nach 
den Dnrchschnäten ' der beiden Paare gegentiherliegeader Seiten ^nd dem Durchschnäte 
4^r beiden Diagonalen drei gerade Linien zieht, so gelten die drei vierten Harmonicalen 
zu jenen diei Linien- Paaren und diesen drei geraden Linien durch ein und dei^flben] 
Punct; 

Wenn wir annehmen, dass der beliebige Punct unendlich weit aöf einer gpgcbch^rf gi- 
raden Linie fortrücke, so erbalten wir den ersten Satz dieser Note als bes(»ndern KrfMiC ' r 

Wir können dem letzten Satze eine andere Aussage geben, wenn wir bemerken, dass 
ein Viereck mit seinen beiden Diagonalen auch als ein Dreieck anzusehen ist, dessen drei 
Winkelpuncte mit irgend einem Poncte. durch drei gerade Linien verbariden .siJid. Die drei 
Durchschnitte dieser drei Linien mit den Seiten des Dreiecks sind alsdann die Durchschnitte 
der beiden Paare gegenüberliegender Seiten und der beiden Diagonalen des Vierecks« 
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und da: 

so folfft: 

V U. VU'. YU' = V"U'. TU. Vü '. 
Wir haben also nachstehenden Satz bewiesen , der nach den H. H* SeRVOIS und PoN- 
CELET zuerst von JOHANN BeRNOüLLI bemerkt worden ist *): 

Drei gerade Unien^ welche irgend einen in der Ebene eines gegebenen Dreiecks 
beliebig angenommenen Punct mit den drei Winkelpuncten des Dreiecks verbinden , be- 
stimmen auf den drei Seiten sechs Segmente: das Product dreier nicht an einander 
stossender Segmente ist dem Producte der drei übrigen gleich, 

Fiff. 3. ^^7* ^^^^ dc^ 432- Nummer erhalten wir ebenfalls für die drei Durchschnitte irgend 
einer beliebigen geraden Linie, mit den drei Seiten eines gegebenen Dreieck!, Gleichun- 
gen von folgender Form: ^ 

jwU — ^'U' = 0, 

. ^ . ^ m'ü'-m"ü" = 0, 

und hiemach erhalten wir, wenn wir jene drei Durchsobnitte wiederum V", V und V 
nennen, gerade wie in der vorigen Nummer; * 

V"U. TU '. VU' = TU'. VU.^ VU". 

Eine beliebige Transversale, die den drei Seiten eines Dreiecks oder^ ihren Ver- 
längerungen begegnet^ bestimmt auf jeder derselben- zwei Segmente: das Product 
dreier derselben , die auf den drei Seiten von den drei Winkelpuncten an genommen 
werden , ist dem Producte der drti übrigen gleich. 

Nach den Herren BrtancHON und PONCELET war dieser Satz schon den Alten 
bekannt. **) 

438. Wir wollen nun Ausdrücke von der Form: (n+bv+cw), in denen der CoefG- 

cient von n gleich Eins ist, durch die Symbole U, U' und U" uns dargestellt denken. 

Alsdann erbalten die unbestimmten Coefficienten eine andere geometrische Bedeutung. 

Wenn ncmlich: ' 

u+bv + cw s= 0, r 

u+b'v+c'w = o, 

die Gleichungen zweier gegebener Puncte sind, und wir diese beiden Gleichungen addi- 

- ren^ nachdem wir ^nvor die zweite derselben mit einem unbestimmten Coefficienten v 

multiDlicirt haben > so kommt: 

b+2'b' c+vc •^ 

n+-^ vH ^w 5= o. 

Bezeichnen wir, der Kürze halber, in dieser Gleichung, die einen Pnnct darstellt, der 
mit ^en gegebenen in gerader Linie liegt, den Coefficienten von v durch Y, so erhalten 
wir ohne Mühe: 



*;) PoHCELBT, Trait^ des propriA^s projectives, 158; 
***) PorjcJELBT, Propr. proj. 145. PxoLEMAEi Almagestum 1. cap. 12. 
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b-h' 

b, W and b'' sind aber, bei der Annabme rechtwinkliger Coordinaten, die Cotangenten 

der Winkel, welche diejenigen geraden Linien, welche durch den Anfangspimct der 

Coordinaten nnd darch die drei in Rede stehenden Pancte gehen,, nmit der ersten Axe 

bilden (406). Ziehen wir also irgend eine gerade Linie mit der ersten Axe parallel, die 

jenen drei letztgenannten geraden Linien, der ersten in M, der zweiten in M' und der 

dritten in M", befi^c&iiet, so ist: 

M"M 

439* Hiernach erhalten wir, wenn wir nns aaf die drei Gleichungen (1) der 436. Fig. 2. 
Nammer nnd auf die 2. Figor beziehen, in welcher wir den beliebigen Ponct O als 
Anfangsponct der Coordinaten und die beliebige gerade Linie AB als der ersten Axe pa- 
rallel, betrachten: 

und mithin: 

V'a, v'n". W = v"a'. Va. va". (i) 

Mach einer Ueberlieferong von BeaugraM) beschäftigte sich DfiSARGüES in einer im 
Jahre I639 erschienenen, verloren gegangenen, Schrift aasführlich mit der darch die 
vorstehende Gleichung ausgedruckten Beziehung zwischen sechs Pnncten einer geraden ^ 
Linie, und nannte solche Puncte yjnvolution de six points^^i einen Ausdruck, den 
H* PONGELET wieder aufnimmt. *) Diese Beziehung von sechs Punctcn einer geraden 
Linie zu einander bildet die Grundlage -einer eleganten kleinen Schrift des H. BeianCHON, 
in der zugleich bemerkt wird, dass dieselbe Beziehung von sechs Puncten za einander 
auf eine siebenfache Weise ausgedrückt werden kann. **) 

Dem' in der Gleichung (1) enthaltenen Satze können wir hiernach folgende Aussage 
geben : 

Zeht man von irgend einem Puncte drei gerade, Linien nach den drei Winkelpunc- 
ten eines gegebenen Dreiecks und drei andere gerade Linien nach den Fusspuncten 
dreier von jenen fVinkelpuncten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällter, in, dem- 
selben Puncte sich kreuzender gerader Linien , so erhält man sechs gerade Linien, von 
denen jede beliebige Transversale in solchen sechs Puncten geschnitten wird, die eine • 
Involution bilden. 

Man bemerkt bald, dass aus diesem Satze der Satz der 436. Nammer als besonderer 
Fall sich sogleich ergibt, wenn man den beliebigen Punct unendlich weit auf eiAer gege- 
benen geraden Linie. fortrücken lässt . 

440. Wir erhalten hiemach ferner, ohne irgend eine Entwicklung, indem ^ir nnsFig^a* 
auf die Gleichungen (i) der 437. Nammer nnd atif die dritte Figur beziehen, bei der ana- 
logen Bezeichnung dieselbe Gleichung (1) der vorigen Nummer,: ! , . . m 

V u« V u • vu n V u • V u. va * 



*) PONCELET, Prop. proj. 17«. * . 

'*) Mifmoire 5ur ie& lignes da «econd ordre. Par C. J. BiuANciroN. Paris,: 1817. 
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Die drei Wmkelpuacte des gegebenen Dreiecks Uü'ü'' and die dref in gerader Linie lie- 
genden Ponctc V, V, V" bilden die sechs Winkelpancte einer vollständigen vierseitigen 
Figur« Hiernach ist der bewiesene Satz folgender : 

fVenn man von irgend tinem Puncle nach den sechs Winkelpimcien einer vollstän- 
digen vierseitigen Figur sechs gerade Linien zieht ^ so hesiimmen dieselben auf jeder 
beliebigen Transversalen eine Involution von sechs Durchschnittspuncten. 

Man sieht leicht ein> wie aus diesem Satze der Satz der (|37. Nummer als besonde- 
rer Fall folgt. 

441. Wenn zwei Pnncten- Paare, etwa u" und v", u and v, zusammenfallen, so 
verwandelt sich die letzte Gleichung in folgende : 

n u. vn = uu. vn , 
d. h. die Tier Puncte n", (v'% u, (v'), n und v sind vier harmonische Theilungs- 
pnncte, oder bilden, nach dem Ausdrucke von D£SARGU£S, eine Involution von 
vier Pnncten. Damit aber die Panctc u" und v", u und v zusammenfallen, müssen 
wir den Anfangspunct der Coordinaten in dem Durchschnitte O' der beiden Diagonalen 
u"v" und uV annehmen. Wenn wir alsdann überdies noch die dritte Diagonale der vier- 
seitigen Figur, UV, als die beliebige Transversale nehmen^ so erhalten wir folgenden be- 
kannten Satz: 

Zwei Diagonalen einer vollständigen vierseitigen Figur theilen die dritte Diagonale 
harmonisch. *) 



*) Wenn wir die Seiten eines gegebenen Dreiecks durch die Gleichangen: 

Z = O, Z = O, Z" SS o, 

Figi 4, 6. darstellen, so erhalten wir fdr drei gerade Linien Y", V und Y, welche durch die 

drei Winkelpancte des Dreiecks und irgend einen festen Punct gehen, drei Gleicfinngen von 
folgender Form: 

uZ — u Z' = 0, 

UZ^U Z SS o, (1) 

II Z — ^Z SS o. 

y+ax— b 

Wenn wir nun erstens unter Z, Z' und Z" AusdrScke von der Form —^ -^ verstehen, 

' l/l+a« 

(Ausdrücke, die wir in dem Vorstehenden durch die verschieden accentuirten A bezeichnet 
haben), so bei[|etttet bekanntlich die erste der Gleichnngen-(l) eine eerade Linie, die dnrch 
den Durchsdinitt der beiden ersten Dreiecks - Seiten gäit nnd die den Winkel» den diese 
beiden Seiten einschliessen, %o theilt, dass die Sinus der resultirenden Winkel sich rer- 
halten wie /t': /«. Wir erhalten hiernach , mit Beziehung auf die 4. Figur : 
/tt' ^ «W /m" _ sina fi _ «»«' 



«nd da: 



SP folgt: 



/* A* ^ ^ * 

— • — 7,» -7 «= »5 

^ A* A* 



Der Salz, den diese Gleichung enthält, ist bekannt and folgender: • 

* IVetm man t/on Irgend^ einem Puncte drei gerade Linien nach den drei ff'^inkelpune^ 
ten eines gegebenen Dreieci^ sieht ^ äß itnrd jeder Winkel oder eein Nebenwinkel eo\ n 
zwei Tkeile get/ieiä'y dase das Product der Sinus derjenigen drei Winkel y die auf dersel* 
ben Seite der drei TheilungsUnien liegen, dem Products der Sinus der drei übrigen 
JFinkel gleich ist, ° 

Fig. 5. Wenn wir, statt durch einen festen Punct drei gerade Linien nach den Winkelpunc- 

ten eines gegebenen Dreiecks zn ziehen, nun diese drei Wittket]Mmcte mit drei Pnncten, die 
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443. Die Enlwicklängen der letzten Nammern siöd der Yerallgemeinerong fäbig. 
Wir woileü ein Polygon UÜ*U^U*...U"-"i von einer beliebigen Anzahl Seiten betrach* 
ten. Die a Winkelpuncte dieses Polygons wollen wir durch die Gleichungen; 

U = o, U' = 0, U^ = 0, U* =a 0, . . . U"-5 ^ o, ü"-« = o, U'^1 = o, 



in gerader Linie und auf den gegenüberliegenden Seiten liegen , durch drei gerade Linien 
Y", Y'f Y verbinden, so ergeben sieb, wie bekannt, iur diese Linien Gleichungen von fol- 
gender Form: 

fiZ — u'Z' =: o, 

^Z— /tZ = o, (2) 

/*"Z"— ^Z = o; 
und hier erhalten wir, indem wir uns auf die 5. Figur beriehen, bei einer analogen Be- 
zeichnung, gerade so wie eben, 

sinu'sinasina ssz sinß^'smßsinß* 
Wir gelangen hiernach, neben dem eben- bewiesenen Satze, zu folgendem Satze: * 
TVenn matt t*on irgend drei Puncten^ die in gerader Idnie und auf den drei Seiten 
einet gegebenen Jhreiecke liegen^ drei gerade Urnen nach den diesen Seiten gegenüberete» 
henden fFinkelpuncten zieht ^ eo werden die drei JVinkel des Dreiecke oder ilvre Neben* 
ufinkel so getheilt, dass das Product der Sinus pon drei der resultirenden Kinkel dem 
Iroducte der Sinus der drei übrigen gleich ist. 

Wenn wir « weite n's Ausdrücke von der Form: (y — rfx — b), in denen der Coefficien£ 
▼Ott 7 gieichr £ut5 (oder auch nur eine ein für alle Mal gegebene Constante ist) durch Z, 
Z' und Z" bezeichnen, so erhalten die unbestimmten Coefficienten eine andere Bedeutung« 
Wenn wir nemlich die Gleichungen' irgend zweier gegebenen geraden {inien: 

y— ax — b = o, 
j^r-ax — b' «s o, 
zu nachstehender Gleichung vermittelst eines unbestimmten Coefficienten v verbindeu^ 

a+ya' b+yb' 

y ■ ■ ■ X ' - s= o, 

. 1+v l+v 
und, der Kiirze halber, das eonstante Glied in dieser Gleichung b" nennen, so er« 
gibt sich : ... 

b"-b 

Es ist also V das Verh'iltniss der zwischen der dritten und ersten und zwischen der dritten 
und zweiten geraden Linie liegenden Stücke der zweiten Axe zu einander. Hiemach erhaU 
ten wir, gleichviel, ob wir auf die drei Gleichungen (1) und die 0. Fi^r oder auf die 
drei Gleichungen (2) und die 5. Figur uns beziehen 9 . wenn wir die beliebige gerade Linie 
AB als aweite Axe betrachten: 

/*'_/'» m" 7»' . /• yV' 

und weil wiedenunt . >i . 



9tf t* » 



so folgt: 

fu y*« y« =y«. y». ys. . .»• ß 

Da die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks und drei gerade Linien, welche dia drei^'g* ^' 
Winkelpuncte desselben mit irgend einem festen Puncte verbinden, ein Viereck mit seinen 
beiden Diagonalen bilden, so nnbeh wir also erstlich folgenden bekannten Satz bewiesen. 

Die Durchschnitte einer beliebigen TVanspersalen mit den uier Seiten und den beiden 
Diagonäkn eines Vierecks bilden eine Involution pon sechs Puncten. (PoNC£LET, Prop. 
prc^. 172. BmANCHoN a. a. O. §. YIII.) 

Und femer haben wir folgenden zweiten Satz: 

Die Durchschnitte einer beliebigen T^ansperealen mit den drei Seiten eines geg^nen Fig. 5. ^ 
Dreiecks und den drei geraden Linien} u^elehe die drei IVinkelpuncte des Dreiecks nut 
dreien auf den gegeniiberstehenden Seiten und in gerader Linie liegenden Puncten rerbin^ 
den, bilden eine Involution von secJis Puncten, 
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nhd die n Pancte V, V*, V^ . . • V**-* , V", die auf einer beliebigen Transversalen und 

den Polygon -Seiten ÜU', Ü'U^ ü^ü?, . . XJ^^V^-^ U'^-^ü liegen, durch folgende GIci- 

chnnffen : 

V « o, V* « 0, V^ = o, • . . V«-« = 6, V«-J « 

darstellen. Alsdann ergeben sich folgende n identische Gleichungen: 



indem wir durch /u , ^'^ . . ju"-^, y , v* . . v*^"^ und j unbestimmte Coefficientcn bezeich- 
nen. Ziehen wir von der ersten dieser n Gleichungen die zweite abi addiren zu dem 
Reste die dritte, ziehen von dem Resultate die vierte ab, addiren zu dem neuen Reste 
die fünfte, und gehen auf diese Weise bis zur letzten Gleichung» indem wir abwech- 
selnd addiren und subtrahiren^ so kommt; 

wobei wir das obere oder unlere Zeichen nehmen 'müssen, je nachdem n eine gerade 
oder ungerade Zahl ist« Die beiden Theile dieser Gleichung können auf keine andere 
Weise identisch werden, als wenn die Glieder jedes derselben sich gegenseitig aufheben, 
Denn, wäre dies nicht der Fall, so würde der zweite Theil, gleich Null gesetzt, irgend 
einen Pnnct darstellen, der mit den Pnucten Y, V« • • in gerader Linie läge> und also 
nicht mit demjenigen Poncte , der durch den ersten Theil jener Gleichung, wenn wir 
denselben gleich Null setzen, dargestellt wird, das heisst^ mit dem ersten Winkelpuncte 
des Polygons, identisch sein konnte* Somit ist: ' 

und folglich: 

T i. (.) 



^ fi^ ^2 ^tt-9 ^n-l 



fl^ (Jl} fi* f*«""^ 



Hiernach ergibt sich, gerade wie in der 437. Nummer, nachstehender SalaC: 
Wenn irgend ^ih Polygon UU^Ü^ , . und irgend ein^ Transpersale ^ die den Seiten 
desselben UU\ U^Ü\ . . oder ihren Verlängerungen in den Puncttn V^ f^, . • hegeg- 
^^^ gegeben sindj und man zieht ^on einem .beliebigen Puncte n gerade Linien nach den 
n Winkelpuncten des Polygons und n andere gerade Linien nach den n Puncten V^ ^S • • 
so hat man, (penn man die Durchschnitte dieser 2n Linien mit einer beliebigen n^uen 
Transversalen 0, u\ n* . * u^"^, p, q\ i'*, • . i^"* nennt: 

PU. P*U*- J^'u^ * • ♦ ^-l||ti-I « i^\ Q^^\ p'^y} , . . pa-ltf. 



Wenn wir annehmen, dass in dem ersten dieser beiden Sätie die beliebige Transver*' 
sale durch den Durchschnitt der beiden Diagonalen und. zweier gegenüberliegender Seiten, 
oder durch die beiden Durchschnitte der beiden Paare gi^genüberkegender Seiten des Vier- 
ecks gehe, so erhalten wir wiederum den Sati der 440« liiimmer des Textes. Es wird die 
Transversale harmonisch getheilt. 
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Und ferner ergibt sicli folgender zweiter Satz, der mit dem vorstehenden in genaner 
Bentihang steht: 

fVenn irgend ein Polygon VIP-U^ . . u?id irgend eine Transi^ersale ^ die, fpic por- 
hin, den Seiten desselben oder ihren Verlängerungen in den Puncten /^ ^, . . f^»-» be- 
gegnet, gegeben sind, so hat man: 

VÜ. V^UK VIP. . r«-tC/u-i =, vuv y\xjx^ jniß^ ^ V^-^U. *) 

Die geometrische Bedcntang des verschiedenen Zeichens in der Gleichung (l) , wel- 
ches sicK auf den zwiefachen Fall, dass n eine gerade oder ungerade Zahl ist, bezieht, 
ergibt sich sogleich. Dieses doppelte Zeichen wird dadarch bedingt, dass eine Transver- 
sale nothwendig einer geraden Anzahl von Seiten (nicht deren Ycrl^ngcrongqn) eines be- 
liebigen Polygons begegnet. 

Der letzte Satz, der Carnot gehört, nnd der, wie derselbe gezeigt hat, in der andern 
Beziehung, dass eine beliebige algebraische Curve ian die Stelle der geradlinigten Trans- 
versalen treten kann, der Yerallgemeinernng fähig ist, bildet die Orandlage der sogenann- 
ten „Theorie der Transversalen." Wir sehen, wip dieser Satjj und andere Sätze 
derselben Art, ans der Betrachtung der unbestimmten Coefßciontqn , die ich bisher un- 
berücksichtigt gelassen ha^e, unmittelbar sich ergeben. Um dies bemerklich zu machen, 
habe ich bei den letzten Entwi^lungen mit einiger Aasführlichkcit verweilt; sie weiter ' 
auszudehnen und ihre Anwendung nachzuweisen, kann hier picht in unserer Absicht 
liegen. **) 

/i43« Wir wollen diesen Abschnitt mit einigen Entwicklangen beschliessen , die in 
genauerer Verbindung mit den frühern stehen, als ^s auf den ersten Blick scheinen 



*) PoirCFLET» Prop. proj. Nro. 145. 
**) Wenn wir die Seiten irgend eines Polygons durch die Glelchangent 

Z = o, Z^ == o, Z^ = o, . . . Z»»-i =x o, 
und solche gerade Linien , die von irgend einem festen Poncte nach den «Winkelpnoetea 
des Poljgons, also nach den Durchschnitten von Z and ZS Z^ und Z^ • • T^^-^^ nnd Z ge- 
zogen werden, durch die Gleichungen: 

Y = o, Y* = o, Y«-t = o, 

darstellen, so erhalten wir gerade dieselben Gleichungen als im Texte, wenn wir U niit Z 
und y mit Y vertauschen. Zu der Bedeutung der End - Gleichung : 

kommen wir sogleich nach der Anmerkung ^ur 441* Nummer, nnd somit zu folgenden belr 
den Sätzen: 

Wenn man t^on irgend einem festen Puncte nach den fVinhel puncten eines gegebe* 
nen beliebigen Jhlygoa-s uon n Seiten n gerade Unten sieht, und man die Durchschnitte 
einer beliebigen Thansuersalen mit den n JWygon-Seäen z, xS . . «""^ die ViurcheclmUte 
derselben '^ansper aalen mit jenen n geraden Linien, die nach den Durchecknitten der er* 
eten und sumten, der zutuen und dritten, . • der letzten und erster^ Pofygon - Seiten ge* 
*^ /> yS f • J"*'^ nennt, so ist: 

y«- y^^\ y^^\ . . y«-is«-i s yxK y^%\ y^z\ , • /«-i«. 

Wenn Alles wie im vorigen Satze bleibt, und man nennt diejen^en Wfnbeli u^dckf 
die erste der durch denfeeten Punct gehenden geraden Linien mit der ersten und zttfeiten 
fhfygon^ Gleite bildet, a und ß, diejenigen Wintel, ttfelche die zweite jener geraden JUnien 
mit der zweiten und drftt^n Ihlrgon - Seite bildet, a* und ß\ ii* s. w^ so ist; 

sinasina^sino?. . . sina^"^ = sii^sinß^sinß\ , , sfnß*^^. 
Diesen letzten Satz leitet H. Poncelet (IH^moire snr la t|ieorie g^o^rale dez polalres red« 
pro^es, o 125) in Gbelle's Journal IV,, Pag. BS aus dem letatei^ 3at^e des Textes hiT» 

II- S 
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möchte» Manche der in den hisbcr entwickelten Gleichungen enthaltenen Sätze bekom- 
men bloss eine andere Aussage, wenn wir, wie wir es jetzt thnn wollen, nns auf eine 
Zasaiiymenstcllang gegebener Kreise beziehen. • 

Wir haben in der 414. Nummer für den kürzesten Abstand, R, einer geradi^n Lir 
nie (w', v', xf) von einem durch die Gleichung: 

an+bv-f-w ^ 0, (i) 

dargestellten Puncte, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, folgenden Aus- 
druck erhalten: 

o _ an'4-bv+w' 

^ ~ ^ V(a''+y') ' . 

Betrachten wir w', v und u' als veränderliche Grössen, so beziehen sich diejenigen 
"Werthe derselben, welche die vorstehende Gleichung befriedigen, auf solche gerade Li- 
nien, deren kürzeste Abstände von dem gegebenen Puncte (l) constant und gleich R . 
sind. Es nmhüllen also diese gerade Linien einen Kreis, dessen Mittelpnnct in dem ge- 
gebenen Puncte liegt, und dessen Radius gleich R ist. Für die Gleichung dieses Kreises 
erhalten wir also, wenn wir die Accente fortlassen: 

j. ^ au+bv-f-w 

^ * \/(u»+v^y . ^ 

Nach der 31. Nummer des eisten Bandes müssen wir das positive Zeichen dann neh- 
men, wenn der gegebene Punct in Beziehung auf die gerades Linie nach der positiven 
Seite der y liegt; das negative Zeichen also im entgegengesetzten Falle.. Wir sehen hier- 
aus, dass die letzte Gleichung, wenn wir das positive Zeichen nehmen, denjenigen Halb- 
kreis darstellt, der, wenn wir den Kreis durch einen der ersten Axe, parallelen Durch- 
messer halbiren, nach der negativen Seite der y liegt» und dass dieselbe Gleichung 
wenn wir das andere Zeichen nehmen, deh nach der positiven Seite der y hin liegenden 
Halbkreis darstellt. Schaffen wir das Wurzel -Zeichen fort, so kommt: 

R^(uM-v2) = (auH-bv-».w)% 
für die allgemeine, auf rechtwinklige Coordinaten bezogene, Gleichung des Kreises. 
/i43* Wenn zwei Kreise durch folgende beiden Gleichungen gegeben sind: 
n ^ an+bv+w -^, an+bv+w 

^ ~ ± K(u^+vO' , = ± V(^+^' ^'^ 

so beziehen si<Jh diejenigen W^orthe von w, v und n, welche diese Gleichungen beide 
befriedigen j auf solche gerade Linien, welche sowol den einen als auch den andern 
gegebenen Kreis berühren. Dieselben Werthe von w, v und a müssen auch eine von 
folgenden beiden Gleichungen befriedigen: ^ 

R _ au^-bv+w R __ au-f-bv-4-w 

ff - a'u+b'v+w' iV a'u+bv-hw' 

die wir erhalten, wenn wir die beiden Kr^is- Gleichungen in einander dividiren, und ein- 
mal in diesen beiden Gleichungen gleiche, das andere INIal ungleiche Zeichen nehmen. 
Die letzten Gleichungen stellen hiernach zwei Puncte dar,' durch welche die gemeinschaft- 
lichen Tangenten der beiden gegebenen Kreise gehen. Durch den ersten dieser beiden 
Ponctc, dem ein gleiches Zeichen in den beiden - Kreis • Gleichungen entspricht, gehen 
diejenigen beiden gemeinschaftlichen Tangenten, die auf derselben Seite der Mittel- 
pnncte der heiden Kreise liegen: die äussern gemeinschaftlichen Tangenten; durch den 
zweiten Punct diejenigen , welche zwischen den ))eiden Mittelpuncten hindurch ^hen: die 
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beiden Innern. Zugleich ist ersichtlich, dass die in Rcd^e stehenden Pancic und die 
Mittelpvncte der heiden Kreise, deren Gleichungen folgende sind: 

aa+bv+w = o, a'a+b'v+w = o, 

Tier harmonische Theilnngspuncte bilden. (410) 

kkU. Wenn wir mit den beiden gegebenen Kreisen noch einen dritten ziisammenslcl- 
Icn und für die Gleichang desselben folgende nehmen : 

^ R" - 4. a"n+b"v-f\y 

so erhalten wir: - . 

R _ an«f*bv+w 

R' "■ - a'iH-b'v+w' 

R' _ a.u-4- bV+w 

K" - ± a"u+b'v+w' 

R" ^ a"a+b"v+w 

R . ~ aa+bv+w * 
für die Gleichnngen der drei Paare von Dorchschnittspuncten der äussern und der inncrn 
gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der drei gegebenen Kreise. Jede von diesen drei 
Gleichungen ist eine unmittelbare Folge der beiden übrigen, wenn wir in allen drei Glei- 
chungen das positive Zeichen, oder in einer beliebigen derselben das positive, in den 
beiden übrigeTi das negative Zeichen nehmen. Hiermit ist also auf sehr einfache Weise 
folgender bekannter Sat2^ bewiesen: 

Die Durchschnitte der heiden äussern gemeinschaftlichen Tangenten je zfpeier von 
drei gegebenen Kreise liegen alle drei in gerader Linie. Der Durchschnitt der äus^ 
Sern gemeinschaftlichen Taugenten irgend zweier der drei gegebenen Kreise liegt wH 
den Bwrchschnitten der Innern gemeinschaftlichen Tangenten jedes dieser beiden Kreise 
und des dritten Kreises in gerader Linie. 

4Z|5. Der Kürze halber., wollen wir folgende Ausdrücke: 

au+bv+w a'u+b'v+w a'n+b'V+w 

R^iM^y RVtuVv^/ R'VCa'+v^)' u. s. w. . 

durch die Symbole W, W', W n. s. w. bezeichnen. Hiernach stellen z. B. die beiden 
Gleichnnfi:en: 

W^ = 1, W^ «1, ^ 

zwei Kreise dar, die Gleichungen: 

W =-. o, W « o, 

ihre Mittelpunctc und die Gleichnngen: 

Wh-W = 0, W-'W =« o, ^ . ' 

die Durchschnittspuncte der innern nnd äussern gemeinschaftlichen Tangenten der beiden 
_ Kreise« • 

Bei dieser Bezeichnung reducirt sich die Gleichung: 

W+W'+W" = ^'^ . . 

auf den ersten Grad , und stellt mithin einen Pnnct dar. Diese Gleichung wird befrie- 
digt, wenn wir zoffleich; 

W « o, undW+W" « o; 
W =0, , W+W" « O; 

.W' - o, , W+W « 05 
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Hetzen. Diejenigen drei geraden Linien, welcbe die dreimal zwei Pancte, welche dorch 
diese Gleichungen dargestellt werden, verbinden, geben alle drei darcb den Pnnct (i). 
Hierin ist folgender Satz enthalten: 

Wenn man^ den Mittelpunct jedes dreier gegebener Kreise mit dem HurchschmtU- 
puncte der geTneinschaftlichen innern Tangenten der jedesmalig übrigen beiden Kreise 
verbindet^ so erhält man drei gerade Linien^ die durch ein und denselben Punct 
gehen* * , 

Statt der GIcichangen (l) erhalten wir drei neue Gleichungen, wenn wir nach einan- 
der jedes der drei Glieder, ans denen dieselbe besteht, mit negativem Zeichen nehmen. 
Die Construction der dorch diese neuen Gleichungen dargestellten Pnncte führt zu ei- 
nem Satze, der ans dem- Vorstehenden sogleich hervorgeht, wenn wir zwei Durchschnitte 
innerer gemeinschaftlicher Tangenten mit den Durchschnitten der entsprechenden äusse- 
ren Tangenten vertauschen. 

446. Wenn wir weiter gehen, und vier Kreise zusammenstellen, so' erhalten wir 
acht verschiedene Gleichungen, die wir in folgende zusammenfassen können: 

+W±W'±W"±W'" = o. (0 

Nehmen wir zuerst alle Glieder mit dem positiven Zeichen, mithin folgende Gleichung: 

W+W'+W'+W" = o, (3) 

so können wir dieselbe auf folgende dreifache Weise in zwei Gleichungen ^erlegen : 

W+W = o, und W'+W" = o; 
W+W" = 0, . W+W" - o; 
W+VT" = 0, , W+W" = o. 
Die durch- diese sechs Gleichungen dargestellten Puncte sind die Durchschnittspunctc der 
innern gemeinschaftlichen Tangentfen je zweier der vier gegebenen Kreise. Diese sechs 
Durchschnittspuncte sind also die Winkelpnncte eines Sechsecks, dessen drei Diagonalen 
indem, durch die Gleichung (3) dargestellten, Puncte sich schneiden. 

"Wenn wir femer in der Gleichung (2) irgend drei Glieder mit dem positiven und 
das jedesmalige vierte Glied mit dem negativen Zeichen nehmen^ so erhalten wir folgende 
vier Gleichungen: 

VV+W'+W"-W'" ^ o, 
W+W'-W"+W" ==0, 
W-W'+W"+W'" « o, ^♦^ 

_W+W'+ W"+W'" « o. 
Die erste dieser Gleichungen können wir befriedigen, indem wir zugleich 

W+W = o, und W"-W'" « o; 
W+W" ^ 0, , W'--W'" =» o; 
W'+W" = o, « W -W" = 05 • 
setzen« Die sechs Puncte, die tiar auf diese Weise erhalteq, ,sind die Durchschnitts- 
puncte der innern gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der drei ersten Kreise, und 
die Durchschnitte der äussern gemeinschaftlichen Tangenten jedes derselben und des 
vierten Kreises. Diese sechs Puncte bestimmen also ein Sechseck, dessen, drei Diagona- 
len durch den, durch die erste der Gleichungen (4) dargestellten; Punct gehen* Den 
drei übrigen Gleichungen (4) entsprechen drei andere solcher Sechsecke. 

Wenn wir endlich in der Gleichung (2) zwei Glieder mit positiven und zwei mit ne- 
gativen Zeichen nehmen, so ergeben sich folgende drei einzelne Gleichungen: 
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w-W'-W"^.W'" «0, (5) 

Um die erste dieser drei Gleicbongcn za befriedigen^ setzen wir zagleich 

W+W = o, nnd W'+W" = 05 
W-W" « 0, , W'-W" = O; 

W— W" =» o, , W'-W" « o. 

.Hiernach erhalten wir ein neues Sechseck » dessen drei Diagonalen in demselben Pancte 

sich kreuzen. Die gegenüberstehenden Winkelpnncte desselben sind zwei Darchschnitte 

innerer und zwei Paar Durchschnitte äusserer gemeinschaftlicher Tangenten. Solcher 

Sechsecke erhalten wir drei » die den drei Gleichungen (5) entsprechen« 

Wenn wir das Yorstehende zusammenfassen, so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn irgend vier Kreise gegeben sindj und man die gemeinschaftlichen Tangenten 
}e Zfpeier derselben zieht ^ so erhält man sechs Durchschnittspuncte innerer und sechs 
Durchschnittspuncte äusserer gemeinschaftlicher Tangenten. Diese zwölf Puncte, pon 
denen sechzehnmal drei in gerader Linie liegen ^ bilden ^ zu sechs genommen , die^ 
Winkelpuncte pon acht i^erschiedenen Sechsecken ^ deren drei Diagonalen in demselben 
Puncte sich schneiden. 

Die sechs Puncte, welche die Winkelpuncte eines solchen Sechsecks bilden, sind 
dadurch bestimmt, dass die sechs übrigen Puncte (wovon wir uns leicht überzcogen) je- 
desmal zu drei und drei auf vier gerade Linien liegen. 

447. Wir können die in der vorigen Nummer behandelten Gleichungen auch in zwei 
solche Gleichungen zerlegen, von denen die eine dreigliederig, die andere eingliederig 
ist. Auf diese Weise erhalten vrir z. B., wenn wir die Gleichung: 

W+W'+W"+W'" = o, 
nehmen, folgende Zerlegungen: 

W+W'+W" « o, und W'" =» 0; 

W+W'+W" = o, , W" =0; 

W+W+W'" ^ o, , W' = 0. 
Wir wollen hier uns auf den besondern Fall beschränken, wo der erste Kreis von jedem 
der drei übrigen ausserhalb berührt wird. Alsdann stellen die drei Gleichungen der er- 
sten Yertical-Columne diejenigen drei Puncte dar, die man erhält, wenn man die drei 
letzten Kreise zu je zwei, zusammenstellt^ den Mittelpunct des einen mit dem Berüb- 
rungspuncte auf dem andern durch zwei gerade Linien verbindet, und den Durchschnitt 
dieser Linien bestimmt. Die drei tibrigen Gleichungen stellen die Mittelpuncte def drei 
letzten Kreise dar. 

448* Wir wollen als letztes Beispiel die Construction folgender Gleichung 

2W+W'+W"+W"' = 
unmittelbar hier anschliesseifi. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir zugleich : 

W+W'+W" = o, und W+W"' « o; 

W+W'+W'" = 0. , W+'W^^O; 

W+W'+W" ^ o, , W+W' = o, 

setzen. Die drei voranstehenden Gleichungen sind dieselben, als in der T^rigen Num« 

mer;^ die drei letzten Gleichungen stellen diejem'geil Puncte dar, in welchen der erste 
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Kreis von den drei übrigen berührt wird. Wir können von diesen letzten Kreisen ganz 
abstrahiren, wenn wir von irgend drei Radien des ersten Kreises aasgehen, ond drei be- 
liebig aaf den Yerlängcrangen derselben angenommenen Pancte als die JMittelpuncte je^ 
ner drei Kreise , nnd die Endpancte dieser Radien als die drei Berührangsponcte be- 
trachten. Hiemach sind die Resultate dieser nnd der vorigen Nnmmer in folgendem Satze 
enthalten : 

fFenn man auf den Verlängerungen dreier Radien eines gegebenen Kreises ^ drei 
Puncie beliebig annimmt ^ diese Radien zu je zwei zusammenstellt und di^ Durch- 
schnittspuncte derjenigen Linien -Paare bestimmt ^ welche, den. Endpunct jedes dits^r 
Radien mit dem auf dem andern willkührlich angenommenen Puncte verbindet: so er^ 
hält man drei Puncte ^ die sowol mit den drei mllkährlich angenommenen Puncten, als 
auch mit dfin Eridpuncten der drei Radien y die Winkelpuncte eines solchen Sechsecks 
bilden j dessen drei Diagonalen durch denselben Punct gehen. 

449* Wenn in einer £bene n beliebige Pancte gegeben sind, nnd wir für die Glei^ 
cbungen derselben folgende nehmen : 

aa+bv+w = o, aa+bv+w = o, a''a+b"v+w « ö, u. s. w. 
so ergibt sich für die Samme der kürzesten Abstände dieser o Poncte'^von irgend eioer 
gfsraden Linie (w', v, u): > . , . 

* ^ V(a^+v'^)"' V^(a'M-v^) '*■ K(u'2^.v'2) + • • 
wenn wir diese Summe P nennen und voraussetzen, dass alle gegebenen Puncte auf der- 
selben Seite der geraden Linie liegen. Der letzten Gleichung können wir folgende Form 

geben; 

P _ An+Bv+w 

.\. ^'^ V^(aHv^) • ^'^ 

indem wir: 

a+a'+a". . . b+b'+b". . „ 

n ' n 

setzen nnd die Accente von w^ v nnd n fortlassen. Betrachten wir diese Grossen als 

P 

veränderlich, so 'stellt die Gleichnng (1) >einen Kreis dar, dessen Radius gleich «->, ond 

dessen Mittelpnnct der Schwerpnnct Reicher Gewichte ist, die man sich in den gegebt* 
nen Pnncten angebracht denken kann. Also: 

Wenn beliebig viele Puncte in derselben Ebene gegeben sindi so wird ein und der- 
selbe Kreis von allen de)tj'enigen geraden Linien umhüllt, fUr welche die Summe der 
/tärzesten Abstände *von den gegebenen Puncten eine constante Grösse ist. *) 

Wir können die constante Grösse so gross annehmen, dass alle gegebenen PmKlt 
innerhalb des Kreises, also alle auf einer und derselben Seite jeder Tangente dieses Krei- 
ses liegen; und diesen Fall haben wir als NornMil-Fall betrachtet» Wenn wir die con- 
stante Grösse kleiner annehmen, und einige der gegebenen Puncte ausserhalb des neuen 
Kreises liegen, so gehen einige Tangenten durch das System der gegebenen Puncte bin* 
durch. Alsdann müssen wir, wenn der obige Satz auch für diesen Fall gelten sollj die 
Abstände von Puncten, die auf entgegengesetzten Seiten einer solchen Tangente liegen« 

mit entgegengesetzten Zeichen nehmen. Dcmn, vermindern wir den Radius — des nr- 



*) GsacoNnk^ Annales XIX p« 224. (Qoestions prpposdes> 
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spränglichcn Kreises um ein St&ck £, beschreiben mit dem ßadins ( — ^J einen neuen 

Kreis und legen an die beiden Kreise zwei parallele Tangenten, so ist die Samme der 
Abstände aller Pancte von der Tangente an den eirsten Kreis (die alte dasselbe Zeicben, 
orwa das positive, haben) gleich P, und also aach die Summe der Abstände von der 

Tangente an den zweiten Kreis gleich P— n. £ = (P — p) , wenn wir die Abstände zweier 

Pancte, die aaf verschiedenen Seiten dieser Tangente liegen, subtractiv nehmen. 

Wenn der Kreis anf einen Ponct, den Schwerpnnct, sich redacirt, so ist die, auf 
die eben angezeigte Weise genommene Summe der Abstände von jeder durch diesen 
Ponct gehenden geraden Linien gleich NulL 



Verwandlung der Coordinaten gerader Linien. 



kkO. So wie die Coordinaten dines Punctes sich ändern, wenn wir ein anderes 
Coordinaten« System zu Grande legen, so ändern sich aach die Coordinaten einer gera- 
den Linie, wenn wir den Anfangspunct verlegen und die Richtung der beiden Coordina- 
ten -Axen ändern. Wir wollen, auf ähnliche ^Weise, wie wir früher die Verwandlungs- 
Formeln für Punct- Coordinaten entwickelt haben, jetzt die entsprechenden Formeln für 
die Coordinaten gerader Linien entwickeln. Durch .Hülfe dieser Formeln können wir als- 
dann die deichjpng jedes Ortes einer beliebigen Classe umformen in eine Gleichung des- 
selben Ortes /bezogen anf Irgend ein anderes Coordinaten - System. 

Verlegung des Anfangspunctes mit Beibehaltung der Axen-Richtung. 

, UbQ. 'Wir wollen erstens. Indem wir n = 1 Setzen, v und w als die urspriingli- Fig. 7. 
eben Coordinaten betrachten. Es bedeutet also^ bei einem beliebigen Coordinaten -Win- 
kel, y das Yerhältniss der Sinns derjenigen beiden Winkel, welche die bezügliche gerade 
Linie mit der ersten und zweiten Axe bildet; w bedeutet das auf der zweiten Axe von 
jener geraden Linie bestimmte Segment^ g^nommen mit entgegengesetztem Zeichen. Die 
neuen Coordinaten wollen wir u, (^ und w nennen. Indem wir wiederum u ^ l setzen, 
erhalten die beiden andern Coordinaten ^ und (p eine analoge Bedeutung als y und w. 

Wo wir aoch den Anfangspunct annehmen mögen, so lange wir die Aichtnng der 
Axeft nicht ändern, behalten wir Immer: 

Verrücken wir blos die erste Axe, so dass der neue Anfangspunct O', in Ii^nd ei- 
nen Pnnct (y', o) der zweiten Axe fällt, so erhält man sogleIc4i, Indem man eine belit- 
bigc gerade Linie MN. betrachtet; 

F « «'^-y'. (0 ^ 

Yernacken wir blos die zweite Axe« so dass Irgend ein Pnnct (o, x') der ersten Axe, 
etwa der Punct Q", zum Aniangspvncte wird, so ist w » -^OQ, (9 « -^0"Q' «»d da 
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so ergibt sich:^ 



OQ-O-Q' = RQ « X' ^ = XV - XV. 



W s= fP— xV. (2) 

T^Venn wir endlich den Anfangspnuct in den durchaus beliebigen Panct O'" oder 
(y'', x) verlegen, so ergibt sich aus (l) und (2): 

w =s Ä'— xV — y. 

Wir können die Form dieser Gleichung^ leicht a priori rechtfertigen; denn w ver- 
schwindet nur in dem Falle , dass die bezugliche gerade Linie durch den ursprünglichen 
Anfangspunct geht. Die Gleichung dieses Anfangspanctcs^ bezogen auf das neue System, 

ist aber: , , . 

«?— xp— y sss o. 

Es verschwindet femer w nur in dem Falle, dass die bezügliche gerade Linie durch den 

neuen Anfangspunct geht, dessen Gleichung in dem ursprünglichen Systeme folgende ist: 

w+;i:'v+y = o. 

P' ^ 451. Wir wollen zweitens, indem wir w = «> = 1 setzen, u und v als die nr- 

sprünglichen, u und q als die neuen Coordinaten betrachten. Alsdann bedeutea u und « 
die, negativ genommenen, rcciproken Werthe den auf der zweiten, v und Q die negativ 
genommenen reciproken Werthe der auf den ersten Axcn von der bezüglichen geraden 
Linie bestimmten Segmente. Wenn wiederum O der ursprüngliche, O'" der neue An- 
fangspunct ist, so ist für die beliebige gerade Linie MNj 

1 \ 1 1 

£s ist ferner, wenn man RQ' parallel mit der ersten Axe zieht: 

QQ = OO'+O'R+RQ, 

« y-! — hx-, 

yii+xV— t 

» ' , 

mitbin; 

^ - y'^^^Wi' (^) . 

imd hieraus folg^ unmittelbar » weil «- ss ^: 

Die Form der letzten beiden Ausdrücke rechtfertigt sich wiederum leicht a priori; 
deqn, wenn die bezügliche gerade Linie durch den ursprünglichen Anfangspunct geht, 
dessen Gleichung in dem neuen Systeme folgende ist; 

y'ii+x«'— 1 « Q, 
Ao werden n und v beide zugleich unendlich. Femer werden u und er, v und p für sol* 
che gerade Linien, die den zweiten und ersten Axen parallel sind. Null. 

Aenderung der Richtung der Coordinaten' Aren mit Beibehaltung 

des Anjangspunctes* 
Fig. 8. 453.^ Es seien OX und OY die beiden ursprünglichen Axen; wir wollen^ indem 
der An£angspunct nnverrückt bleibt, die erste Axe qui einen Winkel 9, die zweite Dik 
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einen Winkel t// sich {drehen Fassen, wid dlc^ anf solche Weise entstehenden neuen 
Axen OX nnd OY' nennen. Durch die beiden Winkel 9 und^V'' ist das neae Coordina- 
ten» System vollständig hestimmt, der beqnemem Entwicklung wegen, führen wir aber^. 
wie wir CS auch schon bei der Verwandlung der Punct-Coordinaten gethan haben, fol- 
gende Bezeichnung ein: 

X'OX = 9, YOX = 9, XOY==V, Y'OY=iyi 

YOX = y-v =» 9'-V' = ^f 

Y'OX = 9'-y =. v'-V = 5- 
Wir nennen ^0 den ursprünglichen Coordinatcn - Winkel 9, den neuen Coordinaten- 
Winkel t 

Zuerst wollen wir wiederum - nnd -> oder, ^er Kürze halber, indem wir n =s 1 

n u ^ 

setzen» v und w als Coordinaten betrachten, und die entsprechenden Coordinaten in 
dem neuen Systeme durch p und fP bezeichnen. Da die Gleichung des Punctes immer 
vom ersten Grade bleibt, auf welches System wir denselben beziehen mögen, so erhal- 
ten wir für denselben beliebigen Punct Gleichungen. von folgender. Form: 

a+bv + cw == b 

a'+b'<M-c'fl? = o 

nnd» nm von der ersten Gleichung zur zweiten tiberzogehen, ist die allgemeinste Form 

der Ausdrücke für v -und w folgende : 

^ nH-n(«-f-pfl;> 

"^rlM-s^' . . 

in'+n'tM-p> ' W ; 

W sss " . ' ■• 

(l'+'Ti^SfP 



*) Wir dürfen darchaus nicht in diesen Ausdrucken die Nenner vernachlässigen. Wenn wir 
dieses thSten, so brauchten wir, um die unbestimmten CoefBcienten , die alsdann auf sechs 
sich reducirten, zu bestimmen, nur die beiden ersten Azen und eine solche gerade Linie 
zu betrachten, die einer derselben parallel ist, und nicht, wie im Texte notwendig ist, 
auch die beiden zweiten Axen. Ohne dass wir, bei dieser Bestimmung selbst, auf Wider- 
sprüche geriethen , kämen wir doch zu einem falschen Resultate« Es liefert diese Bemeikung 
einen Beleg für die Behauptung, dass wir nur mit Vorsicht uns des Methode «der unbe- 
stimmten Coefficienten bedienen dürfen* 

Man überzeugt sich leicht, dass die Nenner der in Rede stehenden Ausdrücke nur 
dann von p und w unabhängig werdet) und also vernachlässigt werden dürfen, wenn v und 
w zugleich mit ^ und «#/ verschwinden, dass sie aber nie fehlen dürfen, wenn y und w für 
gewisse endliche Werthe von ^ und u^ unendlich werden. Der letztere Fall ist der vorlie- ' 
gende. Bei der Verwandlung der gewöhnlichen Punct-Coordinaten hinges^en, gleichviel, 
ob wir zwei oder drei Dimensionen des Raumes betrachten, können wir sogleich annehmen, 
dass die ursprünglichen Coordinaten durch lineare und ganze Func|ionen der neuen Coor« 
dinaten gegeben seien; nur müssen wir, um diese Annahme zu rechtfertigen, zeiged» dass, 
für diesen besondern Fall, kein Nenner, d^r p oder u^ enthält, da sein kann. Die 
Schlussweise, welche Herr BiOT in seinem 

J^ssai de Gtlom^trie anafytique, Sixieme Edition; Nro. gj 
bei Gelegenheit der Verwandlung der Punct - Coordinaten im Räume anwendet, bedarf 
hiernach der Berichtigung. 

£s ist ein nothwendiges Erfbrderniss, dass die Nenner in den Ausdrücken bei (5) beide 
dieselben sind.' £s werden v und w zugleich unendlich. Und dies muss immer ge- 
schehen, wenn wir von irgend einer belicDigen Coordinaten -Bestimmung zu einer andern 
Coordinaten r Bestimmung vermittelst linearer Verwandlungs- Formeln übergehen wollen. Nur 
in diesem Falle wird bei der Veränderung des Coordinaten - Systems (ich nehme dies Wo.rt* 
in seiner allgemeinen Bedeutung) derselbe geoiqetrische Ort immer durch eine Oleichung 

11. 6 



(6) 
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In diesen Aasdrücken für v nnd w bezeichnen m^ n, p, m, n', p', q» r and s xmht- 
stimmte CoefBcientcn, die von der Lage des neuen Systems in Beziehung auf das ur- 
spTÜngliche abhängen, also Functionen der beiden Winkel <p und y/. sind. Um diese Coef- 
ficientcn, von denen wir einen beliebigen beliebig annehmen können, zu bestimmen, 
wollen wir, da die letzten Gleichungen auf alle Fällfs sich beziehen mtlssen, specielle 
Lagen von geraden Linien näher betrachten. 

Für die erste neue Axe ist: ^ 

sincp 

V = -r-f =z 0, W S3 ^ CS O; 

hiemach gebcA die beiden Gleichungen (5): 

sinf ^ m 

sintf/ "^ q ' 

o =r m'. (7) 

Fär die zweite neue Axe ist: 

sinw 

smip 

hiernach geben die beiden Gleichungen (5): 

^nq>' n 
-r-77 = -, 
srntp r 

o = n. (9) 

Für die erste ursprüngliche Axe ist: 

sinq> 

V = O, «'s« "7^ 9 w = «> = o, 

51/19 

für die zweite ursprüngliche Axe 

sinif/ 

T » ex», «^ == -7-7,, w = #p =5 0, 

Sinti/ 

in diesen beiden Fällen gibt die erste der Gleichungen (5): 

sinq> , . 

o = m+n-r-^,, (10) 

siniu . . 

o = q+r-r-77j (11) 

Der oben schon gemachten Bemerkung gemäss, wollen wir 

q =s sin}{t 



(•) 



von demselben Grade dargestellt nod nnr dann wird 9 im Aligemeinen, die Coordi- 
naten • Annahme den Vortheil einer leichten Discussion der Eigenschaften geometrischer 
Oerter gewahren. In der eben gemachten Bemerkung liegt ein Cnterium für die Wahl ei- 
nes solchen Coordinaten- Systems. Wenn wir s. B. statt eine gerade Linie durch die reci- 
proken Werthe der Abstände ihrer Durchschnittspuncte mit der zweiten und ersten Axe vom 
Anfangspuncte zu bestimmen, dieselbe durch diese Abstände selbst bestimmten, und diese 
Abstände, die wir q und p nennen wollen, als Coordinaten dieser Linie betrachteten, 
und dann die Coordinaten - Axe um den Anfangspunct sich drehen Hessen und die analogen 
Coordinaten der Linie in Beziehung auf die neuen Axen durch q' und p' bezeichneten : so 
würde , bei endlichen Werthen von q' und p', wenn die bezügliche gerade Linie der ersten 
ursprünglichen Axe parallel wäre, p unendlich werden, nicht aber q; und wenn die beziig« 
liehe gerade Linie der zweiten ursprünglichen Axe parallel wäre, würde q unendlich werden^ 
nicht aber p. Wir sehen hieraus, dass p und q nicht so geei^et sind^ als Coordinaten 
Yon geraden Linien genommen zu werden, als ihre reciproken Werthe, wenn wir auch auf 
den ersten Blick geneigt sein sollten^ ihnen den Vorzug zu geben« 
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setzen, alsdann geben die beiden Gleicbangen (6) nnd (ll); 

m S3 sinift r =» — jZ/it//', 

nnd hiernach geben die Gleichongen (8) nnd (10) übcrcinslimmend : 

Die Gleichung (10) zeigt tiberdiess, dass 

p = o, 
und die Glcichnng (ii), dass 

s =5 o. 

Hiernach bleibt bloss noch der CocfiGcient p' zu bestimmen übrig. Wir können densel- 
ben auf eine einfache Weise bestimmen,, wenn wir irgend cinC| der ersten neuen Aze 
parallele» gerade Linie [betrachten. Wir kommen dazu aber auch durch folgende Be- 
trachtung. Wenn wir nur die erste Axe um irgend einen Winkel 9 sich drehen lassen, 
die zweite Axe aber nicht, so ist w » fr. Es ist alsdann aber auch 
q s= simif SS --siri^j r s=s -sittxf/ = o, 

und da Überdies: 

m' « n' = s =s o, 

so gibt die zweite der Gleichungen (5): 

W aa — tr--, 

smt 
.mithin: 

p' a=s — 5//15. 

Fassen wir endlich die letzten Resultate zusammen, so erhalten wir: 

W e=Ä — ; »"T»» 

Wir hätten die Form dieser Ausdrücke wiederum yorausschen können, denn 

siny/ — i^sin\l/ = o 
ist die Gleichung eines Punctes, der auf der zweiten ntsprünglichcn Axe, oder, was 
dasselbe faeisst> auf einer beliebigen , ihr parallelen , geraden Linie, unendlich weit liegt. 
Für solche Linien, die durch diesen Ponct gehen (jener Axe parallel sind), und nur Air 
solche Linien, ist ▼ sowol als w unendlich, v ist Null nur für solche gerade Linien, die 
durch den Ponct: 

sinrp—i^simp =■ o, 
der zuf der ersten Axe unendlich weit entfernt' Kegt, gehen nnd w verschwindet nur nnd 
immer fdr solche gerade Linien, die durch den Anfangspunct gehen, zugleich mit (p. 

Wenn wir, umgekehrt, q nnd 9 dufch y und w ausdrücken wollen, so ist Uar, 
dass V sowol als fp beide nur t&t solche gerade Linien unendlich werden, die durch .den 
auf der zweiten neuen Axe unendlich weit liegenden Pnnct : 

^imp^^rsiny/ *» 0, 
gehen ^ oder, mit andern Worten* der eben genan^tea Axe parallel sind: den ersten 
Theil der vorstehenden Gleichung können 7^ also für den gemeinschaftlichen Nenner 
der Ausdrücke von ^ und fp nehmen. jTerner verschwindet v nur, wenn 

singf-^Ysinip = 0, 
und w verschwindet mit w. Hiernach bestimmt sich die Form der Zähler in den gesucht 
ten Ausdrücken von (^ nnd 4V nnd wir erhalten : 

6^ 
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sinq> — VÄ/iv - 

c nnd c' sind. zwei leicht za bestimipcnde constante Grossen; man erhalt nemlich: 

c =s 1, c = sm^. 

Dieselben beiden Ausdrücke für ff und tp hätten wir durch Buchstaben • Ycrtauschting 
ans den Gleichungen (12) herleiten können. 

Wenn das neue Coordinaten* System, zu dem wir Übergehen, ein rechtwinkliges 
ist, 80 haben wir: 

mithm: 

si/i| SS 1, sing>' = cosg), sinxl/ « costf/^ 

Wenn das ursprüngliche Coordinaten -System ein rechtwinkliges ist, so ist: 

mithin: 

sind a=5 1, siny/ = — cosg>', sirnft =» ^^costf* 

Wenn. wir endlich von einem rechtwinkb'gen Coordinaten- Systeme zu einem rechtwinkli- 
gen übergehen, so ist: 

sinql =s cosf^ siny/ » —cosqff siny/ =s Sing)^ 
sind = «n| = I. 

Nach diesen Bemerkungen erhalten wir aus den Gleichungen (12) nnd (13) folgende 

Zusammenstellung von Yerwandlnngs -Formeln, wenn wir wieder -, -, — und — an die 

ik u a u 

Stelle von y, c', w und fP schreiben: 

1) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme zu einem schiefwinkligen nnd.rückwärts: 

V usin(p — psintp p Jisinq^^yslny/ 
(f.\\^^ usiny/^-i^siny/* u "" nsingZ—Ysiny/* I ^* ,. 
^^^ jw _ -min^ tp ^ wsind . P^^ 

n usinyj—psiny/^ u nsing>'^ysiny/'' 

St) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme zu einem rechtwinkligen und rückwärts : 

V __ usinq>—Pcosq> p __ usinq>'—Ysiny/ 

^. (u "^ usinyj—pcosyt^ u "" ncosg)—Ycosy/^ ) 

(**) w ^fP i fp . wsind \ (^^ 

u usmy/^pcosyj^ u ucosip-^vcosy/ 

a) Uebergang von einem rechtwinkligen Systeme zu einem schiefwinkligen und rückwärts: 

V ^ usijup—psiwp p usin(p+YCOS 

(Ci ^ ucosf'-pcosq/' u "nsiny-^Ycosip* \ .^, 

b= ^^//^ fp ^ w p^^ 

n ucos<p-'Pco,S(f* "" » "" nsin(f'^YCOS(p\ 

4) Udiergang von einem rechtwinkligen Systeme zu einem rechtwinkligen mid rückwärts : 

V usimp—pc osqi p ^ nsinf+'Ycosq) 

^ iu ™ ucosq)+Psinqi' ü^ ucoaq>—ysinf' ) ^ 

n ucosqt+Qsimp u ucos^'^YSinq» 



(E)r ."'"'^ / *" .''''"''. }(E') 
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Wenn wir sweitens nnd ~, r- nnd --> als die eigentlichen veränderlichen Grossen 

betrachten, so erhalten wir fiir diese Coordlnaten aas den eben zusammengestellten Glei-: 
changen die nachsiehenden Yerwandlangs - Formeln : 
1) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme za einem schiefwinkligen nnd rückwärts: 
n usintfß—vsimif u^ _ usiiKp — ysin})/ 

i) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme zu einem rechtwinkligen nnd rückwärts: 
n usiny/^i^cosy) u ^ \xcosq>-^Ycosxf/ 

Jv _^ usmtf'-pcosip 0^ vismq)—Ysm}f/ I 

w "" fP '* w yisin^ * 

3) Uebei^ang von einem rechtwinkligen Systeme zu einem schiefwinkligen und rQckwärts : 
n ucos(f^Qcosq) it nsingZ+vcoscp 

(G) F ^ -- ^^'^ . \ /^^ ~! ^ ' j fG') 

W SPS171% ' $9 VF 

k) Uebergang von einem rechtwinkligen Systeme zn einem rechtwinkligen und rückwärts : 
n ucosq>+^an^ u ucosip—ysintp 

> — =a - ß. — SS ' f \ 

^ ^ jv usirup'—pcosip t^^ usinqh\'VCOsq> \ 

w $lf ' «>"" w 

Gleichzeitige Verlegung des Anfangspunctes und Aenderung der^ Axen- 

Richtung, 

453. JDa sich - und --, oder v nnd <;, wenn wir u und u gleich Eins setzen , nicht 
ändern, wenn wir bloss den Anfangspunct der Coordlnaten verlegen, so. bestehen die er- 
sten der Gleichungen (A), (B), (C), (D), (A*), (B'), (C) und (D) auch für den allge- 
meinen Fall, wo wir zugleich Anfangspunct und Axen- Richtung anders bestimmen. 

Um für denselben allgemeinen Fall auch w durch die neuen Coordlnaten auszndrü« 

cken, wollen wir zuerst den Anfangspunct der Coordlnaten verlegen. Alsdann erhalten 

wir nach der 450. Nummer: "^ 

w ^ W-Vx-y', 

wenn die Coordlnaten W und Y sich auf das, auf diese Weise hervorgehende^ System 

beziehen, und (y', x') der neue Anfangspunct Ist. Dann wollen wir femer die beiden 

Axen um den neuen Anfangspunct sich drehen lassen. Wir erhalten alsdann, bei der- 

•clbcii Winkelbezeichnung als vorher: 

^ ^ using>-^(^sinq> 

"^ usintp-^i^sinif/' * ..,. 

yy ^ -fPsin^ 



usmxif'-'Vsinxtß 
und hiernach : ^ • 

u{ysiny/+j!sin(p)^p(jsin}p'+xsin<py+^siriS 

~ usin^lß^psintf/ 
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Um, umgekehrt, - dorch die arsprlingliclieii Coordinalen zo erhallen , bianclien wir 

nar in der zweiten der beiden Gleichongen (A') n gleich Eins za «etzen nnd ffir w za 
iicbreiben: w+vx+y, alsdann ergibt sich sogleich: 

u "* sinq/ — YSintf/ 

Die Form der Zähler in den AasdrKcken von w und - wird dadurch bedingt, dass 

diese Ausdrucke verschwinden, wenn die bezüglichen geraden Linien einmal durch den 
ursprünglichen, das andere Mal durch den neuen Aofangspanci geben. Die Coordinaten, 
y nnd x, des ursprünglichen Anfangspunctcs, bezogen auf das neue System, sind (90 (3)): 

^ sm\ ' nn\ ' 

mithin ist die Gleichung desselben: 

u{y*sinxiJ+xsiny)^^{y*Sintp''^xsinqi')+fPsmli «= 0. 
Der erste Theil dieser Gleichung muss also im Zähler des Ausdruckes für w rorkommen. 
Auf ähnliche Weise erscheint der erste Theil der Gbeichung: 

y H-vx'+w =a o, 

die den neuen Anfangspunct darstellt, als Factor im Zähler des Ausdruckes Ton - . 

Ich halte es für überflüssig , die Yerwandlqngs • Formebi für den allgemeinsten Fall, 
dass Axen* Richtung und Anfangspunct zugleich sich ändern, hier zusammenzustellen. 
Wir werden in dem Folgenden die beiden partiellen Umformungen jede für sich iTe- 
trachten. — 

Wir hätten auch alle die vorstellenden Entwicklungen an die Verwandlung der 
Püuct- Coordinaten anschliessen können. Ich zog aber für jetzt vor^ dieselben selbst- 
ständjg für sich hinzustellen. 
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454. tJedcr gcometrlsciie Ort» der darch eine homogene Gleichnng des zweiten 
Grades zwischen den drei veränderlichen Grossen n, v nnd w, die Linien - Co ordinalen 
bedcQten, dargestellt wird, nennen wir einen geometrischen Ort zweiter Classe. 
Fär die allgemeine Gleichbng der Oerter dieser Classe wollen wir folgende nehmen: 

Aw^+2BvwH-Cv^+2Daw+2Eiiv+Fa* = o. 
In dieser Gleichung können wir jede der drei Co ordinalen als constante Grosse betrachten 
und etwa gleich Eins setzen. Alsdann erhalten wir aas der vorstehenden Gleichung die 
vollständige Gleichung des zweiten Grades zwischen den beiden übrigbleibenden Coordi- 
naten, die alsdann, so wie die Quotienten je zweier der drei Coordinaten in dem fril- 
hcm Falle, für eine bestimmte gerade Linie bestimmte Werthe erhalten. Die Glcichun^ 
gön, welche wir auf diese Weise erhalten, sind eben so allgemein als die vorstehende, 
und eine solche Gleichung irgend, eines Ortes zwischen zwei veränderlichen Grössen kön- 
nen wir, wenn wir für spätere Entwicklungen Symmetrie bezwecken, durch Einführung 
der dritten veränderlichen Grösse sogleich homoge^ machen. 

Wir haben den Factor 2, da wo er in der vorigen Gleichung vorkommt, lediglich 
nur, um in den folgenden Entwicklungen Brüche zu vermeiden^^ hinzugefügt. Einen der 
sechs Coefficienten dieser Gleichung können wir beliebig annehmen und etwa gleich Eins 
setzen; um aber für diesen Coefficienten, je nach den verschiedenen Absichten, jeden 
beliebigen. nehmen zu können, bebalten wir einstweilen alle sechs Coefficienten bei. 

Diese sechs Coefficienten und ihre gegenseitige Beziehung zu einander sind zum Theil 
von der Natur des dargestellten geometrischen Ortes, zum Theil von der Annahme des 
Coordinaten -Systems abhängig. Durch schickliche Umformung der Coordinaten können, 
wir der allgemeinen Gleichung die möglichst einfache Form geben und aus dieser mög- 
lichst einfachen Form die Natur der Cnrve am besten erkennen. Zugleich werden wir 
auf diese Welse alle besondem Arten von geometrischen Oertem , die durch die allge- 
meine Gleichung bei verschiedener Annahme der Constanten dargestellt werden, am leich- 
testen anterscheiden können. 
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Die characteristisclie Eigenschaft der Carmen zweiter Gassc^ welche die 
nnmittelbarste Folge daraos ist^ dass solche Corven, der Definition gemäss, dorch Glei- 
chungen des zweiten Grades dargestellt werden, besteht darin, 4ass man, von jedem hc- 
Kebigen Pnncte ans, zwei nnd nnr zwei Tangenten an dieselben legen kann. Denn» 
wenn wir zwischen der allgeipcinen Gleichung (l) and der allgemeinen Gleichong des 

Pnnctes: 

an+bv+cw « o, 

etwa die Werthe von - imd — eliminircn, so erhalten wir eine zwiefache Bestimmung 

derselben, und also zwei gerade Linien, die, weil jene Werthe beide Gleichungen be- 
Criedigen, einerseits die Curve berühren und andrerseits dnrch den Punct gehen. Es ver- 
steht sich Yon selbst, dass diese beiden geraden Linien zusammenfallen nnd imaginär 
werden können. 

\ 

$ I. 

Verlegung des Anfangs - Punctes der Coordinaten. Biscussian aller ein- 
zelnen Fälle f ivelche die allgemeine Gleichung umfasst. 

Brennpuncte. 

455. Indem wir u gleich Eins setzen, erhalten wir für die allgemeine Gleichung der 
Oerter zweiter Classe folgende: 

Aw«+2Bvw+Cv«-f-2Dw+2Ev+F « o. (i) 

Wenn wir den Anfangspnnct der Coordinaten in irgend einen Punct (y', x'), über den wir 
im Voraus durchaus keine nähere Bestimmung machen, verlegen, so bleibt in der vor- 
stehenden Gleichung v unverändert, statt w müssen wir aber (450): 

w— vx'— y, 
in dieselbe substituiren. Diese Gleichung verwandelt sich hiernach ^n folgende: 
Aw'+2(B— Ax)vw-h(C-2BxH-Ax'>«-i-2(D— Ax)w 
+2(E-Dx'-.By'+Axy)v-*-(F-2Dy'-hAy'2) = o. (a) 

Bei einer schicklichen Bestimmung deis neuen Anfangspunctes der Coordinaten kön- 
nen wir immer, wenn nor nicht A gleich Null ist, aus der letzten Gleichung die mit w 
nnd VW behafteten Glieder ausfallen lassen. Wir brauchen zu diesem Ende nnr: 

' ß , D .. 

zu setzen. Alsdann geht die Gleichung (2) , wenn wir zugleich mit A multipliciren , in 

folgende über: 

^ AVH(AC— B^v2+2(AE-BD)v-h(AF-D^j « o. (4) 

Die Form dieser "Gleichung zeigt , dass jedem beliebigen Werthe von v zwei gleiche 
und entgegengesetzte Werthe von w* entsprechen. Wenn wir also nach einander n belie- 
bige Werthe für v anilehmen und die bezüglichen geraden Linien constrniren, so erhal- 
ten wir ein, der dorch die Gleichung (2) dargestellten Curve umschriebenes, (2n)£ck9 
das den neuen Anfangspnnct zum Mittelpuncte bat pnd dessen Diagonalen sich also auch 
in diesem Pnncte gegenseitig halbiren. Wenn wir n immer mehr wachsen lassen, so 
nähert sich das Polygon der Curve immer mehr: der neue Anfangspnnct (y', x) ist auch 
der Mittelpnnct der Curve* Jede von der Curve bcgränzte gerade Linie, die durch 
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diesen Panct geht, jeder Darchmcsscr der Cnrve, wird ini diesem Pon^cte hdlBirt» 
Dorck die Glaclmng (8) sind die Co>drdinaten*Werthe des Mittelponctes des, darch die 
Gleichung (l) dafgestellten^ geometrischen Oftes bestimmt, nnd fär die Gleichung dieses 
Panctes erhalten wir hiemach (406): 

Aw-f*BT4-Da = 0. 

456. Wir wollen nns nnn zur Discnssion der Gleichung (4) zarückwcnden. Wir 
erhalten unmittelbar ans dieser Gleichung : 

^' A^r+^Äc=:B^^-*-AC^B4- <^> 

Nnn sind folgende drei Haupt -Fälle möglich , die wir näher untersuchen müssen^ es 

kann der Werth von w, dea die letzte Gleichung gibt> 1^ für jeden Werth Ton t reell 

2^ für gewisse Werthe von v, reell, für andere imaginär, 3^ für alle Wcrtbe von 

▼ imaginär sein. 

Der in der Klammer befindliche Ausdruck bleibt, was ans der Theorie der Glei« 

chungen bekannt ist, imm^i; positiv, welche Werthe wir anph Oir v annehmen mögen, 

wenn die Gleichunsrs ' , 

^. AE^BD AF-^D» 

^'^^äc^b^^ 'ao^b^ '"^^ ^'> 

imagihäre Wurzeln hat. Die Wurzeln dieser- Gleichung sind aber: 
AE-BD±V^^(AE--BD)»>-(AC B^KAF-^D^j^ 
- ^ AC=B^ ' " ^'^ 

nnd diese Wurzeln sind imagfnär, wennt 

(AE-BD)»^(AC-B«)(AF— D^) < 0. (») 

In diesem Falle hängt also die Realität yon w einzig yom Zeichen des Werthcs vofi 

(AC-J5^ ab* Wenn 

*^ AC--B? > o, 

so ist w^lmmer negaüv, nnd also w immer imaginär. Pie dqrch die gegeben^ Gleichung 

(1) dargestellte Cnfre hat also in diesem Falle keine einzige reelle Tangente; die 

Cnrve selbst ist imaginär. 

Wenn wir statt des letzten Ausdruckes folgenden haben; 

AC-B^ < o, - 

so bleibt w* immer positiv nnd also w immer rcelL Die Curve ist abo, da ihre Tangen« 

ten alle möglichen Richtungen annehmen können , nnd keine derselben durch den neuen 

Anfamgspunct geht, eine in sich geschlossene Curve, und heis|t Ellipse. 

467. Wenn die Wurzeln der Gleichung (6) reell sin^, so ist: 

(AE-BD)i-(ÄC-B^)(AF-D^) > o. (9) 

Findet diese Bedingung Statt, so gibt es zwei Werthe von v, (tff welche f gleich Null 
wird. Die bezüglichen geraden Linien gehei^ durch den Anfangspunct, den Mittelpunct 
der Curve. Bezeichnen wir diese Werthe von v durch v nn4 v", ao kompit; 

, AC-B«f, ,.. ...\ 

Wenn 

AC^T-B« > o, 
so sind die Werthe von w dann reell , wenn die Werthe von v iwiscbcp v' 9od v ' au- 
genomm^ werden; sonst imaginäf. Wenn {lingegsn 

4C-P» <; 0, 
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so wird w dann Imaginär, wenn v zwischen v nnd v" angenommen wird, und ist reell, 
wenn ▼' entweder grosser als v' nnd v", oder kleiner als ▼ nnd v'' bestimmt wird^ Die 
durch die Gleichung (l) in den znlctzt betrachteten Fällen dargestellte Cürve heisst Hy- 
perbel, jene beiden darch v' und y" bestimmten geraden Linieii ihre Asymptoten. 
Man kann leicht, ohne vorzngreifen , bloss aas der geometrischen auf das Bisherige fas- 
senden Betrachtang den Lauf der Canre nachweisen nnd insbesondere zeigen , dass die 
BerUhrangspancte aaf dön Asymptoten unendlich weit liegen. Ohne hierauf einzugehen, 
bemerken wir bloss, dass die ans zwei gesonderten Zweigen bestehende Gurre in dem 
cii^ oder dem andern Paare der von den beiden Asymptoten gebildeten Scheitelwinkel 
liegt, je nachdem der Ausdrack (AC^-B^) positiv oder negativ ist 

458. Wenn endlich die Wurzeln der Gleichung (6) einander gleich sind; so 

kommt: 

XAE-BD)«-(AC-B^)(AF-D2) « o, (ip) 

und die Wurzeln selbst jverden gleich: 

^ AE--BD 

AC-B^ • 

Setzen wir diesen Aasdruck, der Kürze halber, gleich v% so kommt: 

Diese Gleichang gfbt fSr w immer reelle Warzeln, wie wir auch ▼ annehmen mögen, 

wenn: 

AC-B» < o; '^ 

wenn hineeeren: 

AC-B« > 0, 

so sind die Wnrzeln immer imaginär, ansgenommen wenn 

AE-BD 

' == ^ = -:aCi:b?- 

Wir können der Gleichung (l) folgende Form geben: ^ 

jw-KB^-AC. I:^'j{w+vi^-AC. ^^:^) « o, 

und dieselbe also in folgende zwei Gleichungen des ersten Grades auflösen : 



kB«— AC 



V — V 



A 



w « — V/ß«-AC. '""'' 



Die gegebene Gleichung (i) stellt also in diesem Falle zweiPuncte dar, die je nach- 
dem der Ausdruck (AC— B*) negativ oder positiv ist, reell oder imaginär sind. 
Wenn wir die beiden letzten Gleichungen addiren, so ergibt sich: 

W SS 0, 

d. b. (410) der Anfangspunct hegt in der Mitte zwischen den beiden durch die gegebene 
Gleichimg (i) dargestellten Puncte; wir können diesen Pnnct also immer no^b als Mit- 
telpunct betrachten. * 

Diejenige gerade Linie, welche die beiden durch die gegebene Gleichung dargestclU 
ten Puncte verbindet, hat zu einer ihrer Coordinaten: 

~ AC-B** <'*^ 
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Sab&iiiuirün wir diesen Wcrlb fiir t in die Gleichang; des neaen Anfangsponciee^ durch 
den die in Rede stckcnde gerade Linie geht, also in folgende Gleichong: 

Aw+Bv+D = o, 
so ergibt sich für die andere Coördinatq, die wir durch w'" bezeichnen wollen: 

,^ BE-CD , . . 

In dem Fallc> dass die beiden , durch die gegebene Gleichung dargestellten, Puncte ima- 
ginär sind, können wir immer noch sagen, dass diese ^ciden Pimcte auf der reeUei^ ge- 
raden Linie (w"', V") liegen. Wir können aber auch in diesem Falle von jenen beiden 
imaginären Pnneten ganz, abstrahired, nnd sagen, dass die gegebene Gleichung 
eine einzige gerade Linie dars teile;., weil es keine andern reellen Werthe für.w 
und V gibt, durch welche diese Gleichung befriedigt wird, als V" und v". 

Die durch die allgemeine Gleichung dargestellten beiden Pnncte sind, wenn wir die 
Mitte zwischen diesen beiden Pnncten zum Anfangspnncte der Coordinaten nehmen, nnd 
demnach B r= D = o setzen, jeder für sich allein durch folgende beiden, in eine ein- 
zige zusammengezogenen, (jHeich'ungen gegeben: 

Aw+ V^^^^AC. vTV— AC. Vu: ^ o- 
Da in diesem Falle die Bedingungs - Glcichang (10) auf folgende sjch reducirt : 

E«— GF =Ä 0, . 

und man überdiess: 

"^ G 

erhSlt^ so gllien die -Oletchangen der beiden Poocte in folgende über:- 

Die Coordinaten d^er beiden Pudcte siad alsio : ^ 

und hiernach ixt das'Qaadrat ihrer Entfemnng; gleich 

C+F\ 

/|59. Wir haben bisher dnrchgehends denjenigen Fall noch tmberBcksicfaligt gelas- 
sen, wo 

AC— B' « o. (u) 

Zuerst wollen wir annehmen, es bestehe diese. Gleichung neben der Bedingungs- Glci« 

chnng: 

(AE^BD)»— (AC-B«XAF-D^) « o, (lo) 

welche anzeigt, dass der erste Theil der gegebenen Gleichung (l) sich in zwei Pactoren 

der ersten Grades zerlegen lässt, und reducir^ also^ diese Gleichung auf 

ans der folgt, dass » 

AE-BD «0. 
Unter diesei^ Bedingungen verwandelt sich die Gleichung (Z|) in folgende : 

A»w^(AF-D«) « o. 
Diese Gleichung zeigt, dass iq diesem Falle die beiden, durch die gegebene Gleipbong 
(1) dargestellten Puncte auf der neuen zweite^ Axp» ^Iso auf einer, der iirsnrling- 

7^ 



*(- 
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Heben zweiten Aze parallelen geraden Liniei liegen, und beide reell oder 

imaeinär sind» je nachdem _ _ 

^ ^ ^ AF-D» < o, 

oder ^ ^ 

AF^D» > o. 

Für die gerade Linie» auf welcher diese beiden Poncte liegen, ergibt sich 

_w ^ . ^ B 

r A' 

Wenn endlich: _ 

AF-D« a o, 
so verwandelt sich (4) in 

w* =5 0: 

die gegebene Gleichung (i) stellt alsdann zwei, in den nenen Anfangspanct 
f^» 7) zn^ammenfaljende» Pancte dar. 

460. Diese Bcsnltate sind in UebereinsUmmung mit den Entwicklangen der 458. Nom- 
mer* Die beiden Gleichangcn : 

AC-B* « 0, AE— BD « o, 

bringen nemlich folgende dritte mit sich: 

BE— CD »> o; 
und somit erscheinen die Aasdrücke für y"' nnd w'^ d. lu für die Coordinaten derjenigen 
geraden Linie, welche die beiden in Rede stehenden Pancte verbindet, beide anter der 

Form -*, nnd es kommt darauf an , die wahren Werthe dieser Ausdrücke zn erhalten. 

o 
Man sieht sogleich ans der Form der Gleichung (lO),- dass, wenn wir (AC^B')'als eine 

Ideine fast verschwindende Grösse betrachten, diese Grössei so lange nicht anch (AF — D^) 

einen verschwindenden Werth erhält, nothwendig ein Kleines der zweiten Ordnung in 

Beziehung auf (A£— BD) ist; und dann ist wiederum leicht ersichtlich, dass (BE— CD) 

mit dem letzten Ausdrucke ein Kleines derselben Ordnung ist Die 'wahren Granzwerthe 

der beiden Ausdrücke: 

„, _ AE— BD ,, _ BE-CD 

"" "• AC-J»^' ^ "" AC^B*' 

sind also unendlich. Die bezügliche gerade Linie ist der zweiten Axe parallel. Für den 
Durchschnitt dieser Linie mit der ersten Aze erhalten wir : 

V" BE-CD 

v" "^ AE-BD' 

einen Ausdruck, der wiederum unter der Form - erscheint. Den wahren Werth des- 

o 

selben erhalten wir, wenn wir die Division des Nenners in den Zähler ausfilhren. Man 

b'ät nemlich: 

BE^CD B A(AE^BD) 

AE-BD *" A AC-B^ ' 

nnd der letzte Theil dieser Gleichung reduclrt sich, da sein zweites Glied verschwin- 
det, auf X > i° Ucbereinstimmung mit der vorigen Nummer. 

VVenn aber (AF—D*^ zugleich mit (AG— B*) verschwindet, so erscheinen die Aus- 
drücke für V % w"^ und -*„, unter der Form - , die nicht mehr redncirbar Ist : die gerade 
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Linie • welche- darch die beiden in Rede stehenden (zusammenfallenden) Poncte geht, 
kann jede beliebige Richtung haben. 

461, Es rerwandelt sich ferner^ wenn wir 

AC-B« « o 

setzen , die Bedingung (9) in folgende ; 

(AE-BD)a > 0, 

in eine fiedingong, die jedesmal erfallt wird. In diesem Falle erhalten wir ans der Glei- 

chnng: (6): 

(AC-B^)TM-2(AE-BD)v+(AF-.n2) « o, 

deren Wurzeln die Richtung der beiden Asymptoten der Cunre, die in diesem Falle 

immer eme Hyperbel ist. bestimmen^ 

^^ ,/AF-D^ 

Eine jener Asjrmptotcn ist also der zweiten Axe parallel^ und die Richtung der an- 
dern durch den zweiten Werth von v gegeben. 

Wenn zfideicfa: 

^ AF-D» « o, 

so ist der zweite Werth von y gleich Null. In diesem Falle sind also ;^die beiden 

Asymptoten den beiden Axen parallel. 

Hierher gehört insbesondere auch die Gleichung: 

Aw^+aEuv » o, 

die, weil in derselben fiberdicss keine mit vw und uw behafteten Glieder vorkommen, eine 

Hyperbel darstellt, deren Asymptoten die beiden Coordinaten - Axen selbst sind. 

462. Endlich verwandelt sich die Bedingung (8), wenn wir 

AC-B^ =, o 
setzen, in folgende: 

(AE-BD)»<o: 
eine Bedingung, die niemals befriedigt werden kann, so lange die CoefEcienten der gege- 
benen Gleichung reelle Grössen bleiben. 

Um die vorstehenden beiden Bedingungen zu befriedigen, müssen D und E imaginär 
ivcrden. Snbstituircn wir dem zufolge für diese Coefficienten D|/^^ und E|/^, so 
zerfällt die gegebene Gleichung, die alsdann folgende wird: 

' ^ AwH-aBvw+Cv^+F+jDw+Ev}!/^ « o, " 

von selbst in folgende : « ^ 

Aw^+2Bvw+Cv'+F = o, 

Dw+Ev = 0, * 

die beide zngleich befriedigt werden mtissen. Wir erhalten also eine bestimmte Anzahl 
von geraden Linien, nemlich zwei, deren Coordinaten folgende sind: 

V - . wiAE^-2BDE+CD^ ^ ^ .,,, AE^gB DE^4-CD>t ,, 



*} Auf ganz analoge Weise stellt die allgemeine Gldchong des zweiten Grades zwischen Ponct- 
Coordinaten : 

yM-2ftxy+/?xM-2yy+2Jx+€ = o, 
wenn wir fdr y und i imaginäre Werthe nehmen, zwei einzelne Pntfcte dar. 
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ifiZ. Wenn wir, statt in der allgemeinen Gleichnng n gleich Ein« %n nehmen, ▼ 
gleich Eins gesetzt hätten, so hatten wir slatt (u) folgende Gleichong erhalten: 

A^i^H(AF-D^o^-Hl(AE-BD)o+(AC-B^ « o, 
und die Discnssion dieser Gleichung ist der vorstehenden gleich , nnr dasa der Aasdrook 
(AF— D') an die Stelle von (AG— B'), nnd die eine Coordinaten - Axe an die Stelle der 
andern tritt. 

tfiu. Es bleibt ans jetzt nar noch derjenige Fall sn discotiren übrig, den wir bisher 

unberücksichtigt gelassen haben, wo 

A 8 o. 

Wenn wir A allmählig verschwinden lassen, so ist ersichtlich, dass alsdann der Mittel* 

panct der durch die allgemeine Gleichung dargestellten Cnrve, nemlich der Pnnct 

( A' 1/^^^^ immer weiter vom Anfangs -Puncte der Coordinaten entfernt: wir kSnncn 

sagen, es liege der Mittelpunct unendlich weit, wenn A s o. Die Gleichung dieses 

Pnnctes : 

Aw+Bv+Da «= o, 
rednciri sich alsdann auf: 

Bv+Dq « o, 

d. h. alle, durch diesen Punct gehende, gerade Linien, oder« mit andern Worten, alle 

Durchmesser der Curve, sind parallel und ihre iUchtung ist g<^ben dorch 

V - D 

~n ^ B- 

Aus der gegebenen allgemeinen Gleichnbg, die dem jn Aede stehenden Falle ent- 
spricht: _ ^ ^ « « 
^ 2Bvw+Cv«+2Dnw+2Env+Fn» = o, (i) 
erhalten wir ' ^ ^ 

,; Cv«+gEnv+Fn« , ,, 

^^^^ ^^ Bv+Du ' . . /'^ 
Wir erhalten abo für jeden Werth von — im Allgemeinen einen einzigen und bestimmsen 
Werthfilr -• Es ist sogleich ersichtlch, dass die bezügliche Cnrtre eine nach einer Seite 

hin offene und, ins Unendliche hin^ sich erstreckende ist. Diese Curve hcisst Parabel. 

Der Werth des letzten Ausdruckes für w wird nneodlich^ wenn v unendlich wird; 

ausserdem aber auch noch, wenn der Nenner desselben verschwindet, im Allgemeinen, 

Bv+Dn « o: 
die den Durchmessern der Curve parallelen Tangenten derselben liegen also unendlich weit. 

ifiS. Auch folgende einfache Gleichung: 

Cv^+2Duw « o 
stellt, da in derselben w^ nicht vorkommt, eine Parabel dar. Wenn wir in dieser Glei- 
chung w » o setzen, so kommt v^ ^ o; die durch dieselbe dargestellte Parabel wird 
^Iso von der ersten Axe berührt und zwar im Anfangspuncte der Coordinaten, Die Rich- 
tung der Durchmesser ist, da in der vorstehenden Gleichung das mit vw behaftete Glied 

fehlt, durch die Gleichung 

n BS o 

gegeben: es sind diese Durqhmesser also der zweiten Axe ^afallel. 

Auf ganz analoge Weise ergibt sich, dass die Gleichung: 

Fn*+2Bvw « o; 
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eine Parabel darstellt» welche von der zweiten Axe im Ah£ang8pimcte berührt wird, und 
deren Durchmesser der ersten Axe parallel sind. 

. 466. Es gibt aber aoch besondere Fälle > bei der Voraassetzang» dass w^ in der gc* 
gebenen Gleichnng nicht vorkommt, wa diese Gleichung keine Cnrve darstellt Diesen 
Fällen entspricht die Bedingung, dass in dem Ausdrucke für w (2) der Zähler durch den 
Nenner ohne Rest theilbar ist, Soll diese Bedingung erßillt werden, so muss, wenn 
wir denjenigen Werth von v, den wir durch AnuUirung des Nenners erhalten, nemlich 

in den Zähler substitniren , dieser Zähler verschwinden. Hiernach ergibt sich 



(-B°)' ^ 



sogleich fUr den ia Rede stehenden Fall,, folgende Bcdingangs- Gleichnng; 

CD»— 2BDE-f-FB« = o. (3) 

Wenn wir die Division des Nenners in den Zähler des Ansdrnckes von w wirklich 

aosföhren. so konunt: 

,,/C .2EB— CD V ,,Ca)»— aBDE+FB» 

Indem wir den Rest gleich Null setzen, erhalten wir dieselbe Bedingungs * Gleichung 
als eben, und für w ergibt sich^ mit Berücksichtigung dieser Bedingungs- Gleichung: 



B^+D°> 



Die gegebene Gleichung verwandelt sich hiernach in folgende: 

(Bv+Du)(2BDw+t;Dv+FBu) = 0, 
und stellt also, wie ihre Form zeigt, das System folgender beiden Pnncte dar: 

Bv4-Dn « o, (4) 

;iBDw+CDv+FBu = o, (s) 

von welchen der erstere unendlich weit liegt, und der zweite jeder beliebige sein 
kann. Die Coordinaten dieses zweiten Pnnctes sind: 

Für den in Rede stehenden Fall erscheint der 'Werth von w, der v » —15'^ ^^^' 
spricht, unter der Form — ; denn man hat: 

_ ,^ (Bv+Du)(CDv+FBu) 
^"'^^ JßD(6v+Du) • 
Jener Werth muss diese unbestimmte Form annehmen, weil die durch den einen, un- 
endlich weit liegenden, Punct gehenden geraden Linien den beiden ^en in solchen 
Puncten begegnen, die unbestimmt bleiben. Lassen wir aber im Nenner und Zähler 
des vorstehenden Ausdrucks für w den Factor (Bv+Du), der sich auf diesen Punct be- 
zieht, fort, wodurch wir die lineare Gleichung (5) erhalten, so finden wir: 
w FB^--CD3 ^ FB^— CD» 

n ^ /"• B^D "' 7 ^ ID^"' 

für die Segmente, die auf den beiden Coordinaten •Azen von derjenigen geraden Linie 
abgeschnitten werden , welche durch den zweiten der beiden« durch die gegebene Glei- 
chung (1) dargestellten, Pnncte geht und die eben bezeichnete Richtung hat 

Wenn B und D zugleich Null s;nd, so werden die beiden letzten Ausdrücke Ihr 
w w 

^ und -• nnendUcL Auch der zweite Pnnct liegt ontndlich weit Die gcge- 
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bene Gleichang redacirt sich ia diesem Falle auf: 

CTH-2Euv+Fa« =:s D, 
nnd die beiden durch diese Gleichung dargestellten nnendlich weit liegenden Pancte sind 
reelle fallen zusammen oder werden imaginär, je nachdemi 

CF— E^ < 0, ^ CF~E« = o, CF^-E» > o. 

A67.« Wenn eine Carve durch die allgemeine Gleichung des zweiten Grades: 
Aw^+2Bvw+Cv^+2Dnw+2Euv+Fu^ = o, 
dargestellt wird und wir den Anfangspunct in irgend einen Pnnct (/, x') Terlegen, so 
wird dieselbe Cuf^Te durch folgende Gleichung dargestellt: 

Aw'+aCB— Ax)vw+<C— 2Bx'+Ax'2)v«+2(I>— AyOw 
+2(E-Dx'-By;+Ay x')uv+(F-2Dy+Ay'2)u« « o, (,) 
Wir haben in dem Fröhcrn y' und x 50 bestimmt, dass in dieser Gleichung die mit w in 
der ersten Potenz behafteten Glieder ausfielen» nnd daran die allgemeine Discussion der 
gegebenen Gleichung (den einen Fall, dass A » o» ausgenommen) angeknüpft Eine 
ganz analoge Discussion würden wir erhalten, wenn aus der umgeformten Gleichung 
diejenigen Glieder 9 die y oder a nur in der ersten Potenz enthalten j ausfielen, Pies ge- 
schieht aber, im Allgemeinen, dqrch kein^ Annahme von j nnd x't Denn setzen wir 

zum Beispiel; 

B-Ax' « o, . 

E-.Dx'~By'H.Axy = o, ^'^ 

so rpducirt siph die zweite dieser beiden Gleichungen, vermittelst der ersten, auf 

E— Dx =0; 
und, da die Coordinaten -Umformung, wenn y' nnendlich wird, nicht Statt finden kann, 
kpnnen h^ide Gleichungen nur dapn zugleich bestehen, wenn 

AE-BD « o. 
Wir erhalten dieselbe Bedingungs -Gleichung, wenn wir annehmen, dass statt der ersten 
der beiden Gleichungen (2) die Gleichung 

D— Ay' ^ o, 
zugleich mit der zweiten der Gleichungen (2) bestehen soll. 

Die geometrische Bedeutung der Bedingungs * Gleichung (3) ergibt sich ans der htx 
trachtung der Gleichung (4) der 455. Nummer. Es findet dieselbe nemlich dann Statt, 
wenn zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten den beiden Asymptoten der Cnrve 
parallel gezogene gerade Linien mit den beiden Coordinaten »Axen vier Harmönicalen bil- 
den, oder, wi^ wir später sehen werden, wenn die beiden Axen zweien zugeordneten 
purchmessern der Curve parallel sjnd* 

Wir gehen in die durch das Yorstehe^d^ ^ngedentete Discnssion nicht ein, weJI sie 
sich nur auf einen beson^em Fall bezieht« 

468» Wir können aus der umgeformten Gleichung dur^h gehörige Bestimmung des 
neuen Anfiamgspunctes , im Allgemeinen, auch die mit v^ und u^ behafteten ^lieder aus- 
fallen lassen. Wir m^^iseii j^jk diesem Ende 1^' ^nd y durch folgend^ beiden Gleichungen 

bestimmen ; 

Ax'^-2Bx'+C = p, 

A/ ^--:2Dy +F =.0. ^^^ 

Wir erhalten fUr di^ Möglichkeit dieser Umformung folgende Bedingungen: 

AC— B« < 0, AF-D« < o. 
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F8r den Fall der Ellipse werden diese beiden Bedingungen immer errtlUt (456). Fär 
den Fall der Hyperbel wird die erste Bedingung nar dann erfüllt , wenn die Carve Tan- 
genten batydie der ersten Axe parallel sind (ASj). Die zweite Bedingung bezieht sieb 
aof eine ganz analoge Weise auf die Richtung der zweiten Axe. Die Gränzen für die 
Möglichkeit der in Rede stehenden Umformung sind dadurch bestimmt, dass die Copr- 
dinaten^Azen den Asymptoten parallel sind (461). Alsdann sind die gleichen Wurzeln. 
deiC Gleichungen (4) die VVerthe für die Coordinaten des Mitlelpnnctes der gegebenen Curve. 
. Dasselbe ergibt sich ^ns der Betrachtung der umgeformten Gleichung ^ welche, 
wenn y' und x' durdx die Gleichungen (4) bestimmt werden, folgende Form annimmt: 

Aw'+2Bvw4-2Duw+Euv »= o. 
Denn , setzen wir in dieser Gleichung nach einander q s o und v aa o , so erhalten wir 
beidesmal fiir w Wertfae^ von denen einer ebenfalls gleich Null ist Es wird also die 
Gnrye.Yon den beiden neuen Coordinaten *Axen berührt und die Wurzeln der beiden 
Gleichungen (4) bestimmex^ die Coordinaten de^ vier Winkelpuncte eines um die Curve 
beschriebenen Parallelogramms, dessen Seite9 ^^den beiden .Coordinaten -Axen paral- 
lel sind. 

Für den Fall der Parabel, wo A » o, rednciren sich die beiden Gleichungen (4) 
auf den ersten Grad nnd wir erhalten: 

and hiernach verwandelt sich die umgeformte Gleichung (1) in folgendes 

2B*Dvw+2BD^uw-^(CD«-2BDE+FB2)av = 0. 
Indem wir alle Glieder derN vorstehenden Gleichung durch nvw diyidiren, erhält dii^selbe 

folgende Form: 

u' . V , w' 
. .+-4,- 9 o, 

nvw 

indem wir, der Kürze nnd Symmetrie halber, die Coefficieilten der letzten Gleichung 
durch n', v und w' bezeichnen. 

469. Wenn in der umgeformten Gleichung (1) bloss das mit nv behaftete Glied aus- 
fallen soll, so können wir den Ponct (y, x') beliebig auf der durch die Gleichung: 

Ayx— By-Dx+E = o, (s) 

dargestellten Curve annehmen. Es stellt diese Gleichung, der wir auch folgende Form 
geben können t 

/ B\/ Dv BD~AE : Vn 

eine Hyperbel dar, ^eren Mittclpaact, für welchen man (229) i 

D ' B 

«riiSlt^ mit ätm IMUttdpnncte der gegebenen Gnrte zusammenfallt nnd deren Asymptoten 
dep Coordinaten - Axen parallel ^ind. 

i^tnxk wir den Anfangspnnct ia irgend einen Pnnct dieser Curve verlegen , so bat 
also die nmgeformte Gleichung folgende Form: 

AV+2B'vw+CV^+2D'uw+Pu* « o, 
and wir erbalten, wenn wir w er o setzen, xwei gleiche nnd entgegengesetzte Wertbe £kir 

•^ • E« bilden mitbin die beiden durch 4» nepen An&ng^nn^t gebenden Tangenten ^ 

"^ ü. ö 
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gej^bcnen Curve und die beiden neuen Axen ein System von vier Ilarmonlcalcn. 
In dem Falle also ^ dass die Axen sich nntcr rechten Winkeln - schneiden , sind diejeni- 
gen beiden geraden • Linien , welche die Scheitel- "Vyinkcl, die ^wci von einem beliebigen 
Pancte der Hyperbel (5) an die gegebene Carve gelegte Tangenten mit einander bilden, 
halbiren/ den beiden ursprünglichen Goordinatcn-Axen paralleL £s folgt aus diesen geo- 
metrischen Betrachtongen , dass, wenn man um die gegebene Cnrve ein Parallelogramm 
beschreibt, dessen gcgcnnberlicgendc Seiten den beiden Coordinaten-Axen parallel sind^ 
die in Hede stehende Hyperbel durch die vier Berührnngs-Puncte auf den vier Seiten Ms 
Parallelogramms gehen muss. Wenn keine Tangenten der gegebenen Curye den beiden 
Coordinaten-x\xen parallel sind, so wird sie von der Hyperbel (5) nicht geschnitten« 

470'. Die nachstehende Aufgabe : . 

Auf einer gegebenen, geraden Linie einen Punct so zu bestimmen , dass' die beiden 
9on diesem Puncte an eint gegebene Cmve zweiter Classe gelegten Taiigenten mit einer 
zweiten gegebenen geraden Linie^ ein gleichschenkliches Dreieck bilden; 
gestattet also, wenn nicht die beiden gegebenen geraden Linien parallel sind oder auf 
einander senkrecht stehen , im Allgemeinen eine doppelte Auflösung. 

Wenn £ = o , so geht .die durch (l) dargestellte Hyperbel durch den An&ngspnnct 
der Coordinaten , was mit der 467. Nummer in Uebereinstnnmnng ist 

471. Die Gleichung (5) reducirt sich auf den ersten Grad, wenn A = o und also 
die gegebene Curve eine Parabel ist. Man erhält in diesem Falle» 

By-f-Dx— E = o. (7) 

Die dqrch diese Gleichung dargestellte gerade Linie geht nothwendig durch diejenigen 
beiden Puncte, in welcher die gegebene Parabel von zwei den Coordinaten -Axen paral- 
lelen geraden Linien beiührt wird^ und ist also durch diese beiden Puncte vollkommen 
bestimmt. Hierin ist folgender Satz enthalten: 

Wenn irgend eine gerade Linie eine gegebene Parabel in zwei Pancten sehneidet 
und man in diesen beiden Puncien die beiden Tangenten construirt und ausserdem oon 
irgend einem beliebigen Puncte der geraden Linie noch zwei Tangenten an die Parabel 
legt 9 so erhält man- vier Tangenten, welche die Richtung von vier Harnwnicalen 
haben. 

Wenn die Coordinaten - Axen rechtwinklig sind, so geht die durch (7): dargestellCe 
gerade Linie nach einem bekannten Satze durch den Brennpunct der Parabel (34a). Um 
Umschreibungen zu vermeiden, kniipfcn wir an diese Bemerkung die Aussage folgender 
Salze, die unmittelbar aus dem vorstehenden Satze sich ergeben: 

Wenn zwei Tangenten einer Parabel in irgend einem Pancte einer durch den 
Brennpunct derselben gehenden geraden Linie sich schneiden, so sind diejenigen beiden 
geraden Linien, welche die von denselben gebildeten Scheitel -Winkel halbiren^ den 
beiden Tangenten in den Durchscbmttspuneten der Parabel" tatd, der disrek den Brenn» 
punct derselben gehenden geraden Linie paralleL ' - ? . . ' 

Wenn man von irgend zwei Puncien r die mit dem Brennpunkte einer Bupabel in 
gerader Linie liegen, zwei Tangenten -Paaire an die CurTt legtf so schnkidvwsieh ^e^ 
selben unter gleichen Winietn.- : ! if: - / 

472. Aus der umgeformten Gleichung (l) fallt, wie wir oben ge^heii haben*^ da$ 
nv behajTtete Glied ans, weppiwir dco Aaf«D^spoBcl> der Goordinatea in irg«ti4 dnep 
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lielrebigcn Punct der darch die Gleichung (5) dargestclhcn Hyperbel verlegen. Jene um- 
geformte Gleichung, die wir, der Kürze halber, anf folgende Weise $chreiben wollen: 

ÄwM.2ß'vw-|-C^2D'aw+2E'aY+Fa2_ ~ q^ 
können wir alsdann auch auf folgende. Form bringen: 

' C(y+^wy+F(i+^,yvy '^ (^,+^\y\ (8) 

Der neue Anfangspnnct der Coordinatcn, der beliebig auf der durch (5) dargestellten 
Hyperbel angenommen worden ist, Jcann zugleich auch noch auf einer zweiten gegebenen 
Curre liegen. Wir crhalteir eine solche CuiTe, wenn wir folgende Bedingung erfüllen, 
wollen: i . 

C ^F. 
Denn setzen wir für C und F' ih«c Wcrthc, so ergibt sich: 

C— »Bx+Axf ^ F-aDy+Ay^ (9) 

wenn wir die Accente voo y und ^ fortlassen. Wenn wir dieser Gleichung folgende 
Form geben c 

SO ist sogleich ersichtlich, dass, wenn wir y und x als yeräitderliqh betrachten, die be- 
zügliche Curve eine Hyperbel ist, deren Mittelpunct mit. dem Mittclpuncte des gegebenen 
Ortes zweiter Classe zusammenfallt, tmd deren irgend zwei zugeoi'dnete Darchnvessq: 
den Cö.ordinaten - Axen parallel sind. 

Wir können also durch blosse Verlegung des Anfangspunctes der allgemeinen Glei- 
chung der Oerter zweiter Classe, indem wir w gleich der Einheit nehmen, und in (8): 

B' . *) „. 

©(•C'^ir^^/ " — (?^~^ ^ *' 

setzen, folgende t^orm gebei}: 

(v-.V)'+(u-uy « M: . • 

also die Form der auf rechtwinUIge^Coordinaten-Axen bezogenen allgemeinen Kreis -Glei« 

chuqg. Der neae Anfangspunct, der dadurch gegeben ist, dass er in einem der Durchschnitte 

zweier Hyperbeln (6) und (10) liegt-, deren beider Mittdpunct mit dem Miltelpuncte des 

gegebenen Ortes zusammenfallt^ und von denen die eine zwei den Coordinaten-Axen 

. parallele gerade Linien zu Asymptoten, die andere zu zageordnetea Darcbqiesßern bat, 

. kann immer auf doppelte Weise bestimuat werden. 

A73. Um die Coordinaten des neoen Anfangspunctes zu bestimmen^ müssen wir ans 
den Gleichungen (6) und (10) die Wertbe vpö y und x ziebeo. Setzen wir »ri dieseih 
Ende: 

D •# B V / -w 

y-^ •* y« *-j ^ ^t 00 

d. h. verlegen wir den Anfangspnnct in den Mittelpunct der gegebnen Qi^rQf $0 g^hen 
die beiden angezogenen Gleichungen in folgende beiden ttberf 

. . BD-AE 
zy ^ ' ' A< ^^^ 
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Wenn wir^ans der ersten dieser beiden Gleichnngennach einander den Wertb ton y' 
nnd s" nehmen nnd ihn in die zweite Gleichung sohstitoiren, so Iconunt: 



X 



. ,;(C-F)A-(B^^D^) _., /BD-AE \ « 



Da das von y ' and x nnabhängigc Glied dieser beiden Gleichongen eine negative Grosse 
ist, so erhalten wir für y"^ und x^ nothwendig zwei reelle Werthe» von denen einer 
positiv 9 der andere negativ ist, und also fär j' nnd für x vier Werthe» von denen, in 
ITebereinstimmaiig mit dem eben schon Bemerkten, zwei reell nnd zwei imaginär sind. 
Wenn wir jene Gleichongen wirklich anflSisen nnd, der Kfirze halber: 

(C-F)A-(B»-rD3) « P, 

|/{4(BD-AE)M-P»} » Q, 

setzen, so ergibt sich: 

^. » ,, -P±Q 

In diesen Aasdriicken für y"' and z"' müssen wir offenbar die obem Zeichen, so wie die 
nnlem zasammennehinen; es bezieben sich jene aof die reellen, diese anf die imaginäfcn 
Dorcbscbnitte.der beiden in Rede stehenden Hyperbeln. Wenn wir die beiden letzten 
Gleichongen addiren, so erhalten wir: 

wodorch, wenn wir rechtwinklige Coordinaten voraussetzen, die Entfemong jener Dorcfa- 
schnitte vom Mittclpancte der gegebenen Corve bestimmt wird« 

474. Wenn wir die beiden reellen Werthe von y" durch ß nnd //, die beiden ima- 
ginären durch /T nnd /S"', nnd die vier cntsprech&den Werthe von x durch o, u\ a and 
ä" bezeichnen, so ist: 

Pl_±KP±Q) r«T J:V^(-:P+Q) 

L/J~ AV2 * L«J- KV2 ' 

oder: (lO 

r^l ^ ±V/(P-Q) ra"-i _ ±V/-(P+Q) 

Lp'J Av/2 ' L«"J "" A»/2 

Zuerst ist klar, dass in beiden Gruppen von Coordlnalcn- Wertben, die Wcrth^ für ß, 
fj a nnd a' immer reell sind, weil H-Q> oder die positive arithmetische Wurzel 
aus dem Ausdrucke }Z|(BD— AE)H-P^}, nothwendig grösser ist als P. 

Ob wir femer die erste oder zweite Gruppe von Coordinaten -Wertben nehmen müs- 
sen^ hängt davon ab» ob ^ 

^ BD-AE > o, 

oder 

BD— AE < o. 



Oerter ewcitw Classe. 61 

Es fa^gt nemlich ans der Gleichang: 

„ » BD— AE 

dass in dem ersten Falle das Prodnct der zasammengehorSgen Wcrthe von y" and .«" 
positiv sein mass, nnd also die reellen Werthe ß nnd a, so wie /J' nnd a, mit demseU 
ben Zeichen genommen werden müssen, hingegen die imaginären Werthe §f' ni>d o*, so 
wie ß" nnd a% mit entgegengesetztem Zeichen. Diesem entspricht die erste Grnppe. 
Ans derselben Gleichung folgt , dass in dem zweiten Falli das Prodnct der znsammenge* 
hörigen Werthe von f* nnd "ff negativ sein mnss^ so dass wir ß nnd a^ §t nnd d mit 
entgegengesetztem, ßT nnd a^ /f" nnd a" aber mit gleichem Zeichen nehmen ^ntissen. 
Diesem entspricht die zweite Grnppe» 

Wenn 

BD— AE «>. o, 

so ist P a Q nnd mithin a » a a o nnd ßT &3 ßfs^ o« Alsdaim liegen die beiden reel* 

len Pnncte (ß^ o) nnd (ß^ a) anf der nencn zweiten Aze nnd die beiden imaginären 

Pnncte (jJ", a") und /T', o'") anf der nenen ersten Aze. 

47s« Diejenige gerade Linie ^ welche die beiden reellen Dnrchschnittspnncte (ßf a) 
nnd (ß^, a) verbindet, und diejenige, welche die beiden imaginären Dnrchschnittspnncte 
(ß^\ a^ nnd (ß'\ a") enthält, gehen beide durch den Mittelpnnct der gegebenen Curve 
zweiter Ciasse nnd bilden mit der ersten Goocdinaten^Axe Winkel, deren trigonometri* 
sehe Tangenten gleich sind: 

nnd da das Prodnct dieser beiden' trigonometrischen' Tangenten gleich ist: (—1)9 so se* 
ben wir, dass jene beiden geraden Linien anf einander senkrecht stehen« 

Wir kommen zu demselben Resultate^'^wenn wir b^rtlcksichtigen, dass in dem Falle 
rechtwinkliger Coordinaten die beiden Hyperbeln (6) nnd (10) gleichseitige sind nnd dass 
die geraden Linien^ welche die Dnrchschnittspnncte zweier gleichseitigen Hyperbeln, paar- 
weise genommen, verbinden, sich unter rechten Winkeln schneiden (395)« Diese letzte 
B^smerknng gilt auch dann, wenn, wie in dem vorliegenden Falle, zwei jeher Durch- 
schnitte imaginär sind. 

476. Wir haben in dem Vorstehenden nachgewiesen, dasS, wenn man irgend zwei 
rechtwinklige Coordinaten -Axen beliebig annimmt, sich immer, solche vier Pnncte, von 
denen zwei reell sind, bestimmen lassen, welche die Eigenschaft besitzen, dass, wenn 
man in einen beliebigen dieser (reellen) Pnnqte den Anfangspnnct der Coordinaten ver* 
legt, die allgemeine Gleichung der Curvcn zweiter Classe die Form der Kreis - Gleichung 
erhält. £s bietet sieb uns hier die natürliche Frage dar, ob, wenn wir die Richtung der 
beiden rechtwinkligen Coordinaten - Axen beliebig ändern, die in Rede stehenden vier 
'Pnncte immer dieselben bleiben oder auf irgend einem geometrischen Orte fortrücken. 
Dass der erste dieser beiden Fälle der wirkliche ist, wird in dem folgenden Paragraphen 
nnmittelbar sich ergeben. Um dies indess schon hier zn zeigen, bemerken wir, dass, 
wenn diess Statt finden soll, das mit nv behaftete Glied aus der umgeformten Gleichung 
immer änsfaJlen mnss, wie wir anch das nene Coordinaten «System nm einen der in dem 
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Obigen bestimmten Pnncte drehen mögen« Dies geschieht aber immer nnd nor dann, 
wenn die beiden von diesem Puncte an die Cunre gelegten (imaginären) Tangenten mit 
je zwei beliebigen in demselben Puncte sich rechtwinklig schneidenden geraden liinien 
vier Harmohicalen bildep (469). Wir müssen 3JU0 ^tcrsachcn , in welchen Fällen diese 
Bedingang erfüllt wird. 

"Zwei vom Anfangspnncte der Coordinatcji aas an eine Cnrve zweiter Classe gelegte 

Tangenten können wir immer darch folgende beiden Gleichungen ausdrücken: 

y 5= ianga. x, y ä tangJ* }i, 

indem wir die Winkel, welche dieselben mit der ersten Axe bilden« a nnd a nennen. 

(Wenn diese Taugenten, wie in demjenigen Falle, welchen wir vor Augen haben, im»> 

ginär sind, so sind es auch a und a. Diese Winkel, so wie ihre trigonometrischicn 

Tangenten, sind indess immer noch durch fbest^^upte algebraische Ausdrücke gegebeo). 

Wenn die beiden Axen nnd die beiden Tangenten vier Harmonicalen bilden sotten, so 

erhalten wir, wie bekannt, folgende Bedingungs- Gleichung: 

tangaHanga FS o. 

Lassen wir die beiden Coordinatcn-Axen um irgend einen Winkel, den wir cd pennen 

woUen, sich drehen, und sollen jene beiden Tangenten auch noch mit den neuen Coor- 

dinaten-Axen vier Harmonicalen ^dep, ^ ergibt «ich, ähnlich wie eben, folgende 

Bedingungs - Gleichung : 

tang{u^w)^^4ang(a^w), 
oder, wenn wir entwickeln: 

{tanga-\rtanga){\^ang^i»)^2{tang(äangd^i)tang(o « o: 

eine Gleichung, die nach der ursprimgUchen Bedingungs - Gleichung sich auf folgende 

von CO unabhängige Gleichung redocirt: 

tangatangd « 1, 

und also, in Verbindung mit jeneir" Gleichung i ;ceigt, dass tanga nnd tangd die Wurzeln 

folgender Gleichung sind: 

Wenn aber die allgemeine Gleichung: 

Aw^+aBvw+CvM-aDuw+aEuv+Fu* » o, 
eine Curve zweiter Classe darstellen soll, M^elche von solchen zwei, durch den Anfanga« 
panct gehenden geraden Linien berührt wird, die mit der ersten Axe Winkel bilden, de- 
ren trigonodietrische Tangenten die Wurzeln der Gleichung z'+l «= o sind, so mnss 
diese Gleichung mit derjenigen, welche wir erhalten, wenn wir in den allgemeinen Glei- 
chung w as> setzen, durch u^ dividiren, und ( ^ j als unbekannte (^rSsse betrach- 
ten , nemliqb mit folgender Gleicbong ; 

iibereinstimmen« Dies gibt uns neben der Bedi^gnngs- Gleichung: £ » o, auch noch 
folgende: C «^ F^ , 

Wenn wir also den AnfangspuQCt der Coordinaten in einen der beiden Pnncte (^9 a), 
und (/f, a') (wir abstrahiren ,faier von den beiden andern Pnncten, die imaginär jsind,) 
verlegen, so erhält die allgemeine Gleichung der Gurken zweiter Oaase, welche Ricblnng 
wir auch den Coprdinaten-Axen geben mögen» aobald wir 4ieselben nnr jiof einander 
senkrecht: nehni^n, jedesmal die Fprm der Kreif - Gleicbong. Dieae Puncte, die lalso 
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von dcB Annahme des Goordinaten-» Systems unabhängig sind^ und sich einzig' durch die 
■•Natar der Cufvc hestimnion, hei.ssen Brenjxpn&ctc. 

"Wir können von swei reellen und swei- imaginären Brennponctcn sprechen. 

477. Wir erhalten die Coordinaten der beiden (reellen) Brennpnnctc der darch die 

allgemeine Gleichung: . 

Aw^+2Bvw+Cv^+2Dow+2Euv-|-Fa* = ö, 

dargestellten Oerter zweiter Classe, wenn wir die Werthe von a und a, ß und /? (12) 

in die Gleichung (ll) för x" und y" fiahstitoiren. Auf diese Weise ergibt sich, wenn wir 

zugleich auch für PnndQ ihre Werthe schreiben und zusammenziehen: 

_ Dt/2i:l/((C>-F)A— (B»--P^)+V^[4(DB>>A£)^+((G-F)A--(B«^D^)g3) 

^ "" AV-J 

_ Bv/2±V^--((C-F)A-(B^— D^))+K4(PB->AE)^+((C--F)A~(B^^D^))^) 

"" "" fLV2 

^ Wir müssen in den vorstehenden Ansdrtitken die obern und untern Zeichen, oder 
jedes obere Zeichen mit einem untern zusammennehmen, je nachdem der Ausdruck 
(BD— AE) positiv oder negativ ist« 

Wenn wir annehmen, dass die allgemeine Gleichung auf den Mittelpunct der Curve 
als Anfangspunct der Coordinaten bezogen sei, und dem' entsprechend B und D gleich 
Null setzen, so gehen die obigen Werthe £5ir y und x in folgende über: 

_ ±KC-F-f-V/[(C-^F)^+/JE^]) . . 

y »/2A ; ' 

± V^(F^Cf K(C-F)^+4E^ ) 
X« p2A ;• 

Die Gleichung iei Kreises hatfiir den Fall, dass der Mittelpunct desselben zum An- 
fangspuncte der Coordinaten genommen wird, folgende Form (442): 

vM-n* =» r«; 
und mithin müssen wir zur Bestimmung der Brennpuncte In den letzten Ausdrücken 
E s= o und C =s F setzen* W^ir sehen alsdann sogleich, dass alle vier Brennpuncte in. 
den Mittelpunct des Kreises zusammenfallen und es eigentlich keine imaginären Brenn- 
puncte gibt 

Wenn .endlich die Gleichung: 

AwH-CvH^Euv+Fna « o, 
ein System vcfn zwei Puncten darstellen soll, die alsdann folgende sind (458): 

so erhalten wir die Bedingung^- Gleichung: 

E^-CF «0, 
und hiemach verwandeln sich die Coordinaten - Wcitbe der beiden reellen Brennpunct« 
in folgende: 

-- ^ _ jjr[F-C±(C+F)] I 

la dem voriiegendcn Fallvf -iro ^inr- Äen Werih vöa Q &3*fct Wurzel - AdazieBöng aof 
rationale Weise erhalten, mUsaen wir Tor dics^ Ansdrocke, ncioIkC roif (G-l-f), das 
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doppelte Zeichen einftibren, nnd swar mBssen wir in jedem Falle das Zeichen so wäh- 
len^ dass ±(C+F) positiv ist. Wenn in dem vorliegenden Falle die beiden dnrch die 
gegebene Gleicbmig dargestellten Pancte reell sind, so sind (wir 'Oebmen A positiv) C 
nndF beide negativ, und wir erhalten: 

« ^ ±^/[C^F-(C+F)] _ ^^/ F 



v^aA 



±v 



(-1)' 



j,V/[F-C-^(C+E)] / C\ 

Die Rolle der beiden Brennpnncte spielen alsdann die' beiden gegebenen Pancte selbst 

Aber anch wenn die darch die gegebene Gleichnng dargestellten Pancte imaginär 
sind, erhalten wir zwei reelle Brenhpancte, In diesem Falle mttssen wir, da C und F 
alsdann beide positiv sind, den Aasdmck (CfF) mit positivem Zeichen nehmen ond 
erhalten: 

Die beiden imagmären Brennpancte sind; wie man sogleich siebte die gegebenen Pancte 
selbst 

478. Wir wollen die Difinition der Brennpancte einer Carve sweiter Qasse, die 
wir in dem Vorstehenden gegeben haben, von der geometrischen Seite noch näher ins 
Auge fassen. Diese Pancte sind solche, welche die Eigenschaft haben, 
dass die, darch jeden derselben gehenden, beiden (imaginären) Tangen- 
ten der Garve and irgend zwei in demselben sieb rechtwinklig schnei- 
dendc gerade Linien vier Harmonicalen bilden« 

Als mit dieser Difinition gleichbedeotilnd können wir folgende nehmen: 

Die Brennpuncte einer Curpe zweiter Classe sind solche Puncte , tpelche die Ei- 
genschqß haben , dass jede durch dieselben gehende imaginäre gerade Unie eine {ima- 
ginäre) Tangente der Cwfve ist 

Diese Definition scheint mir die allgemeinste nnd natürlichste eo sein. *) 



*) Jede durch den Brennpanct gebende Tangente bildet mit der ersten Axe einen Winkel, des* 

sen trigonometrische Tangente i/— 1 ist nnd dies für jede beliebige Richtnng dieser 
Axe* Um das Paradoxe dieser Behanptang von 4er analytischen Seite fortznriinmen (von 

Eiometrischer Bedeutung kann gar keine Rede sein) oder wenigstens doch kb seigen, dass 
eein kein Widerspra<» lieft, (lige ich die folgende Bemerkung hinan. 

Man hat allgemein, indem man darch f und yff irgend svei Bogen beseichnet: 

Setzen ytit nun Umg^ «a |/ — 1, so kommt 1 

lf^-4angxlj\/^ — 1 ^^ 

Um welche reelle oder imaginäre Grösse y/ man also den Bogen 7, der snr Tangente |/— 1 
geh{(rt, Imch wachsen lassen mag, die trigonometrische Tangente des neuen ßogens bleibt 
immer gleich V^— 1» 
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' Wir hat)en m der 469« Nammer gesehen, dass der geometrische Ort fdr diejenigen • 
Pancte, in welchen solche zwei Tangenten der Carre sich schneiden, welche mit den in 
denselben Pnnct verlegten Coordinaten-Äxcn vier Harmonicalen hildcn, eine gleichsei- 
tige Hyperbel ist, deren Asymptoten den Coordinaten- Axcn parallel sind, deren Mittel« 
punct der Mittelpanct der gegebenen Carve ist^, nnd welche diese Carve in denjenigen 
vier Pu^cten schneidet, in welchen dieselbe von den, den beiden Coordinaten -Axen pa- 
rallelen, 'Tangenten berfihrt wird. Wir erhalten . eine solche gleichseitige Hyperbel für 
jede beliebige Annahme rechtwinkliger Coordinaten -Axcn. Alle diese Carven schneiden 
sich also in denselben vier Pnncten, von denen immer zwei reell and zwei imaginär sind, 
nemlich in den Brennpnncten der gegebenen Carve. 

479* Es liegen di^ Brennponcte zugleich aber aach aaf der, bei einer durchaas be* 
liebigen Annähme der Coordinaten -Axen, darch die Gleichung (lO) dargestellten Hyper- 
bel, welche der geometrische Ort derjenigen Pancte ist, welche die Eigenschaft haben, 
dass, wenn man in einen beliebigen derselben den Anfiangspnnct verlegt, ohne die Rieh« 
tang der beliebig angenommenen Coordinaten -Axen zu ändern, in der nmgeformten 
Gleichang : 

Wir wollen in dem Nächstfolgenden einen analTtischen Aasdrock für denjenigen Bogen 

suchen, welcher inr Tangente V— 1 gehört Wenn wir irgend einen Bogen durch 9 und 

die xugehörige Tangente durch n bezeichnen, so ist bekanntlich; 

u u' n^ u' ' 
y«^ __-+-«- + etc. 

und wir erhalten also (ur n sa V-^l: 

Die Reihe im zweiten Theile dieser Gleichung ist divergent; wir können daher ihre arith* 
metische Summe nicht unmittelbar bestimmen* Statt hier in detaillirte Entwicklungen einsu- 
gehen, um su selgen, dass diese Summe unendlich wird, wollen wir die Sache lieber auf 
eine 'andere Weise angreifen. 

Man hat nemlicE allgemein: , ' 

Wenn 9) wiederum den Bogen bedeutet, dessen trigonometrische Tangente l/— 1 ist, so 
ergibt sich: 

_ 1 

^^ y{l+tang^ (p) ™ *^ 

9inq) =» 1/1— coj^y « ^^^/— l, 
und mithin erscheint 9 nnter der unbestimmten F orm: 

— logC^ - e^) V — 1. 
Es ist leicht, den wahren Werth von tp zu erhalten. Denn, entwickeln wir nach der Bino* 
miaN Formel den Werth von «my, so kommt: 



\ 



y-tcosfil^l -Vy -J. ^- etc.); 



f^ 1 

SS y — XC09{ 

und hiernach : 

co$(f+nnq>\/^ » |-. 4.-. — ^.f.etcl 

und endlicht 

— /oy(co»9+«in5pl/— 1)1/^ s Sl/— 1. 
IL 
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Aw^+2B'vw+CV'+2D'uw4-2E'av+Pa* « o, 

C xs F wird. Die geometrische Dealang dieser Bedingnngs-.Gleichang ergibt sich leicht; 

denn, setzen wir in der omgeformten Gkichang nach einander a and v gleich Nall» so 

kommt : 

~ w.C 



0) 



, . D' w F 

•A V A 



Wenn C = F', so ist das Prodact der beiden Werthc von -, welche die cr$tc dieser 



V 



w 



beiden Gleichungen gibt, dem Prodocte der beiden Werthe von -, welche die zweite 



n 



Gleichung gibt» gleich. Wenn man also die beiden, jeder der beiden Coordinaten-Axen 
parallelen, -Tangenten zieht; so ist das Product der Segmente, die von diesen Tangen- 
ten auf der ersten Axe bestimmt werden, dem Producte der analogen Segmente auf der 
zweiten Axe gleich. Hieraus ist zugleich ersichtlich, dass die Hyperbel (10) auch durch 
die vier Winkelpuncte desjenigen Parallelogramms geht, das der gegebenen Curve um- 
schrieben ist und dessen Seiten den Coordinaten-Axen parallel sind. Denn für diese 
Winkelpuncte verschwinden die in Rede stehenden Producte beide zugleich. 

Die Bestimmung der Hyperbel (10) ist nur in so fem von der gegebenen Curve ab- 
hängig, als durch diese Curve das umschriebene Parallelogramm gegeben ist: nehmen 
wir dieses Parallelogramm beliebig an, so ist jene Hyperbel vollkommen bestmimt Wir 
erkennen hierin unter andern folgeaden Satz: 

Die Brennpuncte aller Curven zweiter Glosse^ tvelcke demselben ParalMogramm 
eingeschrieben sind, liegen auf einer Hyperbel^ die eine gleichseitige mrd^ wenn jen^ 
Parallelogramm ein Rechteck ist. 

Ftir jede veränderte Richtung der beiden rechtwinkligen Coordinaten-Axen erhalten 
wir ein anderes umschriebenes Parallelogramm und eine andere Hyperbel Alle solche. 
Hyperbeln gehen durch die Brennpuncte der gegebenen Curve zweiter Classc. Hiemach 
erhalten wir folgenden Satz: 

Has Product der Abstände eines ßrennpunctes einer Curpc zweiter Glosse von 
zwei parallelen Tangenten ist consianij welche Richtung wir diesen parallelen Tangen^ 
ten auch geben mögen. 

An diesen Satz hätten wir ebenfalls die Definition der Brennpuncte anknüpfen und 
also solche Pnncte Brennpnncte nennen können, welche die eben ausgesprochene Eigen« 
Schaft haben. Doch wenn diese geometrische Definition vor der obigen auch den Vorzug 
haben mag, dass sie von imaginären Grossen nnabhän^g ist, so ist sie, von der andern 
Seite, weniger allgemein, denn sie verliert für den Fall der Parabel ihre Anwendbarkeit 

Ans dem letzten Satze und einer allbekannten Eigenschaft des JCreises geht endlich 
noch folgender Satz hervor: 

Die Fusspuncte^ der von hinem der Brennpuncte auf alle Tangenten einer Gurve 
zweiter Glasse gefällten Perpendikel, oder überhaupt, der nach denselben unter irgend 
einem gegebenen Winkel gezogenen geraden Linien, liegen auf dem Umfange ein und 
demselben Kreises. 

Dieser bekannte Satz (342) schliesst sich also nnmitteldar an die Definition der 
Brennpuncte an. 
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480. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall nnberScksichtigt gelassen, wo die gcge* 
bene Carve eine Parabel ist. ^lehnlen wir für die allgemeine Gleichung derselben: 

2Bvw+Cv'+2Duw+2Eav+Fii* =* o, 
so geht die umgeformte Gleichnng (l) in folgende über : 

2BDw+(C-2Bx')vV2Daw+2(E-Dx— By')av+(F— 2Dy)a« « o. 
Wenn wir die Coordinaten' des nenen Anfangspanctes darch folgende beide lineare 
Gleichungen bestimmen: 

By'+Dx'^E «0, 

2(Dy'-Bx'>+.C-F « o, ^'^^ 

so erhält die umgeformte Gleichnng folgende Form: 

2Bvw+2Duw+C(v^n') = o, (i*) 

nnd^ hiemach folgende : 



(v+?w)h.(u+^,w)^ 



BM-D » j 



Aus den beiden Gleichungen (ii) erhalten wir: 

, 2BE--D(C--F) 

'^ "^ -^2(62+0^) * 

, 2DE+B(C-F) 

* ^ 2(B*+D^) • 

Diese Werthe von y' nnd x' we/den nur dann unendlich, wenn 

BM-D« = 0, 
und diese Gleichung wird nur dann befriedigt^ wenn zogleith 

B = 0, D = o. 

In diesem Falle geht die gegebene Gleichung in folgende übeY: 

Cv^2Euv+Fn* == o, 
und stellt also ein System zweier unendlich weit entfernt liegender Pancte dar, Wenn 
wir von diesem speciellen Falle abstrahiren, so ist die in Rede stehende Coordinaten-' 
Umformung immer, aber nur auf eine einzige. Weise ^ möglich; denn dir den Coordina- 
ten des neue^ Anfangspunctes erhalten wir in allen obigen Fällen reelle pnd endliche 
Werthe. 

Den neuen Anfangspunct, der immer derselbe Punct bleibt, wie wir aach die Rieh* 
tnng der beiden rechtwinkligen Coordinaten - Axen bestimmen mögen (476)1 nennen wir 
den Brennpunct der ParabeL Die* Parabel hat nur dineii Brennpunct. 

Wir haben : 

c r anr CD^2BDE+ra» 
C « C-2Bx' « ^g,^^^ . 

und hiemach verwandelt sich die Gleichung (13) in folgende; 

2B(B*+D2)vw+2D(B^+D«)uw+(CD^— 2BDE+FB^)(n*+v^) ^ o. ^ 

481. Wenn wir y nnd x' als veränderliche Grössen betrachten pqd demnach die Ac- 
cente fortlassen, so stellt die erste der beiden Gleichungen (13); 

By+Dx-E « o, (16) 

wie wir schon in der 471. Nummer bemerkt haben» diejeuigc gerade Linie dar, welche 
die Bcrtihrungspnncte auf den beiden den Coordinaten -Axen parallelen Tangenten ver- 
bindet. Wenn wir die Richtung der Axen, auf alle mögliche Weise ändern , so erhalten 
wir unendlich viele solcher gerader Linien , die alle durch ein nnd denselben Funct gehen. 

9* 
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Hiernach können wir die allgemeine Definition der Brennpnncie (478) (Ür deh Fall der 
Parabel auf folgende Weise amschreiben: ^ "^ 

diejenige gerade Linie j welche die Berührungspuncte auf irgend zweien auf ein* 
ander senkrechten Tangenten einer gegebenen Parabel (verbindet , geht durch einen fe- 
sten Punct: dieser Punct heisst der Brennpunct der ParabeL 

482. Der Brennpanct liegt femer auf der durch folgende Gleichong: 

«(Dy-Bx)+C-F ^ o, (,6) 

dargestellten geraden Linie. Diese Gleicbang wird befriedigt, wenn wir zogleich 

F f*' 

setzen. Hieraus folgt, wie man leicht sieht (468), dass die bezügliche gerade Linie dorcb 
den Darchschnitt der beiden , der Coordinaten-Axen parallelen, Tai^enten geht *Za> 
gleich ist ersichtlich, dass diese gerade Linie auf der geraden Linie (l5) senkrecht steht 
Also:* 

Wenn man Qon dem Durchschnüispuncte zweier auf einander senkrechter Tangen- 
ten einer gegebenen Parabel ein Perpendikel auf diejenige gerade Linie y welche die 
beiden Berührungspuncte (verbindet, fallt, so ist der fusspunct dieses Perpendikels der 
Brennpunct der Parabel. 

Auch an diesen Satz könnten wir die Definition des Brennpnnctes der Parabel an- 
knüpfen. 

483. Wenn, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Axen, in der um- 
geformten Gleichmigi die wir wiederum, der Kürze halber, auf folgende Weise schrei- 
ben wollen : 

Aw^+2BVw-t-C'v^+2D uw+aE'uv+E'u* == o, 

die Coefficienten von v^ und n^ gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen sind, so hat 

diese Gleichung, wenn wir w == 1 setzen und v und u als die eigentlichen veränderlichen 

Grrossen betrachten, die Form der gewöhnlichen Gleichung der gleichseitigen 

Hy p e r b e 1. Die Gleichung : 

C s= — F', • 

gibt aber, wenn wir substituircn, folgende Be£ngungs - Gleichung zwischen den Coordi- 

. naien des neuen. Anfangspunctes: 

Ay»— 2Dy+F « — (Ax^-aBx+C), (17) 

wenn y und j^ diese Coordinaten bedeuten. Dieser Gleichung können wir folgende Form 

ffeben: 

/ I>\\/ B\^ B«+D2-A(C+F) , . 

(y~A;n^""A; = ^ a^ — • <'*> 

Wir können also, im Allgemeinen, auf unendlich viele Arten durch blosse Verlegung 
des Anfangspunctes der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter Classe die Form der 
Gleichung der gleichseitigen Hyperbel geben. Der geometrische Ort für den neuen An- 
fangspunct der Coordinaten ist ein Kreis, dessen Mittclpunct der Mittelpunct des gegebe- 
nen Ortes zweiter Classe ist 

Um den in Rede stehenden Kreis zu construiren, bemerken wir, dass ^e Gleichung 
(17) befriedigt wird^ wenn wir y und x durch folgende beide Gleichungen: 

Ay2— Dy-FF « o, 
Ax^-Bx+C « o. 
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bestimmen. ' Es geht dieser Kreis also darch die vier WmkeljiDncte eines nm die gege- 
bene Gnrve beschriebenen Rechtecks, dessen gegenüberliegende Seiten den Coordinaten* 
Axen parallel sind. Der Kreis ist faierdarch vollkommen bestimmt 

Wenn C gleich (--F') bt, ond wir in der umgeformten Gleichang w gleich NoK 
setzen« so ergibt sich: 

Hierans folgt, dass die beiden darch den neuen Anfangspnnct gehend,en Tangenten auf 
einander senkrecht stehen. Wenn, umgekehrt, diese Tangenten auf einander senkrecht 
stehen,' so ist in derjenigen Gleichung, die der letzten Gleichung entspricht, das letzte 
Glied immer gleich ( — l) und also sind in der allgemeinen Gleichung die Goefficienten 
von n^ und v^ gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen. Wenn wir also die neuen 
Coordinaten-Axen um den Anfangspnnct sich drehen lassen > so behalt die allgemeine 
Gleichung immer die besagte Form. Hieraus folgt zugleich, dass, welch ein rechtwinklig 
ges Coordinaten- System wir ursprünglich auch annehmen mögen, der durch (l8) darge- 
, stellte Kreis immer derselbe bleibt, und dass mithin die Winkelpuncte aller der 
gegebenen Curve zweiter Classc umschriebenen Rechtecke auf dem 
Umfange ein und desselben Kreises liegen. Demselben Satze werden wir spä* 
ter nochmals begegnen (510). 

Der durch die Gleichung (l8) dargestellte Kreis wird imaginär und also die in Rede 
stehende Coordinaten -Verwandlung unmöglich, wenn 

B^+D» < A(C+F)j 
derselbe Kreis reducirtsich auf einen Punct und die Coordinaten - Verwandlung ist klar 
auf eine einzige Weise möglich , wenn 

B^+D» « A(C+F). 

Dieser letzte Fall bezieht sich auf die gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten sich 
nnter rechten Winkeln schneiden. Der Mittelponct derselben liegt nothwendig auf dem 
Kreise (18} und dieser Kreis mnss daher auf einen Punct sich reduciren. In der Glei* 
chung der gleichseitigen Hyperbel sind die Coefißcienten von v^ und u^ nur dann gleich 
und von' entgegengesetztem. Zeichen, wenn die rechtwinkligen Coordinaten -Axen zwei 
Durchmesser derselben sind (343)- 

Für den Fall der Parabel, wo A gleich Null ist, reducirt sich die Gleichung (17) 

auf folgende : 

Dx+Bx ^ C+F, («9) . 

und stellt mithin eine gerade Linie dar. ' 

Die Winkelpuncte aller rechten Winkel^ deren Schenkel eine gegebene Parabel be- 
" rühren y liegen auf derselben geraden Linie. 

Wenn die Coordinaten -Axen rechtwinklig sind und in irgend einem Punctc der ge- 
raden Linie (19) sich' schneiden , so sind in der Gleichang der Parabel die Coefficienten 
von v^ und u^ gleich und von entgegengesetztem Zeichen. 

£184. Wenn wir in der umgeformten Gleichung : 

AwM-2B'vw+CvH«D'uw-RE'nv+Fu^ «a 0, 
nochmals w gleich Eins setzen, so ist dieselbe in Beziehung auf die beiden übrigen ver« 
änderlichen Grossen v und ti, eben so beschaffen, als die ge wohnliche Gleichung der Pa-s 
rabel in-Bcziehung aufs und y, wenn nachstehende Bedingnngs- Gleichung Statt findet 
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E'*— C'F - o. (t.) 

Es i»t aber: 

C = Ax*-2Bx'+C 

F = Ay'«— 2Dy +F, 

E' = Ax'y'-By'-Dx'+E. 

Sabstitairen wir diese .Werthe fiir C, F nnd E' in die obige Bediiigiiiigs>Gleicbiiog, so 

kommt nach einer leichten Redaction , wenn wir sogleich die Acccnte tod 7' nnd x' fort- 

Iassgü * 

(B*— AC)y'+a(AE-BD)xy-f<D«-AF)x«-|-2(CD-BE)y 

+2(BF-DE>+(E»— CF) - o. (.1) 

Wenn wir in der hiernach nmgeformten Gleichung w a o setzen, so erhalten wir 
fSr die beiden dorch den Anlangspnnct der Coordinaten gehenden Tangenten: 

und diese Gleichang hat gleiclie Worzeln, wenn die Bedingungs-Gleichang (21) befrie- 
digt wird. Jene beiden Tangenten fallen in diesem Falle znsammen, was, wenn die alt 
gemeine Gleichung nicht ein System von zwei Poncten darstellt, offenbar nur dann ge- 
schehen kann^ wenn der neue Anfangspnnct anf. dem Umfange der gegebenen Cnrre 
zweiter Classe angenommen wird* Wenn wir also y and x als veränderEche Grossen be- 
trachten, so stellt die Glerchnng (21) dieselbe Corvc durch gewöhnliche Coordinaten dar. 

(|85. Wir können der allgemeinen Gleichang der Cnrven zweiter Gasse : 
Aw*+Bvw+Cv^+2Daw+2Env+Fn* « o, 
eine symmetrische Form geben, wenn neben der Bedingnngs •'Gleichang: 

E»— CF = o, 
aach noch die beiden Bedingnngs Gleichungen: 

B«-AC s o, D^AF « 0, 

bestehen. Wir erhaltet alsdann: 

nnd hiernach verwandelt sich die gegebene Gleichang, wenn wir zugleich mit A multipli* 
circnj in folgende: 

AV+2ABvw+B«?'+2ADnw±2BDav-fDV « o. 
Wenn wir in dieser Gleichang das obere Zeichen nehmen, so können wir ihr folgende 
Form geben; 

(Aw+Bv+Du)» « o, 
sie stellt also in diesem Falle zwei zusammenOadlende Puncte dar. Es ist dies in Ueber* 
einstimmung mit der 459« Nummer, weil man alsdann 

AE^BD « o . 

erhält. Abstrahiren wir von diesem Falle and nehmen das untere Zeichen, so stellt die 
allgemeine Gleichung eine Hyperbel dar, die durch den Anfangspunct der Coordinaten 
geht und deren Asymptoten den Coordinaten -Azen parallel sind. Diese Gleichang nimmt 
alsdann folgende Form an: 

(AwH-Bv4-Da)^ « /iBDav. 

Wemi wir" die Quadrat -Wurzel aus den beiden Tbeilen dieser Gleichang sieben, $0 
kommt; 

Aw^Bv^Du « qB'^*D%\'^\ 
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Qod wenn wir anders ordnen; 

Bv+2B%D%aVivyi+Da « — Aw. 
Ziehen wir nochmals die Quadrat- Worzei ans, so ei^bt sich: 

B%vyi+D%uVt 5= (— A)%w%. 
Die Constanten dieser Gleichung sind^ wenn wir A gleich Eins setzen , die Mittelpnnct- 
Coordinaten der gegebenen Carve. 

$2. 

Veränderung der Richtung der Coordmaten-Asen. Bestimmung der €hrö$$e 
und Richtung zugeordneter Durchmesser. 

fi86. Es sei wiederum: 

AwM-aBvw+CvM-2Daw+öEnv+Fn« » o, (i) 

die allgemeine Gleichung der geometrischen Oerter zweiter Classe. Den Winkel» den 
die beiden Coordinaten-Axen mit einander bilden, wollen wir 9 nennen. Indem wir den 
Anfangspunct beibehalten , wollen wir die erste Axe um irgend einen Winkel 9 und die 
zweite Axo um irgend einen Winkel v^' sich drehen lassen. Alsdann müssen wir , um 
dieselbe Cnrve, welche bei einer beliebigen Constanten -Bestimmung durch die Gleichung 
(1) dargestellt wird, auf die neuen Coordinaten-Axen zu beziehen, in- der Gleichung (1), 
nachdem wir zuvor durch w« dividirt haben: 

vrsinS wj//zS * 

an die Stelle von - und - schreiben; wenn wir die Bezeichnung der 1^2. Num« beibehalten 
und demnach den neuen Coordinaten- Winkel S, den Winkel, welchen die neue sweite 
Axe mit der ersten ursprünglichen bildet, 9, und endlich den Winkel, den die neue 
erste Axe mit der zweiten ursprünglichen bildet, rp nennen. Durch diese Substitution 
yerwandeU sich die gegebene Gleichung in folgende: 

. ^ _ Bsinqy-hDsinip , _ BsÄiy'+D^iWV'' 
Aw*— 2. • y, • uw-r*. . ^ • VW 

Cdn(psin(p+E{sinq>sin^ ' +siurl/sin(i/yhVsin}psin\ ^ 
-2. - -^^.^,g . UV 

, CimV^2Esi7i95i>i^F5ÄiV « 

. C5/nV+2E^n./5/«t//'+FÄ7iV , , x 

H --ig . V» ^ o. (a) 

Für die beiden neuen Axen erhalten wir folgende Coordinaten -Wertbc: 

sin(p sintp 

sini/j^ sinxf/* 

die wir der Kürze halber durch V nnd y'- bezeichnen wollen. Durch die Einfahrong die- 
ser Grossen erhält die Gleichung (3) folgende Form: 

Aw».-2^(Bv'+D)uw+2^'(Bv'+D)vw 
.2. f^5^CvV'+E(v+v>f.F)av 
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+^CV«+2EV+F)a« 

+^(Cv''»+2Et-+F)v« « 0. (i) 

k&T- Wenn wir zuerst (Ue Coe£Bdenten von a' nnd y* betrachten, nemlich folgende 
Ausdrücke i 

^■(CV"+2E,"+F), 

SO ist ersichtlich, dass eine einzige Gleichung vom zweiten Grade diejenigen Werthe von' 

V und v" za Wurzeln hat , die machen , dass ans der umgeformten Gleichung die mit n' 
and v^ behafteten Glieder ausfallen. Diese Gleichung, deren Wurzeln jene Werthe von 

V und v' sind, ist folgendes 

Cz«4-2Ez+F « o. (♦) 

Hieraus folgt, dass, wenn es möglich ist^ aus der allgemeinen Gleichung das eine der 

beiden in Rede stehenden Glieder fortzuschaffen, es immer auch möglich ist, das andere 

derselbeü aus dieser Gleichung ausfallen zu lassen. Und dieses ist dann immer möglich, 

wenn 

E^— CF > o oder E^-CF = o. 

Doch können in dem letztern Falle nicht jene beiden Glieder zugleich fortgeschafft wer- 

den> denn, wenn dies geschähe , würden die beiden neuen Coordinaten - Axen zusammen* 

fallen. 

, -^ 

tJQß. Wenn aus der umgeformten Gleichung die beiden mit u^ und v^ behafteten 
Glieder verschwinden, so stellt diese Gleichung, wie wir schon früher bemerkt haben, 
einen geometrischen Ort dar, der von den beiden Coordinaten- Axen berührt wird. Pnrcb 
die Wurzeln der Gleichung (4) ist also die Richtung derjenigen beiden geraden Linien 
bestimmt, die durch den ursprünglichen Anfangspunct gehen und die durch die allge- 
meine Gleichung gegebene Gujrve berühren. Dieser Anfangspunct liegt ausserhalb der 
Cnrve, innerhalb derselben oder auf ihrem Umfange, je nachdem 

E^-CF > o, E^-^CF < 0, E^^CF « o. 

489. Wenn der Mittelpunct der Curve in den Anfangspunct der Coordinaten fallt, 
d. h. wenn in der gegebenen Gleichung B nnd D gleich Noll sind , so bestimmen die 
Wurzeln der Gleichung (4), nemlich: 

-E±v/(E^-CF) . 

■— G ' ^^^ 

die Richtung der beiden AsjpmtotenK Dieser' Ausdruck zeigt, dass, weil der Mittelpunct 
der Hyperbel ausserhalb, der Mittelpunct der Ellipse aber innerhalb der Curve li^, in 
dem ersten Falle die Asymptoten reell , in dem zweiten Falle imaginär sind. 

Wenn der Mittelpunct nicht in den Anfangspunct der Coordinaten fällt, so mfi$5en 
wir, um die Richtung der Asymptoten zu bestimmen, zuvörderst den Anfangspqnct in 
jenen Punct verlegen, und also, was sogleich aus der Form der Gleichung (4) der 455. 
Nummer ejhellt, C, E und F mit 

AC-B» AE— B D AF-^ 

A« ' —X«—* A« • 
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Tcrtaoscfaen und erhalten mitlim statt (5) : 

-(AE-ßD)±i/((AE-BD)«~(ÄC-B»)(AF-D^)) , , . 

^ jj^Z:^^ ^ : (6) 

dieselben Aosdrlicke» die wir bereits scboü in der 456. Nammer erhalten haben. 

Um die Scfpnente zq bestimmen, welche auf der zweiten Axe von den beiden Asymp- 
toten abgeschnitten werden, 'müssen wir in die Gleichang des Mittelpanctcs der Cnrve: 

Aw+Bv+D = o, . 

filr T die vorstehenden Werthe snbstituiren , und die entsprechenden Werthc für w ent- 
wickeln. Auf diese Weise kommt: 

_ A(BE-CD)TB ^/((AE-BD)MAC-B>)(AF--D^)) 
w - A(AC-B») • 

490. Der Winkel, den die beiden Asymptoten mit einander bilden, und don wir tj 
nennen wollen, ist, wenn wir die beiden Aasdrücke bei (6) durch a und a bezeichnen, 
durch folgende Gleichang gegeben : 

^^^gn - |+(a+a')r<>5*+aa'- 
Wir haben aber: 

2(AE-BD) 



AF-D^ 

Ac:^B^* 

-^ - V/C(AE^BD)»- (AC-B ^(AF^D ^)) 



^ "" ac::b^* 



AC-B» 
und mithin: . ^, 

2K(AE^BDy~(AC->B^)(AF->D^))^m^ 

^' (AC-B^K2(AE-BD)^05^-KAF-D^) ' ^^^ 

Wenn die Hyperbel eine gleichseitige d. h. der Asymptoten -Winkel ein rechter 
ist, so kommt: 

(AC-B^)-2(AE-^BD)co5iM-(AF— D^) = o, (•) 

und für detf besondem Fall eine^ rechtwinkligen Coordinaten- Systems: , 

A(C+F)-^B«-^D2 « o. (0 

Wenn der Anfangspnnct der Coordinaten mit dem Mittelpuncte der Curve zusam- 
menfäUl, so reduciren sich die Gleichungen (7), (8) und (9), indem wir B « D === u 
setzen, auf folgende: 

C--2Eco5^+F ^ 0, (11) 

C+F = 0. (la) 

49t. Wenn ans der umgeformten Gleichung durch die angezeigte Coordinaten -Ver- 
wandlung die mit v^ und n^ behafteten Glieder ausfallen, so verwandelt sich der Coeffi- 
ctent von uv , ncmlicb der Ausdruck ; . ~ 

' -2. ^i^2^CvV>E(v>V)H-F). (.3) 

da 

. ,. F . , 2E- 

r? ' ^"^"^ ** — (T* 

Bonäch'st in folgenden: 

II. 10 
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simi/anrl/ E'—CF , , 

Ans den Gleichungen: 

sintp sin(yM'd) „ sinxp SM(y/+d) 

simp simy smyr siny/ 



folgt ferner: 

nnj^ da endlich ; 
so ergibt sich : 



V -v" 2KE«— CF] 



Hiemach geht der Ansdrack (14) in folgende iiberc 

2, fä|KE'-cri » >^.. 

Ä»! ^ •* smipsiny/ 

493. Wir wollen uns hier anf den Fall beschränken, dass der Anlangspanct der 
•Coordinatcn mit dem Mittelpnncte der bezüglichen Canre zasammenPällt. Wenn wir 
alsdann die beiden Azen sich so drehen fassen > dass sie mit den beiden Asymptoten der 
Cnnre, die, wenn die in Rede stehende Coordinaten-Yen^andlang möglich ist, eine 
Hyperbel sein piass^ zosammenfallen ^ so erhalten wir folgende Gleichung: 

AwM-2^ fi£v/(E^-CF)av « o, 

indem wir tj an die Stelle von ^ schreiben. Ans (10) erhalten wir: 

und hiemach verwandelt sich die vorstehende Gleichnng der auf ihre Asjrmptotcn bezo- 
gene Hyperbel in folgende : 

AwH^K[CM-4EH-F*— 4E(C+.F)ro554.2CF<:o^d]av « o, 
nnd wenn der nrsprOngliche Co ordinalen -Winkel ein rechter ist, in: 

Aw2+K(C— F)^4E'liiv = o. — 

493* Wenn aus der umgeformten Gleichnng (3) das mit nv behaftete Glied ausfallen 
soll, so erhallen wir folgende Bedingnngs- Gleichung: 

Cv v"+E(v'+v")+F = o. 
Diese Gleichung kann auf unendlich verschiedene Weise befriedigt werden, und zwar s6, 
dass wir hierbei den Werth für v und v" beliebig annehmen können. Bestimmen wir v" 
durch y'y so kommt: 

^ ~ E+C7' . . 

Hiernach erhalten irir: 

Cv *+2Ev +F = i ^t^JC^* • ('5> 

Wenn wir also die omgeformte Gleichnng, der Kürze halber,, anf folgende Weise 
schreiben : 

, ... Aw'+aB'vw+CvM-aD'nw+Fa« =.0, (,t) 

und mithin: 
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^ *" ^Cv"M.2Ev'.f.F), 
setzen 9 so embt sich: 

494. Aas der Gleichung (16) kSnnen wir, im Allgemeinen, keines der beiden mit 
u^ and v^ behafteten Glieder mehr fort8cha£Fen$ denn wenn %. B. F gleich Null sein soll, 

SP müssen wi/ jm Allgemeinen : 

Cv"M-2Ev'+F = 0, (is) 

setzen/ nnd 4icsc Gleichimg bripgt nach (l5), im Allgemeinen folgende mit sich: 

CVM-2Ev'+F = 0, 
und also w&rdi; C zngleicb mit F verscliwinden. Es konnte diess aber nur auf eine dop- 
pelte Weise geschehen 1 einmal wenn y" und v gleich, das andere Mal wenn v" nnd v' 
\yarzeln derselben quadratischen Gleichung wären. In dem erstem Falle würde die 
Cpordinaten «^ Yerwandlang illusorisch, weil die beiden neuen Axen zusammenfallen wlir* 
den. In dem zweiten Falle ^rhalten wir die^Bedingungs- Gleichung t 

CF-E« « 0- 
Wenn aber diese Gleicfanng befriedigt wird, so verschwindet in diesem besondern Falle 
C und F', im Allgemeinen, nicht za gleicher Zeit Die Gleichung (18) gibt alsdann ffir 

t" gleiche Werthe, und man bat: 

Cv^+E « o. - 

JQie Gleichung (15) zeigt, dass alsdann, im Allgemeinen, F verschwindet und C nicht 

In diesem Falle liegt aber der Anfangspnnct auf der Curve nnd die zweite Axe ist eine 

Tangente derselben« Wpnn wir, immer in der Voraussetzung, dass: 

CF-E» « o, 

C » o setzen, so ergibt sicha 

* Cv'+E = 05 

mtd die Curvc wird von der ersten Coordinaten-Axcn berührt, während die zweite Axe 

F' 
jede beliebige Richtung haben kann» Alsdann aber erscheint der Ausdruck für 7^, untejr 

der Form -, und wir sehen sogleich , dass der wahre Wertb dieses Ausdruckes unend- 
lich wird und also F nicht zugleich mit Q verschwindet« 

/»95. Wenn also der Anfangspunct der Coordinatcn in irgend einem Puncte der 
durch die Gleichung (l) dargestellten Curve liegte so geht die umgeformte Gleichtmg (3), 
wenn wir: 

Cv"+E = o^ 
setzen, in folgende tiber: 



sin\ff ^ , ^ sinx^ / BE—CD \ 
Aw'— 2-7-J(Bv+D)uw— 2-r~ ( T^ — )y 



-f^^(Cv'+E)«d« = o. (.9) 

Wir J^önnen die Form dieser Gleichung noch vereinfachen, wenn wir die erste Axe 
durch den Mittelpunct der Curve legen nnd zu diesem Enrle; 

Bv+D « o , 
setzen. Alsdann verwandelt^ sich nemllch die letzte Gleichung in folgendem 

10 * 
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Wenn A = o and also die beziigllchc Corve eine Parabel ist, so gehen die beiden 
. Gtcichangen (19) und(20) in folgende über: 

2*t«KBv+D)uw+2swv'.2ig^.nw-Ä?(Cv'-|-E)»a» » o, 
, ^sint//sir^ B« ' 

° "^ ^-la^ ccBfi-Cß/*- 

Die Coefficienten 9 die in der letzten Gleicliang vorkommen, zu entwickeln, liegt nicht 
in unserer Absicht j es kommt nns nur daranf an , anf die Form dieser Gleichongen auf- 
mftksam zU machen. 

496. Nachdem wir den besondern Fall, wo der Anfangsponct anf der Cnrve liegt, 
nnd wo, wenn wir das mit n^ oder v^ behaftete Glied fortschaffen .wollen, sogleich aach 
das mit nv behaftete Glied ausfallt, betrachtet haben, wenden wir nns zur Gleichung (16}: 

Aw2+2B'vw+CV+2D uw+Fu» «= o (i'ö) 

zurück. Die beiden neuen Axen^ auf welche diese Gleichung bezogen ist, bilden, wie 
wir es fiir den gleichen Fall in der 469. Nummer schon bemerkt haben, mit den beiden 
Tom Anfangspuncte an die Curvc gelegten Tangenten vier Harmonicalen» Dicss hat in 
. der Construction dann, wenn der Aiifangspunct innerhalb liegt, keine unmittelbare Be- 
deutung mehr; doch, analytisch genommen, können wir diese Beziehung auch 'dann uns 
fortbestehend denken. Denn, von vier Harmonicalcn sowol, als von vier harmonischen 
Theilungspnncten, können zwei imaginär werden. 

497-, Wenn der Anfangspunct der Coordinaten in den Mittelpunct der Curvc fällt, 
so ist: ^ 

nnd hiernach geht die Gleichung (t6) in folgende über: , 

Aw^Cv^H-Fü« « o. (ai) 

In diesem Falle sind die beiden neupn Axen zwei Durchmesser der Curve, und aus dem 
Vorstehenden ergibt sich, dass wir einen ' derselben ganz beliebig annehmen und dann, 
anf einzige Weise, den andern bestimmen können. Setzen wir in der vorstehenden 

Gleichung nach einander - und - gleich Null, so erhalten wir beidesmal für - zwei 

gleiche und entgegengesetzte Werthe. Wenn man also von irgend einem Puncte eines 
beliebigen jener beiden Durchmesser zwei Tangenten an die Curvc nnd eine dem andern 
Durchmesser parallele gerade Linie, zieht, so bilden die drei gerade Linien, welche man. 
auf diese W^^ise crhäjt, mit jenem erstgenannten Durchmesser vier Harmonicalcn. 
Liegt jener auf einem Darcbmesser beliebig angenommene Punct zugleich auf der Cnrve, 
so fallen die beiden Tangenten zusammen und sind mitbin, da mit zwei zusammenfallen- 
den Harmonicalcn nothwendig noch eine dritte zusammenfallen muss, dem andern Durch- 
messer parallel. 

Wir erhalten die jenen beiden Durchmessern parallele Tangenten, wenn wir in der 
letzten Gleichung nach einander u nnd v gleich Null setzen. Auf diese Weise 
kommt: 
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w ./ C 

w F 

Oarch diese Aasdriickc für - ond - ist also die Grosse der beiden halben in der erste 
^ V u 

und zweite Coordinaten-Axe fallenden Dorchmesser der Cnrve gegeben. 

Die beiden in Rede stehenden Dorchmesser heissen angeordnete. Jeder Durch- 
messer hat seinen zugeordneten. 

496* Setzen vir in der Gleichung (21) w a o, so erhalten wir für die Asynyptoten 

der Carve> 

V F 

Es bilden dieselben also mit den beiden Coordinaten » Axen j. yrie wir bereits ;5chon be- 
merkt haben, vier Harmonicalen. ^ 

JDie beiden Asymptoten und irgend zwei zugeordnete Durchmesser einer Cun^e zwei- 
ter Classe bilden ein System von vier Harmonicalen. 

Nach dem vorstehenden Satze ergibt sich auf die leichteste Weise die Construclion 
folgender beiden Aufgaben: ^ 

IVenn die Richtung der beiden Asymptoten und eines Durchmessers einer Curvc 
zweiter Classe gegeben ist, die Richtung des zugeordneten Durchmessers zu finden. 

Wenn die Richtung irgend zweier zugeordneten Durchmesser und einer Asymptote 
einer Hyperbel gegeben ist, die Richtung der andern Asymptote zu bestimmen. 

Und endlich schliesst sich hier aach noch folgende Aafgabe an: 
Wenn die Richtung irgend zweier Paare zugeordneter Durchmesser einer Curve 
zweiter Classe gegeben isty die Richtung der beiden Asymptoten zu bestimmen. ' 

Diese letzte Aufgabe kömmt darauf hinaus ^ zwei gerade Linien zu constrüiren, die 
mit jedem dtr beiden Paare zugeordneter Durchmesser ein System von vier Harmonica« 
len bilden , und hierzu gelangen wir durch die Constrnction der Wurzeln einer leicht zu 
entwickelnden quadratischen Gleichung. Für den Falle, dass diese Wurzeln imaginär 
werden, sind die Cnrven, denen jene beiden Paare zugeordneter Durchmesser angehören^ 
Ellipsen« 

An die letzten Bemerkungen knüpft sich auch noch folgender Satz: 

Wenn man einer Asymptote einer Hyperbel irgend eine gerade Unie parallel zieht, 
so werden von irgend zwei Durchmessern und ihren beiden zugeordneten at^ dieser ge- 
raden Idnie gleiche Stücke interceptirt. '— 

499- Wenn wir die Grössen der in die beiden Coordinatcn - Axen fallenden Durch- 
messer der ,Curve zweiter Classe als Constante in der Gleichung, derselben cinfiihren und 
demnach 

*^ A *' 
F 

setzen 9 so geht die Gleichung (2l) in folgende über: 
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Für den Fall der Ellipse sind a und b beide reell; t&r den Fall der Hyperbel ist eine 
die^r beiden Grössen reell, die andere imaginär. . Yertaascben wir demnach, wenn 'a 
oder b imaginär werden, diese Grössen mit aV^— 1 nnd bk'— i , so /erhalten rwrlr: 

w 1= ±aV^b^a^ 
für die Gleichung einer auf zwei ihrer zugeordneten Durchmesser bezogenen ByperbeL 
Wir müssen in dieser Gleichung die obem oder nntem Zeichen nehmen j je nachdem 
die erste oder zweite Coordinatcn-Axe der Gurve begegnet Von s^weien zugeordneten 
Durchmessern einer Hyperbel ist immer einer imaginSr. Gewöhnlich aber nimmt man iUr 
diesen Durchmesser eine reelle Grösse und nennt ^ B« a und h diejenigen halben Durchs 
messer der durch die; letzte Glelqhpng ^rgest€ll}en'|Iyperbel, die in die erste nnd zweite 
Coordlnaten • Aze fallen. — ^ 

500. Zwei zugeordnete Durchmesser einer GnriKe .zweit<;r Classe, die anf^einandar 

senkrecht stehen, heissen die Axen der Carr^ Wenn ly^ir annehmen, dass der An- 

fangspunct der Coordinaten in dep Mittelponct 4^ Corve ialle^ und wir also folgende 

Gleichung zu Grunde legen; 

Aw«4-Cv'+2Env+Fn> « o, (at> 

so erhalten wir j um die Richtung der beiden Axen zn bestimmen i folgende beide Glei- 
chungen : « -• * 

Yy"+(y+r)cos9+i « 0. ^•^-^ 

Da diese beiden Gleichungen in Beziehung auf y nnd v" symmetrisch sind, so .sind diese 
Grössen Wurzeln derselben Gleichung des zweiten Grades, nnd diese Gleichung erhalten 
wir sogleich , wenn wir zwischen den vorstehenden beiden Gleichungen die Werthe von 
V y" und (v+v") eliminircn. Man findets 

F— C E--Fcos9 , , 

^ "^E=G5^^ E-Cco5* * ^- <•♦> 

Wenn: 

F« C, 

so reducirt sich die vorstehende Gleichung auf folgende : 

v^— 1 *= o. 

Bezeichnen wir den Winkel, welchen eine der beiden Axen der .Corve mit der ersten 

Coordinaten '«Aze bildet, durch co, so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (l^/i): 

— ^'^^ 1 ^^'^(°>+V2^) cosa 

sin(ß^coi) "^ sin{^ — cd— %ä) i:os{& — ») * 

und da die Summe dieser Wurzeln für den in Rede stehenden Fall NoU ist, so kommt: 

=a sin(&'^al)cos(o^sina>cos(^'~<o) « sin(&-^2w), 
also* ist Q> S3 Vi^» und somit halbircn die beiden fizcn die J)eiden Paare der von den. 
Coordinaten* Axen gebildeten Scheitel wJnkeL 

Die beiden Cocflicientcn in der Gleichung {24) erscheinen ^nter der iinbosCinimten 
Form -, oder, was dasselbe belsst, die beidco Gleichungen (23) werden identisch, rmn 

F = C, E-G:os^ =* E—F4:üs9 - ^. 

Alsdaun gibt es nur rechtwinklige Systeme zugeordneter Durchmesser nnd die .cnitc .der 
Gleichungen (23) drückt anders nichts aus, als dass je zwei sich rechtwinklig schneidend« 
Durchm^ser zugeordnete sind. 



Oerter zweiter Classe. 79 

Wenn wir Blatt def Gleicbnng (22) die allgemeinsie Gleichang: 
Aw^-2Bvw+CvM-^Daw+2Eav+Fa* « o, 
so Grunde legen; so gehen die beiden letzten Bedingangs • Gleichungen in folgende 
aber: 

AC-B* ^ AF~DS AE— BD « (AC-B^)ro^*. 

Wir konnex^ der allgemeinen Gleichung , nachdem wir dieselbe mit A mulliplicirt haben, 
folgende Form geben: 

(Aw^+Bv+Do)»+(AG—B>M-2(AE-BD)nv-KAF-DV « 0, 
und dann erhalten wir mit Berücksichtigung der letzten Bedingnngs • Glcichnng : 

(Aw+Bv+Do)2 - ö -'^^• 
In dieser Gleichung erkennen wir (44^^ sogleich die Gleichung, eines Kreises wieder, 
dessen MitteIpnncts*Coordinateo 7- nnd ^ sind nnd dessen Radios l/B*— AC ist 

Je zwei zugeordnete Durchmesser eines Kreises stehen auf einander senkrecht; und, 
umgekehrt, je zwei auf einander senkrecht stehende Durchmesser eines Kreises sind zu- 
geordnete. 

501. Wenn wir annehmen,^ dass der Coordinaten- Winkel ein rechter sei, so ver- 
wandelt sich die Gleichnng (24) in folgender 

p Q 

v'-h-jr-V— 1 SS» 0, (25) 

nnd die Wurzeln dieser Gleichong sind die, mit entgegengesetztem Zeichen genomme- 
nen , tcigonoiaietrischen Tangenten derjenigen beiden Winkel^ welche die beiden Axen 
der Curye mit der ersten Coordinaten -Axe bilden. Nennen wir diese Winkel co und (a\ 

so ist » = iD+'/jTr, mithin: 

fang2a s tang2o}, 
nnd da: 

und ferner nach (25): 

1-v» F-C 

so kommt: 

iE 
tang2» » j,_p = ianglm . 

502. Wenn dei^ Winkel , den zwei zugeordnete Durchmesser mit einander bilden, 
irgend ein gegebener ist, so können wir die Richtungen dieser Durchmesser selbst leicht 
bestimmen« Denn^ bezeichnen wir jenen Winkel durch | und diejenigen beiden Winkel, 
welche die Durchmesser mit der ersten Axe bilden, durch co und <o', so ist $ = »— «o 
mithin : 

^ . \-^tanffotang% 
Neben dieser Gleichnng erhalten wir, bei der Yöraussetznng rechtwinkliger Coordinaten- 
Azen, nachstehende Gleichnng, welche ausdrückt, dass die durch jene Werthe von co 
nnd CO bestinmiten Durchmesser zugeordnete sind: 

(^anffaiange9^E(tangiü^tangto)-i'F » 0. 
£liminircn wir zwischen diesen beiden Gleichungen tang(o\ so ergibt sich folgende Glei- 
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chnn^ des zweiten Grade« znr Bestiaunnn^ von iangoi 

Die Wurzeln dieser Gleichung sind : 

.^ 2E-(C-F)tong|±l^[(.04.Fy/a>y«H^(E>-CFXi-Hg«g»g)3 
tanß^ « ^_^_jj__ .. 

Diesen beiden Wcrthcn für tangto entsprechen zwei Werthe für tangta oder ^nn^co-H)» 
die wir unmittelbar erhalten, wenn wir in den vorstehenden Aasdrficken für tan%v^ das 
Zeichen von tan^ ändern (246). 

Es gibt also im Allgemeinen zwei Systeme zugeordneter Durchmesser, die einen ge- 
gebenen Winkel mit einander bilden. Diese beiden Systeme fallen zusammen j wenn der 
Ausdruck unter dem Wurzelzeichen in den Werthen von tangvr verschwindet. Als* 
dann ist: 

Diese Gleichung gibt das Minimum (Ur den Sinus der Winkel, die irgend zwei zuge- 
ordnete Durchmesser mit einander bilden können. Es kann diese Gleichung nur für den 
Fall dfr*£llipse befriedigt werden, nur hier gibt es ein Minimum, während, wenn die 
bezügliche Curve eine Hyperbel ist, der Winkel zugeordneter Durchmesser jeder belie- 
bige sein kann« Für den Fall des Kreises reducirt sich die letzte Gleiqhung auf: 

sin^ » i: 
es gibt, wie wir schon bemerkt haben « nur rechtwinklige Systeme zugeordneter 
Durchmesser. — 

50!3. Wenn wir von der Gleichung: 

AwM•j^Bvw+2D^w+C(v*+tf) « o, (1) 

die bei der Yoraussetzang rechtwinkliger Coordinaten-Axen, irgend einen Ort zweiter 
Classe darstellt, dessen Brcnnpnnct zum Anfangspuncte der Coordinaten genommen wor- 
den ist, ausgchep, und die der' umgeformten Gleichung (2) der 486. Nummer entspre- 
chende Gleichung, der Kürze halber auf folgende Weise schreiben: 

Aw«+2B'vw+2D'uw+CV+2E'uv-fFu« =» o, 
so kommt, indem wir: ' . 

sin^lf = — cosq>9 sintf! « ^cosff\ 

C = F, E « o, 

setzen: • ^ ^ 

F' C(sin(psmqi+cosq^cosip) ' CcQ^(y^— y) ^ Ccosl^ 

Die umgeformte Gleichung ist hiernach folgende: 

(Aw2-i-2B'vw-«-2D'uw)si/i^C(v«—nvrosHu') « o. (•) 

Diese Gleichung ist also, ^v^nn wir A, B', D' und C als unbestimmte Coefficienten 
betrachten, die allgemeine Gleichung der Cnrven «weiter Classe, wenn wir den Anfangt- 
punct in einen Brennpnnct derselben legen nnd i der beliebige Coordinaten - Winkel ist. 
Aus der Zusammenstellang der beiden Gleichungen (t) nnd (2) ergeben «ich dirocl die 
Folgerungen , bei denen wir schon in der 476. Mummer verweilt .haben. ^ W«nn 5 ein 
rechter Winkel ist, so geht die letzte Gleichung in folgende über: 
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AwH^'vw+aD aw-f.C(vM-u«) = o, (3) 

eine. Gleichung, welche» ausser dass die beiden Coefficienten ron vw nnd nw andere 
Wcrthe erhalten , mit der arsprünglichen Gleichnng identisch ist Wir haben in diesem 
Falle» indem wirs 

sin(f ea cosq^i sinxp ss ^^costpf sint// ss sin ff sin§ as i, 
setzen, folgende Bestimmung dieser Coefficienten: 

B' s Bcosq>+Dsin(p9 D' es ^(Bsinf^Dcßsip). (4) 

Hiernach erhält man femer für jede Annahme des Winkels f : 

B'*+D'^ »= B^D^ 
ein Resnltaty das wir, wenigstens für den Fall der £llipse nnd Hyperbel, hatten voraus- 
sehen können, weil die letzten Ausdrücke, dividirt durch A^ anders nichts sind, als das 
Qnadrat der Entfernung des Brennpunctes vom Mittelpuncte der Cnrve. £s ist also auch, 
wenn wir ein nnd dieselbe Curve um den Anfangspunct,- wenn derselbe im Brennpnncte 
angenommen wird, beliebig drehen, in der Gleichung derselben die Quadrat - Summe der 
Coefficienten von vw nnd uw constant. 

Wenn wir die Coordinaten-Axen so drehen, dass die eine derselben, etwa die erste 
Axe, durch den Mittelpunct der Cnrve geht, so wird D' gleich Null und folglich: 

B' « ±vW+D'\ 

und wir erhalten statt (3): . 

Aw2±2V/(B2+D*). vw+C(v«+n«). (5) 

504« Für den Fall der Parabel verwandeln sich die Gleichungen (1) nnd (5) in fol- 
gende : 

2Bvw-t-2Duw+C(v'+n«) « 0,^ 

vw-f-P(vH-"^) « o, 
indem wir in der letzten Gleichnng: 

±C ^^ 
KB5+1F) ^ 

. • . C C . . 

setzen. Es bedeuten, wie man sogleich sieht, die Ausdrücke •« nnd rjy diejenigen Seg* 

mente, die auf der ursprünglichen ersten und zweiten Axe von solchen zwei Tangenten, 
die der zweiten nnd ersten Axe parallel sind^ bestimmt, werden. Die Quadrat- Summe 
der reciproken Werthe dieser Segmente 

ist also constant und gleich p,; P ist die Entfernung des Brennpunctes vom Scheitel der 
Axe der Parabel. Das Vierfache dieser Entfernung heisst Parameter, 

Dio erste der Gleichungen (4) gibt, wenn wir D ss o setzen ; 

B' ;= Bcostp, 
und mitbin kommt: 

C C 

^^COSf = 35 « P. 

Die geometrische Dentung dieser Gleichnng gibt folgenden bekannten Satzt 

Die Fusspuncte der (fom Brennpuncte einer, gegebenen Parabel ai^ alle Tangenten 
derselben gefällten Perpendikel liegen in gerader Linie^ der Tangente im Scheitel der Axe. 

Die analogen Satze für Ellipse und Qyperbel haben wir schon angeführt (479)< 
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505. Nach dem Vorstehenden können wir alle £ejenigcn Carvcn, welche dieselben 

beiden Brennpnncte; haben, wenn wir die erste Coordinaten - Axe durch diese beiden 

Pnncte legen nnd einen derselben zam Anfangspnncte nehmen, durch folgende Gleichung 

darstellen: ' 

w'+2Bvw+C(v*+a«) = o, 

indem wir durch 2B die Entfernung der beiden Brennpnncte von* einander nnd durch C 
nach einander alle möglichen Grössen bezeichnen« 

506« An die letzten Entwicklungen knüpft sich auf eine bequeme Weise die Bestim* 
mung der Dimensionen einer durch die allgemeine Gleichung: ^ 

aBvw-i-aDuw+CvM-aEuT+Fu« « o, (i) 

dargestellten Parabel. Wenn diese Gleichung auf schiefwinklige Coordinaten «Axen bezo- 
gen ist nnd wir den Coordinaten -Winkel 9 nennen , so können wir dieselbe Currc zu- 
vörderst auf rechtwinklige Axen bezieben. Lassen wir zu diesem Ende bloss die zweite 
Axe am einen Winkel (/j^— ^) sich drehen » so erhalten wir, indem wir: 

y SS o, « ^ 9 = Vi^, V = — */ V' « Va*»— *> 

setzen, und _ ^ 

/ 2B'vw+2D nw+C'v«+2E'uv+Fn« = o, {%) 

fiir die umgeformte Gleichung nehmen nnd nicht rednciren, nach der 486. Nummer fol- 
gende GoefHcienten- Bestimmung: 

B' « B^-Hcos», D' =s Dsin», 

E' = Esin9+Fsm9cos9, F =5 FttV*, 

C = C+^Ecos9+¥cos^9. 
Wenn wir femer den Anfangspunct der Coordinaten in den Brennpunct der gegebe- 
nen Parabel verlegen , so nimmt ihre Gleichung folgende Form anc 

2B''vw+2D"nw+C"(v'+n«) =» o . 

und wir haben nach der 48O. Nnmmcr: 

C _ CD'^--2B'D'E+F'B^ ^ 
B^ B(B^+D'2) 

C" _ CD'^-~2B'DE^-FB'^ 
IT' "" D (B'M-D'^) 

Wenn ^r wiederum den vierten Theil des Parameters P nennen, so kommt endlich 

nach der 504. Nnmmer: 

/ C"* \ 

und nach successiven Substitutionen: 

CD^^-2B'D'E+FB'» 

' (CD^-2BDE+FB^)5/V^ . 

^ - 2(B2+2ßD^05d+D^)% • 
Wir können auch auf eine ganz analoge Weise die Grösse der beiden Axen der 
durch die allgemeine Gleichung dargestellten mit einem Mittelpnncte versehenen Carvcn 
• zweiter Classe bestimmen. Doch zu demselben Ziele kommen wir auch auf einem an- 
dern Wege, der demjenigen entspricht, auf welchem wit im ersten Bande dieselben Be- 
Stimmungen bei Gleichungen zwischen Punct- Coordinaten gemacht haben. 

507. Wir wollen 9 indem wir für den Coordinaten -Winkel einen rechten nehmen 
mid den Anfangspunct m den Mittelpunct der Gurve legen, und^ der Kürze wegen ^ den 
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CocfficienieQ vod.w^ gkich der EinLeit setzen, folgende Gleichung: m 

wM-Cy«-»-9lEav-|-Fa« = o, (i) 

als die allgemeine Glelchang der geometrischen Oerter zweiter Glasse betrachten. Um 
denselben Ort auf zwei andere Dnrchmesser als Coordinaten- Axen zu beziehen , die mit 
einander iigend einen Winkel 9 nnd mit der ursprünglichen ersten Axe die Winkel 9 
und 9 bilden, so dass mithin 

9—9 "=" ^> . 

müssen wir ans nachstehender Yerwandlungs- Formeln bedienen (452): 

y psinq>'^usin(p n^ vco^q! — ucosgi p 

w ^ fpsind^ ' w (psin& ' ^ ^ 

Hiernach erhalten wir statt (l) eine Gleichung, die wir folgendergeslallt . schreiben 
können: 

^M-CVH^'ttH-Ftt« « o («) 

indem wir: . 

C5//2V— aE^/wQDVoM'-f-FrosV ^ , . 

yh ^^^' • ('^ 

Csin^ip — 2Esin(peosf+Vco^q> _ «»» ^ v 

C^üi9sinf'^E(sin(pcos(p'i'sin(pcos(p)+TcosqfCOsq^' „, 

setzen. Um von der Gleichung (ij^znr Glei9hung (1) znrfickzagehen, habep wir folgende 
Yerwandlungs - Formeln: 

p rcosqht^simp u Ycostp+usintp ' .^, 

fP W fP -^ w , ^ ^ . 

und erhalten, indem wir die hierdurch angezeigten Substitutionen ausführen: 

C « Ccos'^q>+2E'cos(pcos<p:\-Tcos^9, (6) 

F « Csin'^f+2E'sm(psinq>'hFsin^(p, (7) 

E = Csinxfcos^E{sinq)COsql'\'COS(psin(fy\Ysinq!cos(p. (s) 

50a Aus der Gleichung (3), (4> und (5) erhalten wir, wenn wir darauf Rücksicht 
nehmen, dass 9 gleich (9—9') ist, nach einigen trigonometrischen Umformungen: 

E'2-.CF « ^^^, 

sin^9 

mithin : 

(E'«-CT)sih«« - E«— CR (9) 

Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir die Gleichungen (6) und (7) addiren : 

C+2E'roj»-».F « C+F- (fo) 

Ans den Gleichungen (9) nnd (10) folgt, dass die Ausdrucke; 

(E'a—CT')«V*, C+?E'co5i^+F ^ (11)^ /. 

unverändert dieselben bleiben, aufweiche zwei, irgend einen Winkel * einschliessende, 
Dnrchmesser wir auch die Gleichung der gegebenen Curve bezichen mögen« 

Wenn wir die gegebene Curve auf beliebige, aber unter' rechten Winkeln sich 
schneidende, Dnrchmesser beziehen, so sihd folgende Ausdrtidtt constant: 

E'^-^Cr, C'+F. (is) 

Wenn wir endlich nur zugeordnete Durchmesser zu Coordinaten •Axeo nehmen, «0 
sind folgende Ausdrücke constant: 

GFsin''», C+r. (t3) 
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509* Die Deotnng der vorstehenden Resolute fiihrt uns za bekannten Sätzen. Es 
seien zavorderst: 

die Gleichungen irgend einer EUipse, bezogen anf zwei verschiedene Systeme zogeordne« 
ter Darchmcsser. Alsdann ist (13): 

a^bW/2»* =i a'^b'^Ä^y, 
wenn wir die von den beiden Paaren zugeordneten Darchmesser eingeschlosStaen Win« 
kel 9 und 9' nennen. Es ist also anch: 

4ab5i/i^ SS k^Vsin9'i 
Alle um eine gegebene Ellipse beschriebenen Parallelogramme f deren gegenüberlie- 
gende Seiten zweien zugeordneten Durchmessern parailel dnd^ sind einander gleich. 

Es ist ferner (13): 

a^+b« « a'»+b'*:- 

Die Summe der Quadrate irgend ztveier zugeordneter Durchmesser einer gegebe- 
nen Ellipse bleibt sich immer gleich. 

610. Wenn 

wM-cvM-2cQv4-fa' = o 
die Glcichnng einer auf zwei sich unter rechten Winkeln schneidende Dnrchmesser bezo- 

'genen Ellipse ist, so ist (12) 

c -l-f 
constant, wie wir auch jene rechtwinkligen Durchmesser annehmen mögen. Es ist aber 
•sogleich ersichtlich y dass (— c) und ( — t) die Quadrate derjenigen Segmente sind, die 
auT der ersten und zweiten Axe von solchen Tangenten der Ellipse i die bezüglich der 
zweiten und ersten Axe parallel sind, abgeschnitten werden. 'Die Summe dieser Qua- 
drate ist also constant und zwar gleich der Quadratsumme der beiden halben Axen der 
Cnrve. Man sieht hieraus^ dass die Diagonalen aller um eine gegebene Ellipse beschrie- 
nen Rechtecke dieselbe Länge haben und doppelt so gross sind^ als diejenige Ghordc, 
welche die Scheitel der beiden Axen der Ellipse verbindet. Also (I, 343) : 

Der Ort für die Durchschnitte zweier auf einander senkrechten Tangenten einer 
gegebenen Ellipse {oder Hyperbel) ist ein Kreis. *) 

Sil. Wenn die Coordinatcn-Axen, auf welche wir ein nnd dieselbe gegebene Curve 
zweiter Ciasse beziehen , irgend zwei beliebige sind, nnd wir demnach die allgemeine 
Gleichung: 

Aw^+2Bvw+Cv2+2Dnw-f-2Euv+Fn' = o. 



*) In der' Behandlung der geometrischen Oerter zweiter Ordnung haben wir gezeigt^ dass 

constant ist, wenn die allgemeine Glelchang: ' 

dieselbe Ellipse auf beliebige rechtwinkliche Coordinaten - Axen bezogen, darstellen soll. 
Wenn y und ö gleich Null sind nnd also der Anfangsponct der Coordinaten in den Mittel* 

punct der Curve fällt, so bedeuten r; nnd - die Quadrate der halben in die Coordinaten* 

Axen fallenden Durchmesser. Also ; 

JDic ^Sumtne der Quadrate der reciproken Werthe irgend zweier auf einander senk" 
recht stellender Durchmeeser iiner ElUpse oder Hyperbel ist eine conetante Crrösse. 
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za Grande legen, so können wir filr diesen allgemeinsten Fall nnmittelbar die AnsdrtS« 
cke der letzten Nammem nmformen, indem wir (Z|55): 

AC--B« AE-BD AF^D^ 

A* ' A» ' A« . 

fbr C, E and F schreiben. Statt der Ansdrücke (11) erhalten wir alsdann folgende:. 

[ (AE— BD)»-(AC-B0(AF- D^)3«W^^ 

ji j (m) 

( AC-B^)+2(AE— BD)cQ5^4<AF~D^) ■ . 

indem wir, wie dort, den jedesmaligen Coordinaten - Winkel durch 9 beiseichnen. Für 
den Fall der Parabel, wo A » o, werden die beideit rorstehendm Aasdrtick^ anendlich» 
Wena aber A nicht gleich Nall*ist, und wir dasselbe ein für alle Mal beliebig anneh- 
men, so sind diese Aasdröcke constant, aof welches Coordinaten- System wir die gege* 
bene Carv^e anch beziehen mögen« Indem wir insbesondere zwei zageordnete Dnrchm^s- 
ser der Gorve, die irgend einen Winkel § mit einander bilden, als Coordinaten-Axen 
nehmen, erhalten wir, wenn wir die Qoadrate dieser Dnrchmesser darch 2^ nnd z" be* 
zeichnen, und, der Einfachheit halber, in der allgemeinen Gleichung A » l setzen: 

z'+z" « (C-B^)+2(E-BD)tf05d+(F-D»), 
— zzV/i^ « [(E— BD)«-(C-B^XF-D^)]5iV*. 
z and z" sind also die beiden Warzeln folgender quadratischer Gleithnng: 

zM(C-B*)+a(E-BD)ro5*+(F— D^)]z-^[(E-BP)^-(C-B^XF-D2^ « 0. (16) 

Wenn das letzte Glied dieser Gleichang negativ ist, so lehrt die Theorie der alge- 
braischen Gleichungen, dass die Wurzeln beide reell and von entgegengesetztem. Zeichen 
sind. Für diesen Fall, wo die bezügliche Curye eine Hyperbel ist, haben wir also 

fokende Bedinciinfi:: 

^ (E-BD)^-(C-B^(F-D^) > o, 

m Uebereinstimmnng mit der 457. Naqimer. 

Die Hyperbel ist eine glei&hseitige, wenn das mit der ersten Poteqz von z be- 
haftete Glied aas der obigen Gleichang aasfallt, also in dem Falle, dass: 

(C—ß^)+2(E^BD)€0s9'b(P—D^ « o. 

Wenn das von z anabhängige Glied der Gleichang (16) einen positiven Werth er- 
hält, so sind die Warzeln dieser Gleichang entweder imaginär oder reell nnd von dem- 
selben Zeichen. Diesem Falle entspricht die Bedingung : 

(E-BD)y(C— B^XF— D») < o. («7) 

In dem Falle reeller Wurzeln können beide positiv oder beide negativ sein, einmal ist 
die Curve eine Ellipse, das andere Mal ist dieselbe imaginär. Jenes findet Statt, 
wenn der Coefficient von z in der Gleichung (16) negativ, dieses, wenn derselbe positiv 
ist. Dieser Coefficient: . - 

-• [(C-B«)+2(E^BD)/:oj5+(F-D')], (. b) 

*hat offenbar das entgegengesetzte Zeichen mit den Ausdrücken: 

(C-B^) un^ (F— D«), (19) 

die nach der vorstehenden Bedingung nothwendig im Zeichen ttbereinstimmen müssen. 
Wenn nemlich dem Ausdrocke (18) dasselbe Zeichen als den Aasdrücken (19) znkommen 
sollte, so müsstc 2{E'-^BD)cos& mit den beiden letztgenannten Ausdrücken von entgegen-» 
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geseUtem Zeichen nnd, abgesehen vom Zeichen, grosser als die Samme dieser Ansdrii« 
cke sein, was nnmciglich ist, da, nach (17): 

(E-BD) < l/t(C— B«XF--I>«)]- 
Für den Fall der Ellipse sind also die Aosdrücke (19) negativ; sie sind positiv für den 
Fallt dass die hezttgliche Carve imaginär ist. 

512. Die beiden Wurzeln der Gleichiuig (16) sind: 

z « %[(C^B^)+2{E^BD)cos9+(e-'D% * 

V/([C-BS-2(E-BD) gQ^^+F--D^]V;»^S+/,[(E-BD)«^C^B«)(F->D^)l 5^>i^^) . , 
i ^-^^ ^ , (,o). 

und als Bedingung fdr die Realität dieser Wurzeln erhalten wir: 

. ,v ^ (E-BD)^-(C-B»)(F— D«) / .' ^ 

Für den Fall der Hjrperbel wird diese Bedingung immer erfüllt; für den Fall der, Ellipse 
und imaginären Curve, ist, wovon man sich leicht ^Überzeugt, derjenige Ausdruck, wel- 
cher, nach dieser Bedingung, kleiner sein muss als s//z^, immer Ideiner als die Einheit^ 
und somit hat die Gleichung (16) bei gehöriger Bestimmung des Winkels | immer 
reelle Wurzeln. Die Gleichang (16) hat gleiche Wurzeln, wenn: . 

Dieser Werth von sln^ ist derselbe, der, nach der 501. Nummer^ sich auf diejenigen 
^ beiden zugeordneten Durchmesser bezieht , welche sich unter den kleinsten (und grosse- 
sten) Winkeln schneiden. Denn die letzte Gleichung geht in die ''Gleichung {26) der 
eben angezogenen Nummer über, wenn B ^ D » o. Von allen zugeordneten 
Durchmessern schneiden die gleichen einander unter dem kleinsten 
Winkel 

Wenn wir annehmen, dass der Coordinaten* Winkel ein rechter ist, und wir di« 
Grösse der beiden Azen bestimmen wollen, so gehen ^ indem wir ^ ss ^ s y^n setzen, 
die Ausdrücke für z (20) in folgende über: 

« « y2((C-BXF-D^))±y,\/([(C-B*)-<;F-D«)3M-4(E-BD)«). 
Wenn wir annehmen, dass der Anfangspunct der Coordinaten mit dem Mittelpuncte 
der Curve zusammenfalle, und demnach B « D ss setzen, so erhalten wir aus (l6) zur 
Bestimmung der Quadrate der beiden Axpn der Curve, folgende Gleichung: 

t « y;[C+2Eco^^FJ±y;»/[(C+2Eco5a+F)«+4(E«--CF)], 
und wenn wir überdiess noch die Annahme rechtwinkliger Coordinaten -Axen machen: 

z =1 Vi(C+F)±y,V/[(C-F)^+/|E«]. 

S 3. 

Allgemeinere Coordmaten- Bestünmung. Zweite JH$cu$sion aller einzelnen 
Fälle y welche die allgemeine Gleichung umfasit. 

513. Wenn man in dem gewohnlichen Systeme der Pnnct- Coordinaten y und x den 
Anfangspunct verlegt, ohne die Richtung der Axen zu andern, so wachseh oder vermin- 
dern sich diese Coordinaten um eine constante Grösse. Wenn wir erstens, indem wir 
w » i ßeti^d^ jede der beiden Linien •Coordinaten v und n um eine konstante Gross« 
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andern 9 so erhallen wir aus den Gleichungen swischen diesen Linien -Koordinaten an- 
dere Gleichungen desselben Gra'des und diese Umformung entspricht derjenigen Umfor- 
mung der Gleichungen zwischeii Panct-Coordinaten, die ans der hiossen Ycriegung des 
Anfangspunktes hervorgeht. Es tritt^ uns hier also die natürliche Frage entgegen, was die 
neuen veränderlichen Grössen bedeuten, die aus den ursprünglich^ gegebenen Coordina- 
ten V und n sich ergeben, wenn wir diese um constantc Grössen v' und u wachsen oder 
sich vermindern lassen. 

T, als Ordinate irgend einer geraden Linie QP, bedeutet den reciproken WerthFig. 9. 
des mit -entgegengesetztem Zeichen .genommenen, von dieser geraden Linie auf der ersten 
Axe bestimmten 9 Segmentes OP. Wir. wollen die Ordinate r um eine gegebene Grösse 
V verkleinern. Wenn wir diese gegebene Grösse^ ähnlich wie v, als Ordinate construi- 
ren, so gehört dieselbe irgend einer geraden Linie Q'P' an, die in einem bestimmten 
Poncte, F'^ in die erste Aze einschneidet nnd es kommt: 

1 

Es ist hiernach, wenn wir die ncae veränderliche Grösse durch. i> bezeichnen: 

p = y— vV 
nnd also: 

/ 1 i \ _ OP— OF P'P 

*" ~ ^\Up~'öfJ - o^.op' " oproF 

Bei einer -analogen Bezeichnane erhält man : 

. Q'Q 

Wenn v und u ihr Zeichen ändern > so rücken die beiden Puncte P' nnd Q' auf die 
negative Seite der x und y. 

Wir sehen hieraus, dass, wenn wir statt v und u die ^ neuen veränderlichen' Grös- 
sen und Coordinaten, (^ und u, durch folgende Gleichungen einfuhren: 

V « t'+v, u SÄ tt+n, 

diese neuen Coordinaten die reciproken Wcrthe jier vierten Proportionalen, zu den auf 
den beiden Coordinaten- Axen zwischen der beliebigen geraden Linie (v, u) und 'der gera- 
den Linie (v', u) und den auf diesen Axen zwischen jeder der beiden eben bezeichneten 
geraden Linien und dem Anfangspuucte liegenden Segmente bedeuten. Wir können die 
bisherige Bestimmung der Linien - Coordinaten als einen besondem Fall dieser neuen 
Coordinaten- Bestimmung betrachten; denn wir kommen auf jene zurück,, wenn wir die 
gerade Linie (v, n) sich unendlich weit vom Anfangspuucte entfernen lassen. Die neue 
Coordinaten -Bestimmung wird illusorisch, wenn v und n* unendlich werden und also die 
gerade Linie (v', u) rlurch den Anfangspunct geht. Für jede durch den Durchschnitt die- 
ser Linie mit der ersten und zweiten Axe gehende gerade Linie sind i^ und u gleich Null, 
für diese Linie selbst ist c sowol als u gleich .Mull. Je nachdem eine gerade Linie in 
Beziehung auf die Durchschnittspuncte P und Q' nach der positiven oder negativen Seite 
der X und y einschneidet, ^sind ^ nnd u positiv oder negativ. Für jede durch den An- 
fangspunct , gehende gerade Linie sind (^ und u beide unendlich, aber: 

^ _ PP' QQ' _ i * _ ^ 

i ~ ÖPOP' ' ÖQ.OQ' "" ÜF ' 0?J "^ ^' 

5*4. Wir können zweitens auch, indem wir u = 1 setzen, die Linien - Coordinaten Fig. 9. 
w und V um constante Grössen w' und v' sich ändern lassen. Wenn wir wiederum diese 
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Grossen als Coordinaten irgend einer geiaden Linie FQ' betrachten, so erhalten wir: 

Beziehen inr ferner w nnd r auf irgend eine beliebige gerade Linie PQ» so ist 
nnd wenn wir 

w— w' =s ^, V— V s= ^, 

setzen, so kommt: 

^ _ OQ OQ' OQ.OP'-OQ',OP Q'Q 
^ "" ÜP OP' "" ÖP:öP ^ IBW' 

indem wir die Abscisse des Dorchschnittspanctes der beiden geraden Linien PQ nndPQ', 
für welche sich sogleich folgender Werth ergibt: 

OP.OP'(OQ-OQ') 

ö?5röP'^oi27op • 

dorch MN bezeichnen« 

Wir sehen hieraus , dass^ wenn wir nene Linien -Coordinaten durch folgende beide 
Gleichungen: 

ein&hren, die erste dieser beiden Coordinaten» 0^ das negativ genommene Segment be- 
dentet, das sich aaf der zweiten Axe von ihrem Dnrehschnittspancte mit der geraden 
Linie (w', ▼') bis za ihrem Dorchschnitte mit der geraden Linie (w, v) erstreckt Die 
zweite nene Coordinate (^ ist der Qaotient der Abscisse des Dorchschnittspunctcs der bei- 
den eben genannten geraden Linien in das, zwischen diesen beiden geraden Linien lie- 
gende» Segment der zweiten Axe. (P ist positiv oder negativ » je nachdem die bezugliche 
gerade Linie in Beziehung auf (w', y) in die zweite Axe nach der negativen oder positi- 
ven Seite der y einschneidet ^ ist positiv oder negativ, je nachdem das Segment Q1} 
imd die Abscisse MN gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben; oder, was für deo 
Fall rechtwinkliger Axen dasselbe heisst, je nachdem 

tangQPX < tangQ'P'X, oder tangQPX < tangQVX. 
Für die gerade Linie P'Q' sind fp und ^ beide gleich Null. Für irgend eine gerade Linie, 
die mit P'Q' parallel ist, ist (^ =5 o. Für irgend eine der zweiten Axe parallele gerade 
Linie, MR, sind fp und p beide unendlich , aber es ist: 

£ - -MN. 

Wenn die gerade Linie P'Q' oder (w', v*) der ersten Axe parallel ist, so haben p nnd v 
dieselbe geometrische Bedeutung; wir kommen ganz auf die ursprüngliche Coordinaten- 
Bestimmung zurück, wenn wir diese gerade Linie mit der ersten Axe zusammen£dlen 
lassen. Wenn die gerade Linie P'Q' der zweiten Axe parallel ist, so wird die neue 
Coordinaten - Bestimmung illusorisch. Wenn diese gerade Linie durch den Anfangspnnct 
geht, so haben fp und w dieselbe Bedeutung und den Werth von p können wir wie oben 
constmiren. Für parallele gerade Linien hat p dieselben Werthe, 

5l5« Wir wollen, indem wir n gleich Eins setzen, von der allgemeinen Gleichung: 
Aw2+2Bvw-»-Cv«-h2Dw+2Ev+F « o, (0 

ausgehen. . Diese Gleichung verwandelt sich, wenn wir 
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w = t+w', V = s+y, 

setzet) > in folgende: 

At«+2Bst-fCs«+2(Aw'+BT+D)t+2(Bw'+Cv+E>s 

4-Aw'2+2BvV+Cv2+2Dw'+2Ev+F = o. (a) 

Da wir Übet* ^c beiden constanten Grössen w' und v yorlänfig dorcbans keine näbere 
Bestimmiuig gemacht haben, so können wir dieselben nun so annehmen, dass die Form 
der letzten Gleichung sich vereinfacht. Setzen wir demnach: 

Aw'H-Bv+D « o, 

Bw'+Cv.|.E = o, ^^^ 

so erhalten wir fttr w' und v folgende Werthe: 

, BD— AE , BE— CD , . 

^=ÄÜ=B^' ''="AC=B^- W 

Diese Coordinaten- Werthe werden nur dann nnendlich oder unbestimmt, wenn 

AC-.B^ « o; 
abstrahiren wir also von diesem bcsondem Falle, so können wir der Gleichung (2) je- 
desmal, nnd nnr auf eine einzige, Weise folgende Form geben : ^ . 

. , AtM-2Bst+C;s^-F =5 o, (6) 

mdem wir, der Kürze halber, 

Aw'^2Bv w'+Cv *+2Dw'+2Ev+F « F (6> 

setzen. Wenn wir die erste der beiden Gleichungen^ (3) mit w', die zweite derselben mit 
v' multipliciren and dann ihre Summe von der Gleichung (6) abziehen, so kommt: 

Dw-f-Ev+F « F', 
mithin , wenn wir für w' und v ihre Werthe substituiren i 

(AC— B^)F-CD«-^2B DE— AE ^ ^ 

oder aoch, wie man leicht sieht:' 

(AE-BDy-(A C- B»)(AF-D') _ ™ 

(BE-CD)'-(AC-B')(CF-E«) _ », s 

C(AC-B») ''^ 

5l6. Die Gleichung: 

, • / t « xaf, . ^'^ 

stellt, wenn wir durch x irgend eine constante Grrösse bezeichnen, einen Punct dar, und^ 
dieser Punct liegt , da in dieser Gleichung t und s zugleich verschwinden , auf der gera- 
den Linie Xw', v*). x bedeutet, was sogleich aus der 5lk* Nummer folgt, die mit entge- 
gengesetztem Zeichen genommene Abseisse dieses Punctcs. Eliminiren wir aus dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) die Werthe für t und s« d. h. f^r die Coor^inatcn der 
durch den Punct (7) gehenden Tangeqten der gegebenen Corve ^weiter Classe, so 
kommt: . , , 

Wir erhalten also, sowol fttr t als fär s, gleiche und entgegengesetzte Wefthe/ 

Wenn wir also von irgend einem Puncte der geraden Linie (w', V) an die gegebene 

Cnrve zwei Taqgenten legen, so wird das von diesen beiden Tangenten auf der aweiten 

Axe interceptirte Stück von jener geraden Linie (w', v')'halbirt: ,diese Linie, die beideo 

'- Tangenten nnd eine^ dorch ihren gemeinschaftlichen Durchschoittspunct gehende, der 

n. %2 
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zweiten Aze parallele, gerade (jinie, bilden also ein System von vier Harmonicalen. Se- 
tzen wir K SS cc, 80 kommt: _ 

Die beiden, der geraden Linie (w', v) parallelen, Tangenten der gegebenen Cnrve liegen 
also zu beiden Seiten dieser Linie nnd gleich weit von ihr entfernt (Der letzte Werth 
t&r t ist gleich demjenigen halben Durchmesser der gegebenen Corve 9 welcher der zwei- 
ten Äxe parallel ist). Setzen wir x » o, so kommt: 

s « ±{^—qJ 3 t « ±0. 

Bestimmen wir x so , dass 

AxM-2B3<+C « X), (>) 

so kommt: 

S sa+eg; t «=s 4:^a. 

Für jeden der beiden so bestimmten Werthe für x erhalten wir also zwei, der zweiten 
Aze parallele, nnd zusammenfallende Tangenten: es sind diese Werthe fiir'x die Abscis- 
5en derjenigen beiden Puncte, in welchen die gerade Linie (w', v') der Cnrve begegnet 
nnd die Tangenten in diesen beiden Pnncten sind der zweiten Aze paralleh Alle diese 
Bemerkungen führen dahin, dass diö gerade Linie (w', v') derjenige Durchmesser 
der gegebenen Curve ist, dessen zugeordneter ' der Zweiten Aze pa* 
rallel ist 

Wir sehen auf den ersten Blick, wie sich an das Yorsteheüde eine vollständige Be- 
stimmung der durch die gegebene Gleichung dargestellten Cnrve heuern anschliesst In 
dem Folgenden wollen wir indcss uns bloss darauf beschränken , die Discussion der ver- 
schiedenen Fälle , welche die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen w. und 
V nmfasst , kurz anzudeuten, und zeigen , wie wir auch auf diesem andern Wege zu den 
Resultaten der Z^6. -^ 467. Nummer gelangen können. 

517.^ Wenn wir erstens annehmen,, dass 

AC~B^ < o, (10) 

so hat die Gleichung (9) reelle Wurzeln, die wir x und x" nennen wollen nnd die gerade 
Linie (w', v') begegnet also der Curve wirklich in zwei Puncten, der^n Abscissen jene 
beiden Wurzeln sind. Für gewisse Werthe V09 x erhält man also reelle, für andere 
•Werthe von x imaginäre Tangenten. Wir, können dem Ausdrucke nntcr.idem Wurzel- 
zeichen in dem Wert^ie f nr s folgende ^ormtgeben: . : i * 

\ •A(x-.xXx-x")^ . ' . , . - 

und dieser Ausdruck muss positiy jsein, wenn diesbezüglichen Tangenten reell sein sollen. 

Wepn: 

F' P 

^< oder 2^ > o, 

so ergibt sich, wcnq'wir für.F' seinen Werth snbstitniren nnd auf die Bedingung (10) 

Rücksicht nehmen : 

'^ , (AE— BD)«-(AC-B^(äF-D2) < q ' (11) . 

oder: * ' 

(AE-BD)MAE*-B«)(AF^D«) > 0. (1«) 

Wenn also die Bedingung (11) neben der Bedingifug (10) besieht, so erhalten wir 
nnr dann reelle Tangenten, wenn wir für x einen solchen Werth annehmen, der nicht 
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c wischen x and x" fallt. Es kann dieser Werth bis i^ wachsen nqd abnehmen. Die 
dnrch die allgemeine Gleichung (f) dargestellte Curve liegt in diesem Falle ganz inner- 
halb der beiden der zweiten Axe parallelen Tangenten, ist eine ^geschlossene Cunre nnd 
heisst £llipse. 

Wenn hingegen die Bedingung (12) zugleich mit der Bedingung (10) besteht > so 
entsprechen nur solchen Werthen von x reelle Tangenten, die zwischen x' und x" fallen. 
Es gibt alsdann einen grossten negativen "VVerth iür den Ausdruck: 

(x-x')(x-x"). * (i3) 

Bekanntlich erhalten wir diesen > wenn wir 

x+x 

setzen und also der dnrch (7) dargestellte Punct die Mitte des von der Curve auf der 
geraden Linie (w', v') interceptirten Segmentes (der JNIittelpnnct der Curve) ist Es erpbt 
sich für die Abscisse dieser Älittc aus (9) : 

x'+x' B 

Dem auf diese Weise bestimmten mojr/mi^m' entspricht ein kleinster positiver und nega» 
tiver "Werth von s. Wenn wir also von einem derjenigen beiden Puncte der geraden 
Linie (w', v), aufweiche x' und x" sich beziehen, die auf der Curve liegen und in de- 
nen dio Tangenten der zweiten Axe parallel sind, zu Puncten übergehen , welche zwi- 
schen denselben liegen, so nähert sich die Richtung der durch solche Puncte gehenden 
Tangenten immer mehr der Richtung der geraden Linie (w', v), bis w;ir zu jenem Puncte 
kommen/ der in der Mitte der beiden eben bezeichneten liegt. Die Beiden Tangenten, 
die dieser Gränzc entsprechen, heissen Asymptoten. Denken wir uns nun die Puncte 
der Curve als die Durchschnitte der stetig auf eina'ndcr folgenden Tangenten, so ist of- 
fenbar, das$ diese Curve aus zwei Zweigen besteht, die ganz auf den beiden äussern Sei- 
ten der, der zweiten Axe parallelen, Tangenten liegen. Die Puncte dieser beiden Zweige 
liegen immer weiter von diesen Tangenten entfernt, je mehr sich die ihnen entsprechen- 
den Tangenten den Asymptoten nähern. Die Berühmngspuncte auf den Asymptoten lie- 
gen unendlich weit, oder wenn man sich so ausdrucken will^ jede Asymptote schneidet 
die beiden Zweige in zwei, nach entgegengesetzter Seite hin, nnendlich weit entfernt lie- 
genden Puncten und solche Puncte sind als zusammenfallend zu betrachten; sie bildet 
den Uebergang von den Tangenten, die einen Zweig berühren, zu den Tangenten, diq 
den andern Zweig berühren« 

Die Curve, welche in dem in Rede stehenden Fall durch die allgemeine Gleichung 
(1) dargestellt wird, heisst Hyperbel, und liegt in denjenigen beiden von den Asymp- 
toten gebildeten Scheitelwinkeln f in denen derjenige Durchmesser nicht liegt, welcher 
der zweiten Axe parallel ist. - . . 

5181 Wenn A « o, so reduciren sich die fileichungen (8) auf folgende: 






Nebmcn wir ib der ersten dieser beiden Gleichungen: 

. C , 

50 erhalten^ wir: 



1/ 
2 



12 



* 
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Die gerade Linie (w', v) begegnet der Carve nor in dem einzigen Poncte, dessen Ab- 
scisse gleich ist (—0 nnd nnr in diesem Poncte ist die Tangente der sveiten Axe paral- 
lel. Nehmen vir x s= eo, so kommt: 

S = ±pf t e= ±eo. 

Die Cnrve erstreckt sich also za beiden Seiten der geraden Linie (w', V) ins Unendliche. 
Dem allgemeinen Ausdrucke für s können wir folgende Form geben: 

-F A«/, 



±(bö;w)) 



Der Werth fiir F redadrt sich in Torliegendem Falle aof: 

FB«-2BDE+CD* 

^ Bi • ^ 

Nehmen wir daher an, was immer erlaubt ist, B sei positiv , so ist f — |^ j |»08ittY 

oder negativ, je nachdem: 

FB«— 2BDE+CD» < 0, (u) 

oder: 

FB«-2BDE+CD« > o. (is) 

Wenn die Bedingung (14) erfiillt wird, so ist also der Werth von s reell, wenn wir: 

nehmen, und imaginär im entgegengesetzten Falle; d. h. alle reelle Tangenten schneiden 
in Beziehung anf die der zweiten Axe parallele Tangente nach der positiven Seite der x 
in die gerade Linie (w', v') ein« Die Curve liegt also ganz nach der negativen Seite und 
erstreckt sich nach dieser Seite hin ins Unendliche. Wenn statt der Bedingung (14) die 
Bedingung (15) befriedigt wird, erhalten wir gerade die umgekehrten Beziehongen. 

Die durch die allgemeine Grleichqng (1), in dem Falle, dass A a^ o ist, dargestellte 

Cnrve heisst Parabel. 

* 

519. Wenn wir zweitens annehmen, dass 

AC-B« > o, (c6) 

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (9) imaginär und das Zeichen des ersten Thei- 
les -dieser Gleichung stimmt immer mit dem Zeichen des Werthes von A fiberein , wie 
wir auch x annehmen mögen* Je nachdem 

j^> o oder - J< o 

sind die Werthc für s und t immer imaginär oder immer reclL In dem ersten dieser 
beiden Fälle erhalten wir, wenn wir auf die Bedingung (16) Rücksicht nehmen^ 

(AE-BD)MAC— B»)(AF-D^) > 0, («7) 

in dem zweiten Falle: 

. (AE-BD)MAC-B^(AF-D^ < o. (is) 

Wenn also die beiden Bedingungen (16) und (17) befriedigt werden, so lassen sich 
von keinem Puncte der geraden Liuie (w', v*) reelle Tangenten an die dnrch die allge- 
meine Gleichung (1) dargestellte Curve legen. Diese Curve hat überhaupt keine Tangen- 
ten und' ist imaginär. 

* Wenn hingegen den beiden Bedingungen (16) und (18) Genüge geschieht, so lassen 
sich von jedem Poncte der geraden Linie (w', v) zwei reelle Tangenten an die gegebene 
Curve legen. Die Werthe von s nnd t können dnrch keine Annahme fiir x unendlich 
werden, er gibt also keine der zweiten Axe parallele Tangenten. Es findet aber ein 
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maximum (är den Werth von s Statt, dem ütl minimum des Aasdrackes 

entspricht. Wir erhalten dieses muumnm bekanntlich, indfem wir 

B 
/ = -Ä* , 

also gleich der halben Sammc der (imaginären) Wnrzeln der Gleichung (9) setzen« Wenn 
wir uns von dem dorch diesen Werth von x bestimmten Pancte, auf der geraden Linie 
(w, v), nach beiden Seiten hin entfernen 1 so erhalten wir solche Paare' von Tangenten, 
deren Richtung sich der Richtung dieser geraden - Linie i&uner mehr nähert, bis wir 
endlich diejenigen beiden Tangenten erhalten, die mit ihr parallel sind und für welche 
sich, indem wir x :e ^^ setzen: 

ergibt. Indem man auf diese Weise die Richtung der Tangenten, welche in den ver* 
scbiedenen Puncten der geraden Linie (w', v) einschneiden, verfolgt, tiberzeugt man sich 
leicht, dass die durch die allgemeine Gleichung dargestellte Curve zwei Asymptoten hat, 
wodurch eine Gränze für die Richtung ihrer Tangenten bezeichfiet wird. Die Curve ist 
eine Hyperbel und liegt in denjenigen von den beiden Asymptoten gebildeten Scheitelwin- 
keln, in welchen auch der, der zweiten Aze parallele, Durchmesser derselben fallt 

520. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall unberücksichtigt gelassen, dass F ver- 
schwindet und also: . 

(AE-BD)»^(AC~B«)(AF-^D«) « o. 
Alsdann bestehen die drei Gleichungen« 

Aw+Bv4-D « o, 
Bw4-Cv+£ « o, 
Dw+Ev4»F «0, 
zugleich und mithin liegt auch der durch die dritte dieser Gleichungen dargestellte Punct 
auf der geraden Linie (w', v), welche die durch die beiden ersten Gleichungen dargestell- 
ten Pnncte enthält In diesem Falle nimmt die umgeformte Gleichung (5) folgend^ 
Form an: 

AtM-2Bst-4-Cs« « o, (19) 

und stellt mithin ein System von zwei Puncten dar, die auf der gieraden Linie 
(w', vO liegen. Diese beiden Puncte sind reell oder imaginär, je nachdem 

AG~B* < o, 

oder: 

AC--B« > o. 

Wenn insbesondere A «, o , so verwandelt sich die Gleichung (19) in 

s(9Bt+Cs} s o, 
und diese Gleichung stellt, wie man leicht sieht 9 zwei solche Puncte dar, von welchen 
der eine unendlich weit entfernt lietj^t 

Wir erhalten die Gleichung der beiden durch (19} dargestellten Pnncte in w und v, 
wenn wir von den neuen Coordinaten t nnd s zu den ursprünglichen vermittelst der 
Gleichungen: 

t = w— w', S =Ä V— v', 

zurückgeben nnd für w' und v ihre Werthe (4) substituiren. 
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fax. In dem Fallet da^s die allgemeine Gleicliong des zweiten Grades zwischen w 
nüd, ▼ ein System von zwei reellen Poncten darstellt , können wir nns ancli des Aasdra- 
ckes bedienen > es stelle diese Gleichong eine solche Ellipse dar, die ans irgend einer 
gegebenen Ellipse entstanden ist, indem eine Aze derselben unverändert geblieben, die 
andere aber bb znm Verschwinden abgenommen hat, so dass die beiden Hälften, io 
welche die Ellipse durch die erstgenannte Axe getheilt wird, in dieser Axe znsammenial* 
len und als eine, nach beiden Seiten hin, begränz.te gerade Linie erscheinen. Jede belie* 
bige durch einen der beiden Endpnncte derselben gehende gerade Linie ist als Tangente 
ZD betrachten. 

j\ian kann aber aach mit gleichem Rechte sagen, dass in dem vorliegenden Falle 
die allgemeine Gleichung eine Hyperbel darstelle, deren imaginäre Aze bis zum Yer- 
schwinden abgenommen bat, so dass dieselbe als eine, nach beiden Seiten hin, nnbe- 
gränztc, in der Mitte aber unterbrochene gerade Linie erscheint Als Tangente ist jede 
beliebige gerade Linie zu betrachten, welche durch einen derjenigen beiden Pnncte geht, 
in welchen jene gerade Linie, nach der Mitte hin, begränzt wird« 

Es erscheinen also hier, indem wir Linien -Coordinatefa zn Gmnde legen, eine El- 
lipse und eine Hyperbel, die eine Aze gemeinschaftlich haben, nnd deren andere Aze 
bis znm Verschwinden abgenommen h';t, oder, mit andern Worten, eine begränzte 
gerade Linie, nnd die Yerlängerongen derselben, nach beiden Seiten, ins Unendliche 
hin, in analytischer Hinsicht als identisch unter sich nnd mit einem Systeme von zwe; 
Pnncten. Ein solches System von zwei Puncten bildet den Uebeigang von Ellipsen zu 
Hyperbeln; die zweite reelle Axe der Ellipse geht, indem sie, oder vielmehr ihr Quadrat, 
durch Null geht, in die imaginäre zweite Axe der Hyperbel tiber. 

Wenn wir die reelle Axe einer gegebenen Hyperbel immer mehr abnehmen lassen» 
während die imaginäre Axe unverändert bleibt, so nähert sich die Hyperbel immer mehr 
einer geraden Linie, und geht in diese Linie selbst Ober, wenn die reelle Axe gleich Null 
wird. Diese gerade Linie ist, in analytischer Hinsicht, als identisch zn betrachten mit 
einem Systeme zweier imaginärer Pnncte (458) und bildet den Uebergang von einer Hy- 
perbel zu einer imaginären Curve, wobei die reelle Axe der erstem, indem ihr Quadrat 
durch Null geht, imaginär wird. 

Wenn der Brennpunct einer gegebenen Parabel dem Scheitel derselben sich immer 
mehr nähert , so nähert sich die Curve immer mehr ihrer Axe. Diese Axe, mithin eine, 
nach einer Seite hin, begränzte, nach der andern Seite hin, aber nubcgranzte gerade 
Linie, die mit -dem Systeme zweier Puncte, von welchen der eine nach der Richtung 
der Axe imendlich weit liegt und der andere der Scheitel derselben ist, in analytischer 
Hinsicht als identisch zn betrachten ist, bildet die Gränze und den Uebergang zn sol- 
chen Parabeln, die sich nach entgegengesetzter Seite hin CfEhen. 

522.. Es bleiben nns jetzt noch diejenigen FaHe zn betrachten übrig, in welchen 

AC-^B^ =* o, (to) 

und also, da die gerade Linie (w', v) im Allgemeinen der zweiten \xe parallel wird, die 
bisherige Coordinatco - Umformung nicht mehr Statt finden kann. Setzen wir in diesen 
Fällen: 

Aw'+Bv'-I-D = o, (2i) 

Bw'H-Cv-i-E « E; (2.) 

so fallen, wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen » nachdem wir sie zuvor mit 
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•^ multiplicirt haben, von der zweiten abziehen i w' nnd v, beide zugleich ans der rcsnl- 

iirendtn Gleichong aas ond wft erhalten: 

^ «., AE-BD 

ti SS8 — — r , 

A 

Setzen wir Überdiess: 

Aw'^-WBvV+Cv^+aDw'H-aEv+F « o, (aa) 

so geht die nmgeformte Gleichang (2) in folgende über: 

AtM-2Bst-|-Cs2-f-2E's « o, (84) 

ond dieser Gleichang können wir, mit Berüclcsichtignng der Bedingangs-Gleichnng (20), 

folgende Form geben: 

(At+Bs)»+2AE's « 0, 

Diese Gleichang zeigt ons, dass wir, am reelle Tangenten der dnrch die gegebene 

Gleichang (l) dargestellten Corve ka erhalten, s negativ nehmen müssen, weqn 

AE' = AE-BD > o, (as) 

and positiv, wenn 

AE-BD < O. (a6) 

In beiden Fällen sind: 

S B CQ^ S SS o, 

Gränzwerthe fiir die Richtnng der reellen Tangenten. Der erste dieser beiden Werthc 
zeigt, dass die zweite Axe einer Asjmptote.der Carve parallel ist Der zweite dieser 
Werthe bezieht sich aaf die Richtung der geraden Linie (w', v'). Diese Linie ist die an*, 
derc Asymptote selbst; denn sie ist eine Tangente der Corve, was daraas hervorgeht, 
dass, wenn s nnd t zogleich verschwinden, die Gleichung (24) befriedigt wird. Zagleich' 
sehen wir, dass diese gerade Linie darch den Mittelpanct der Carve geht, denn, wenn 
wir in der eben angezogenen Gleichang s s o setzen, kommt 

t B 

Um die Lage dieser Asymptote in Beziehang auf die Coordinaten • Axe zu bestimmen, 

müssen wir w^ nnd v' zwischen den beiden Gleichtmgeh (21) und '(^3) climinircn. Tfer 

zweiten dieser beiden Gleichungen können wir, mit Berücksichtigung von (21) nnd (22), 

folgende Form geben: 

EV+Dw'+Ev'+F = o, 

oder, indem wir fiir E' seinen Werth sabstitöiren t 

ADw'-K2AE— BO)v'4-AF ^ o, 
wenn wir zwischen dieser Gleichang nnd der Gleichang (21) die Werthe, für w' nnd 
eliminiren , erhalten wir sogleich : » » • 

' wABF--2AED+BD^ 

^*~^T:(AE~BDn~ ' 

W^nn die Gleichung (») befriedigt wird, so ist aas dem Vorstehenden klar, dass 
di^ durch die allgemeine Gleichong (l) dai^eAellfe Cnrve eine Hyperbel ist , deren eine 
Asymptote der zti-eiten- Ake •j^arkllel ist. J^e nacliderit überdiess die Bedingaiig (25) oder 
(26) erfüllt wird, erstreckt sich ein Zwieig^ der Hyperbel nach der positiven Seite der y 
und der negativen Seite der x nnd der andere Zweig nach der negativen Seite der y und 
der po^sitivcn Stito der x, oder ein Zweig erstreckt sich nach der positiven Seite dery 
und der x und der andere Zweig nach der negativen Seite der y ond der x. 
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Diese letzte Bemerkung folgt unmittelbar daraus , dass fär alle Tangenten der gege- 
benen Cnrve'in dem ersten Falle s negativ und im zweiten Falle positiv ist (5i/|}. 

523. Wenn endlicb die beiden Gleichungen 

Aw'+Bv+D « o, . 
Bw+CV+E = o, ^'^^ 

identisch sind, so erhalten wir neben der Bedingnngs- Gleichung: 

AC-B« = o, 
auch noch folgende beide Gleichungen: 

AE-BD ^ 0, BE— CD « o. 

(Von diesen drei Gleichungen bedingen ]e zwei die dritte). In diesem Falle erscheinen 

die Wcrthe (br w' nnd v (4) nnter der unbestimmten Form •• Indem wir die gerade 

Linie (w', v') beliebig durch denjenigen Punct legen,. der durph die Gleichungen (27) dar- 
gestellt wird, wenn wir in diesen Glcichnngca w' nnd V als veränderlich betrachten, 
können wir der allgemeinen Gleichung auf unendlichfache Weise die Form : 

Al*+2Bst+CsM-F c* o, ^ 

oder : 

(Ät+Bs)«-M-F « o, ,(»8) 

gcbei).. Es ist:; 

F' « Dw'+Ev'+F « ^7 —. 

Die 'Gleichung (28) stellt ein System von zwei solchen Pnncten dar, die, wie man leicht 
einsieht, zu «beiden Seiten der geraden Linie (w', v') nnd gleich weit von derselben ent- 
fernt, auf einer der zweften Aie parallelen geraden Linie liegen. Diese Punctc sind 
reell, imaginär oder fallen zusammen, je nachdem: 

AF-D« < o, AF— D« > o, AF-D^ = o. 

Im letzten Falle ist noch folgende Gleichung : 

Dw'+Ev'+F « 0, 
mit den beidep Gleichungen (27) identisch« — 

Geometrüche Bedeutung der Can$tanten,m der allgemeinen Gleichung der 

Qerter zweiter Classe. 

524. Wir wollen wieder > wie früher^ folgende Gleichung: )• : . 

AwH-2Bvw-HGv54^Dn^rf-2Env-(-Fu> « o, 
als die allgemeine Gleichung der Oertet zweiter Classe betrachten, und dieser Gleichung 
folgende Form geben: 

AwH-2(Bv+Dn)w+Cv2+2Euv-|-Fn« = o. 

Alsdann ist sogleich ersichtlich» dass, wenn wir n s» 1 setzaii fifr v hrgend einen be- 
stimmten Werth y substituiren, nnd die entsprechenden Werthe von w durch w' pnd 
w, bezeichnen, fiir irgend zwei parall^e Tangenten folgende Gleichung sich ergibt; 

w4-w, Bv+D 

2- * A . . ' L 

■ * und n! sind die Coordinaten einer geraden Linie, welche den beiden Tangenten 
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parallel ist und von beiden gleick weit absteht. Betrachten wir diese Goordinaten als 
veränderliche Grossen, so stellt die letzte Gleichung denjenigen geometrischen Ort dar« 
der von allen solchen geraden Linien , die wir für beliebige Pdftre paralleler Tangenten 

erhalten, umhüllt wird* Die letzte Gleichung geht, wenn wir w'nnd v an die Stelle ran 

w''4'W ' 

'■ ^ und V schreiben, in folgende Über; 

. AwH-BvHJ) = 0. 
Da diese Gleichung Tom ersten Grade is(, gehen alle jene geraden Linien durch ein nnd 
■denselben Pnnct: den Mittelpnnct der Curve. Die Goordinaten dieses Mittelpnnc* 
te^^ den wir durch (j, x') bezeichnen wollen, sind folgende: 

B \ V 

525. Wenn wir der allgemeinen Gleichung folgende Form geben: 

* ^ Gv*-|-2(Bw-f-Eu)v+Aw2-+.2Dnw+Fu2 = o, 

n gleich Eins setzen, für w irgend einen Werth W snbstttuircn und die entsprechenden '" 
Werthe von v darch v' und v^ bezeichnen, so kommt ähnlich wie eben; « 

V-+.V, _ Bw+E 

V and v^ beziehen sich auf zwei durch denselben Punct der zweiten Axe gehende Tangen- 
t<in der durch die allgemeine Gleichung dargestellten Gurve, und r-^'> wie man leicht 



einsieht, auf eine gerade Linie, die zu jenen beiden Tangenten und der zweiten Axe als 
vierte Harmonieale gehört Die letzte Gleichong zeigt, dass alle solche gerade Linien 
durch denselben Punct gehen, wie wir auch w' annehmen mögen. Dieser Punct heisst 
der Pol der zweiten Axe und für die Gleichung desselben erhalten wir 

Bw4^Cv-|>-E = 0. ♦ 

Die. Goordinaten dieses Pnnctes, den wir durch (j\ x') bezeichnen wollen, sind also: 

,, G . „ E 

^ =B' y ^^B* 

\?Venn wir der allgemeinen Gleichung folgende Form geben: 

FuH-2(Dw+Ev)uH-Aw2-f.2Bvw-f.Gv* «= o,^ * 
und V gleich Eins setzen, so gibt eine ganz analoge Schlussweise: 

Dw+E+Fa = ' 

für die Gleichung des Poles der ersten Axe; Bezeichnen n^r d^er diesen Punct durch 
{y"y O' &0 kommt: 

"" ""D' y "= D' 

Aus der Definition des Poles der zweiten Axe oder,'tiberhaQpt, jeder beliebigen ge« 
raden Linie, folgt unmittelbar, dass, wenn dieselbe die Gurve zweiter Glasse in zwei 
Puncten schneidet, der Poh auf der Tangente in jedem dieser be^4^n PnnctQ und also 
im J)«rchschmttc dieser beiden Tangenten ^egt. *} 



*} I^ Die Entwlcklangen der beldeQ letzten Nummern des Textes lassen sich auf beliebige Cur- 
ven jeder beliebigen Ciasse, das heisst, auf «He b^Iiebi^eu algebraiscfaen Curven, aus- 
dehnen. Der ^Ugemeinen G|eicht|ng der Curven irgend einer n. Ctasse könpen wir folgc^ule 
form gebeut 

• Awn+Pwn^«(BH-C)+n(n--l)w«-^(DY^+Ev-f-F)-H . , , » o. (a) i 
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526. Wenn die allgemeine Gleichang, statt eine Corvo, ciq System von zwei Puhctcn 
darstellt, so I^önnen wir jiymer noch von dem Pole einer beliebigen geraden Linie sprechen. 
Durch diesen Pol gehen alsdann alle solchen geraden Linien, welche za der gegebejicn 
geraden Llipie und denjenigen beiden, die einen. beliebigen Pnnct derselben mit den bei- 



Wenn vir für v irgend einen Werth v beliebig annehmen, so erhalten wir, im Allgeroei- 
nea, u verschiedene und endliche Werthe für w, die wir dorch w^, W2, W3, . • wi» be*- 
zeichnen wallen, und die sich auf solche n verschiedene, unter einander parallele, Tan- 
genten der gegebenem Curve beziehen, deren Richtung durch die obige Annahme des Wer^ 
äes von V bestimmt ist» Aas der allgemeinen Theorie der quadratischen Gleichang folgt 
alsdann: 

W1+W2-I-W3+ • . +w„ Bv-hC ,. . 

n . A - ' 

l -1 ' 5 " j und v' sind Coordinaten derjenigen geraden Linie, die mit 

den in Rede stehenden n parallelen Tangenten parallel ist und für welche die Ordinate des 
Dnrchschnittspunctesmlt der zweiten Coordinaten -Axe das arithmetische Mittel ;)us ^eu Or» 
dinaten der entsprechenden Durchschnittspuncte jener n parallelen Tangenten ist. £s be« 
zeichnet diese gerade Linie, um uns kurz auszudrücken, die Richtung der Mittelkraft aus n 
gleichen Kräften, welche nach jenen n parallelen Tangenten wirken. 

Für jeden. Ordinalen- Werth v erhalten wir einen entsprechenden Werth für 

I ■■ ^ ^ ■ " j; betrachten wir beide Grössen als veränderlich und schreiben 

w an die Stelle der letztern, so verwandelt sich die Gleichung (b) in folgende: 

Aw-l-Bv-f-C =s o, (c) 

und stellt also einen Punct dar. Auf diese Weise ergibt sich 'folgender Satz: 

Wenn nach aUen^ einer beliebigen geraden Linie parallelen Tangenten irgend einer ge> 
gebenen algebraischen Cwf^ beliebige f unter einander gleiche ^ Kräfte -unrJten, so geht die 
Mittelkraft aus allen diesen Kräften bestandig durch einen festen leinet, ude sich die 
Richtung der parallelen Tangenten auch ändern mag. 

Wenn die allgemeine Gleichung (a) insbesondere jsin Sysleaa von n Pancten darstellt, 
so erhalten wir einen bekannten Satz der Statik. 

Man ktjnnte, und zwar, wie mir scheint, sehr passend, den Punct (c) den Mitte I- 
punct der gegebenen Curve n. Glasse nennen. Diese Definitlop des Mittelpunctes 
ist allgemeiner als die gewöhnliche, und nach derselbenr hat, im Allgemeinen, jede alge- 
brals(£e Curve einen Mittelpunct. Wenn dieser PuiM:t zum Anfangspuncte genommen wird, 
und (a) die bezügliche Curve darstellen soll, so efhfilt man: 

B =r O, C = O. 

Der Mittelpunct liegt unendlich weit, und also auch eine derjenigen Tangenten, die einer 
beliebigen geraden Linie parallel sind, wenn 

A"= o. 
Die Curve hat in diesem Falle einen parabolischen Zweig. Der Mittelpunct wird unbestimmt, 
wenn die drei letzten Gleichungen zugleich befriedigt werden. Ich gehe in kein Detail hier 
ein; man sieht indess leicht, wie sich hier auf sehr natürliche Weise, die Discassion der 
allgemeinen Gleichung der Oerter irgend einer Glasse ergibt ; ■' /' • :>^ • . 

Wenn wir die Gleichung irgend einer Curve n. ClafS« zwischi^n deii drei C^^rdinftteii 
w, V und u, der Kürze halber, durch 

ü = ' • . (d) ■ ' • 

. darstellen, so ergibt sich für die Gleichung ihres Mittdpuncte^J * • » t . . 

dnü d»U d«ü 

-z W-f-1 rr-vH- , ,, , "U =a O. ' 

dw" dw'^-Mv dw»-*du 

IT. 5Venn wir der allgemeinen Gleichung der Curven n. CUsse folgende Form geben: 
Av«-hnv"-*(Bw4-C)+n(n— l)v'»-2(Dw^-f-Ew+r)4- , .;.. = 0'^/ , "^ 
und diejenigen Werthe von v, die einem besondern Werthe von w, den wir dp.rch w' un- 
terscheiden wollen,, entsprechen, durch Vj, y^f Va» # «- v^i . iLezeichhen , so ergibt sich 
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den Panctcn des Systems verbinden, als Tiertc Harmonicalen gehüi^n» Wir erkennen 
hieraus leicht , dass der Pol der gegebenen geraden Linie der vierte harmonische Thei- 
langspunct za den beiden Poncten des Systems nnd dem Darchschnittspancte der gera- 
den Linie, welche diese beiden Poncte verbindet, mit der gegebenen geraden Linie, ist. 



sogleich: 

Vi+Va+VaH- ■ • • Vn _ Bw'+C 
n - A^- 

Die Ordlfiaten V|, ¥2, V3, • • • v^ beziehen sich anf n verschiedene Tangenten der ge- 

(y ■l'V., I Val " V ^ 

^i ! — " I 

und w' sind Goordinalen einer leicht xn constniirenden geraden Linie, welche ebenfalls 
durch diesen Panct geht* Vyenn man nemlich der xweiten Axe irgend eine beliebige 
gerade Linie parallel zieht, und den Schwerpunct gleicher Gewichte sucht, die man in de^n 
Dnrchschnitte dieser Linie mit jenen n. Tangenten der gegebenen Curve sich angebracht 
denkt, so geht die in Rede stehende gerade Linie zaeleich auch durch diesen Schwerpunct* 
Man kann auch, was man ohne Mühe einsieht, dieselbe gerade Linie als die Richtung der 
Mittelkraft aus solchen n Kräften betrachten, die nach den Richtungen der in dem durch w'. 
bestimmten Puncte der zweiten Axe sich schneidenden n Tangenten wirken und die sich ver- 
halten wie diejenigen Segmente dieser n Tangenten, welche zwischen ihrem gemeinschaftli- 
chen Durchschnitte anf der zweiten Axe und einer beliebigen dieser Axe parallelen geraden 
Linie liegen. Dieselben Kräfte verhalten sich also, bei der Voraussetzung rechtwinkliger 
Coordinaten • Axen , umgekehrt wie die Sinns derjenigen Winkel, welche ihre Richtungen 
mit der zweiten Axe bilden* 

Wenn wir w' als veränderlich betrachten und mithin nach einander von verschiedenen 
Pnncten der zweiten Axe n Tangenten an die gegebene Curve legen, so ist auch 

( * ^ 1 ^ ■■ * * j veränderlich* Schreiben wir demnach an die Stelle von w' und an 
n I / . 

die Stelle des letzten Ausdruckes w und v, so verwandelt sich die letzte Gleichung in fol- 
gende I 

Av+Bw+C =: o, (e) 

und stellt mithin einen Pnnct dar« Diesen Punct könnte man den Pol der zweiten Axe 
nennen. Da für diese Axe jede beliebige gerade Linie genommen werden kann, so ergibt 
sich der nachstehende Satz: 

Wenn eine gerade Linie und irgend eine cdgehrcdeche Curve gegeben eind und num 
sieht pon irgend einem Puncte der ger€uien Linie edle möglichen '&ngenten an die Curve 
und denkt sich nach den Richtungen dieser Ibngenten Kräfte ivirhen , die eich umgekehrt 
verhalten ivie die Sinus derjenigen Winkel, ivelche die Hichtungen derselben mit der ge* 

fAenen geraden Linie bilden ^ so dreht sich, während der beliebige Punct auf der gege- 
enen geraden Zinie fortrückt^ die RicJuung der Mittelkraft um einen festen Punct. 
. Wir können aucl^ hier ein System von beliebig vielen Puncten an die Stelle der Curve 
setzen. , . 

Wenn wir wiedervm von der Gleichung (d) ansgehea, so erhalten wir for die Glei- 
chung des Poles der zweiten Axe: 

^ dnü d^ü d^ü 

dW^^"*'dv»-yw^ ^ dv«*-*du" ^ ^* 
und hiernach fiir die Gleichung des Poles der ersten Axe; 

d«ü d«ü dnU 

dn" du"-^*dw dua-^^v 
III. In dem Srsteiqe der Punct « Coordinaten erhalten wir Entwicklungen, die den vor- 
stehenden ganz analog sind. Wenot wir erstens' der* allgemeinen Gleichung derCurveo m 
Ordnung folgende Form geb^ni 

Ay"+ny«-«(Bx+C»)+n(n— »y-'(Dx'+Exz+Fz«)4* . . « o, 
•e ist sogleich ersichtUch, dass, wenn wir z « 1 setzen > jedem besondern Werthe von x, 
un4 wenn wir x ä i setzen, jedem besondem Werthe von s im Allgemeinen n verschieb 

18* 
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527* Wenn wir A » 1 nehmen, so erhalten wir ans dem Vorstehenden folget 
vollständige Constanten -Bestimmang vermittelst der Coordinaten des Mittelpnnctes der 
gegebenen Cnrve nnd der Coordinaten der Pole ^er beiden Axent 
t ' 

dene Werthe von j entsprechen, welche sieb auf die Dnrchscbnitte der Cnrve mit etner det 
«weiten Axe parallelen geraden Linie beziehen. Nach derselben Scnloisweise als oben gm^ 
langen wir hier la folgendem ' Satze : 

fVenn irgend eine^ algebraische Curue gegeben iet^ ,und man bewegt in der Ebene der* 
selben eine gerade Linie paraiKl mit eich selbe t , äo beechreibi der Schu^rpun^ gleicher 
Geudchte\ die ^nan eich in allen DurchechnUtepuncien der Cwrpe mit der gnaden Unie, 
in deren verschiedenen Lagen ^ angebrac?it denkt, eine gerade Linie. 

Wir können ein System von geraden Linien an die Stelle der gegebenen Cnrve seben. 

Wenn wir n => 3 setzen und insbesondere noch annehmen, dass die mit der zweiten 
Axe parallelen geraden Linien die Curve berühren nnd also überdiess dieselbe nnr noch in 
einem einzigen Puncte schneiden, so liegen diejenigen Pancte dieser Linien, welche zwischen 
den Berührangs- und Dnrchschnittspuncten, von diesen noch einmal so weit entfernt, als 
von jenen, sich- befinden, auf der in Rede stehenden geraden Linie, dem geometrischen 
Orte der im Satze bezeichneten Schwerpuncte. Wenn wir endlich, statt der Corve dritter 
Ordnung, ein System von drei geraden Linien betrachten, und die der zweiten Axe paralle- 
len geraden Linien durch die Durchschnittspuncte dieser drei geraden Linien legen, so er- 
gibt sich folgender specic;lier Satz ; * 
^ ^ Wenn man von jedem der drei Winhelpuncte eines gegebenen Dreiecks aus Hacti ge* 
gebener Richtung eine gerade Linie hs zur gegenüberliegenden Seite zieht, eo liegen auf 
den drei resüUirenden geraden Linien die Endpuncte der ersten Drittel in gereufer Linie» 

IV. Wenn wir zweitens der allgemeinen Gleichung der Curven n* Ordnung fol- 
gende Form geben: 

Az'M-nz'»-*(Ay+Cx)+n(n— l)z»^2^yM-Exy+Fx«)-4- • * « a, 
s6 entsprechen , indem wir x = 1 setzen , jedem beliebig angenommenen Werthe von y 
jt \j^schiedene ^erthe von z, und diese n Werthe von z sind die, mit entgegengesetzten 
. Zeichen genommenen reciprolL|n Werthe der Abstädde der n Durchschnittspuncte der Corre 
mit einer durch den Anfangspunct der Coordinaten gehenden geraden Linie, deren Rieh- 
'tung durch den fiir j beliebig angenommenen Werth bestimmt ist^ Die Bestimmung des 
arithmetischen Mittels aus den reaproken Werthen dieser n Abstänae knüpft sich an die 
barmonische Theilung und an Betrachtongsweisen der Statik* Wenn wir nemlich zuvörderst 
zwei Durchschnittspuncte betrachten, deren Abstände vom Anfangspuncte wir r und r nei%- 

nen wollen, so ist %! — f— , 1 der reclpi^oke Werth des Abstandes: f — -^ j und der 

dadurch angezeigte Punct gehört als vierter harmonischer Theiiungspunct zu den beiden 

erstgenannten Pnncten und dem Anfangspuncte; denn man -hat: 

2rr , , 2rr 
r : ', — r « r ; r ^ 

r+r r+r , 

Wenn man femer in den beiden Pancten (r) und (r) sich irgend zwei soldie Gewichte g 
und g' angebracht denkt, deren Momente in Beziehung auf den Anfangspunct einander 
gleich sind, und sich also uxngekehrt verhalten, wie ihre £ntferpuQgea vom Anfangspuncte, 
so kann maii sieh die beiden Gewichte vereint in jenem vierten harmonischen Theilungspuncte 

f -— ; j angebracht denken und erhält alsdann ein Moment, das der Son^me der beiden 

eben bezeichneten Momente gleich ist Wenn wir diese Betrachtangen auf beliebig vieie 
Durchschnittspuncte ausdehnen, so fuhrt uns die, nun ößer schon angewendete, Schlnss* 
weise zu folgendem Satze : , 

' Wenn man durch irgend einen festen Punct eine beliebige gerade Linie legt und in 

. . aßen Durchschnittspuncten dieser geraden U^nie ptit irgend einer gfigebe^en algebradscften 

..1 r^ Cury^ Geudchte ,si^'^(jtngeb^4ujii*d^ Punct 

einander gleich sind, so gibt es einen Punct, in u^elp/iem , ftüan täli diese ' öwichte sich 

ffereinigt denken lann^ so dass das Moment dießer pereinigfen (fswichte ä^r Summe der 

, . . Momente aller einzelnen Gßtidßhte gleich isti dieser funct- ImschreilO' ein^ gerade Linie, 

ufenn die beliebige sclineidende gerade Linie sich um den festep, Punct dreht. 
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T. Wenn wir n sa 2 nehmen y so ist bekannllicli die unter lil beslinimle gerade Li- 
nie ein Durchmesser der Carve zweiter Ordnung, und. zwar dasjenige, dessen zugeoirdneter 

der zweiten Axe parallel ist. Alle solche gerade Linien, die der verschiedenen Annahme * ' 

der Richtung der zweiten Axe entsprechen, gehen durch denselben Punct: Men Mittelpunct 
der Curve. Für den Fall, dass n > 2, können wir die auf analoge Weise bestimmten 
geraden Linien immer noch als Durchmesser der Cufve betrachten, wenn wir dieses Wort' 
In einem weitern Stune nehmen* £s bietet sich uns hier aber die natürliche Frage dar. ob 
' alle solche Durchmesser, die den verschiedenen Richtungen der beliebigen geraden lunie^ 
die wir zur zweiten Axe genommen haben, entsprechen, auch in dem allgemeint« Falle 
durch denselben Punct gehen, oder, wenn diess nicht geschieht, was fiir eine Curve von 
denselben nmhiillt wird. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir von 
der allgemeinen Gleichung der Gurven dritter Ordnung ausgehen. Auf dieselbe Weise er- 
gibt, sicn leicht das allgemeine Gesetz» ^ ~ 
Wenn wir aus der Gleichung: 

Ay'»+Bxy2+Cx^y-i-Dx''-fEy^+Fxy4-Gx2+Hy-Mx+K = b, (a) 

vermittelst der linearen Gleichung: 

y = ax+b, (b) 

^reliminiren, so erhalten wir eine Gleichung des dritten Grades in i Ton folgender Form: 

px'+(qb+r}x'+mx-fn = o, 
wc^ei wir, der Kiirze halber» 

p =a Aa*+Ba^+Ca+D, 

q == 3Aa^4-2Ba+C, 

r = Ea^+Fa+G, 

setzen. Fiir das arithmetische Mittel x' aus den drei Wurzeln der vorstehenden Gleichung 

in X, ergibt sich: 

X =a — . (c) 

3p 
Dieser Abseissen • Werth bezieht sich also auf den Schwerpunct gleicher Gewichte, die man 
sich in den drei Durchschnitten der geraden Linie (b) und der Curve (a) angebracht denkt ^ 
für die Ordinate y dieses Punctes erhält man: 

qb+r (3p-aq)b--ar sb^ar , 

^ =" '^'- "V = — ÜP riT' ^^ 

indem man , der Kürzen halber : 

5 « 3p— aq « BaM-2Ca4-3D 
setzt. Wenn man zwischen den beiden Gleichungen (c) und (d) b iliminirt, to kimmt: 

qy'4-sx'+r = o. (e) 

Diese Gleichung stellt, wenn wir j nnd x' als veränderlich betrachten, eine gerade Linie . | 

dar und zwar diejenige, welche der geometrische Ort aller Scbwerpuncte der Durchschnitte 

ist, wenn wir die gerade Linie (b), parallel mit sich selbst, verrücken. Bezeichnen \ur .j 

diese gerade Linie durch ihre Coordinaten, so kommt: l 

q _ 3Aa^+2Ba+C i 

" "* r "" Ea?H-Fa+G ' i 



» Ba^+2Ca+3D 

V 



r Ea^+Fa+G . 

In dicken beiden Gleichungen kommt a vor; die in Rede stehende gerade Linie ändert ihre 
Xage, wenn diu gerade Linie (b) ihre Richtung ändert. Wenn wir a zwischen diesen bei- 
den Gleichungen eliminiren, so erhalten wir eine Gleichung zwischen u i:^nd v, welche 
denjenigen geometrischen Ort darsteRt, der von der geraden Linie (e) umbülU wird, wenn 
wir fiir a nach einander alle möglichen Werthe nehmen. Die resultirende . Gleichung sieigt, 
in Beziehnng auf u und v, bis zum dritten Grade. 
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Für den Fall der Parabel, wo A » o, erhalten wir, wenn wir B « 1 setzen, fol- 
gende Constanten - Bestimmang : 

C = X", • • E « y", 

523. la der vorigen Nummer haben wir für E eine doppelte Bestimmnng erhalten. 
Es ist, hiernach: - . ., , " ' 

X X 

Wenn wir diese Gleichung geometrisch deuten und berücksichtigen, dass wir ii^end 
iwei beliebige gerade Linien zu Coordinaten - Axen nehmen können^ 90 erhalten wir fol- 
genden Satz: 

Wenn eine Curve zfvcitet Classe und irgend zwei gerade Linien gegeben sind^ und 
man legt durch den Pol jeder der letztern eine gerade Linie mit der andern parallel^ 
so schneiden sich die beiden Parallelen in ein^m solchen Puncte^ der mit dem Mittel- 
puncte der gegebenen Cun^e und dem Durchschnitte der beiden gegebenen geraden JA- 
nien in gerader Linie liegt. *) 



*) Wenn wir die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen j und x: 

zu Grunde legen, so erhalten wir bekanntlich folgende drei Gleichungen: 
^ y+ax+y = 0, 

«y+/5x4-d s=5 o, 
yy+Jx+« ==0, 
für diejeuigen beiden Durchmesser der Curve^ deren zugeordnete der zweiten und ersten 
Coordinaten - Axe parallel sind, und Tiir die Polare des Anfanespunctes* Nennen wir die 
Coordinaten dieser drei geraden Linien w' und v'^ w" und v , w"' und v'", so erhalten 
wir folgende Constanteu- Bestimmung: 

a =s V , /? =» V v", y Ä w', 

as=yw?sywf «äww- 

Die Gleichung: 

a^^ß = 0, 
welche die Bedingung enthält, dass die, durch die allgemeine Gleichung dargestellte, Corve 
eine Parabel ist, reducirt sich hiernach auf folgende: 

v" «V, 
welche ausdruckt, dass diejenigen beiden Durchmesser, welche die, der ersten -und zweiten 
Ate parallelen Chorden halbiren, und, da diese Axen beliebig sind, dass alle Durchmesser 
parallel sind. 

Aus der doppelten Bestimmung, die wie für den Coefficlenten 8 erhalten haheir, folgt s 

w' w" 

"^ *^ "Tm • 
V V 

f — -, 1 ist das von dem Durchmesser (w', v') auf der ersten Axe bestimmte. Segment^ 

f — Tu) ist dasjenige Segment» das auf derselben Axc von finer solchen geraden Link' 

bestimmt wird, die der Polaren its Anfangspunctes parallel ist, und durch den Dnrchsduiitt 
des Durchmessers (w", v") mit der zweiten Axe geht. Hiemach ergibt sich folgender ßatz: 
Wenn eine Curpe zu^Uer Ordnung und irgend Twei gerade Linien gegeben eind, fo 
uiird jede dieser beiden geraden Linien fon demjenigen Durchmesser ^ dessen xugßordngtsr 
der andern parallel isty so geschnitten, dass die beiden Jkirchschnittspuncte auf einer ßo^ 
ehen geraden Linie liegen , die der Polaren des Durchschnittsgunetes der hsiden gegebenen 
geraden Linien parallel ist. 
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> 
Wenn insbesondere die beiden gegebenen geraden Linien die gegebene Cdrve bcräh- 

rcn, so folgt nnmittclbar aus deni vorstehenden Satze, dass die Berlihrungs-Chorde von 

demjenigen Durchmesser halbirt wird, der durch den DarchscliQitt der beiden TangclA- 

ten geht» 

Es besteht der letzte Satz aoch dann noch, wenn wir statt der gegebenen Cnrve 
zweiter Classe ein System von zwei Pancten nehmen. 

529. - Wenn der fiir die Discossion der verschiedenen Fälle, welche die allgemeine 
Gleichong des zweiten Grades darbietet, characteristischc Ausdruck (AC— B*) Null ist, 
so kommt: 

x' = x"^ 

Der Pol der zweiten Axe liegt also auf einem solchen Durchmesser, der der zweiten Axe 
parallel ist, was offenbar nur danp Statt finden kaiin> wenn diese Axe einer Asymptote 
der Curvc, oder in dem Falle, dass ein System von zwei Puncten an die Stelle der 
Carve tritt, derjenigen geraden Linie, welche diese beiden Pnncte verbindet, parallel ist. 

Der Ausdruck (AF— D^) tritt an die Stelle des eben betrachteten, wenn wir die bei- ' 
den Coordinaten-Axen mit einander vertauschen^ 

'. SdO. Ferner ist in der Discossion der allgemeinen Gleichung folgender Ausdruck: 

[(AE~BD)^->(AC-B^)(AF— D^)]wz^^ 

von Bedeutung gewesen. Wenn wir nemlich (51 1) irgend zwei beliebige gerade Linien 
zu Coordinaten-Axen nehmen, und den^ jedesmaligen Coordinaten- Winkel % nennen, so 
ist für dieselbe Cnrve der vorstehende Ausdruck constant und zwar gleich dem negativ ge- 
nommenen Quadrate des Productcs aus den beiden halben Axen der Curve. Wenn wir 
substltuiren und das Prodnct aus den beiden halben Axen Si nennen, so kommt: 

— fl^ = (xy'— xy)2»/22^--(xV'--x2)(yy'— y'2)5/722^. 
Den zweiten Theil dieser Gleichung können wir leicht construiren. Bezichen wir uns zu Fig. 10, 
diesem Ende auf die 10. Fignr, in welcher der Mittelpunct durch C, dife Pole der zwei- 
ten und ersten Axe durch P und Q bezeichnet sind, so ist z. B. 

x'(y"--y>'/2^ = -CY:, '.^^ .-T ,3f .: i/ ■' ■, 



y'(x''-x>//^ =F.^CX.''; ;:, , f. 3.,-,.,. ^, jp 
i?^ *== (CY'^')(CX'').-(ffYy; ' • -^ ' • '' 



und es ergibt sich : 

Diese Gleichung gibt uns *das Product der beiden halbetl Axen einer CnrVc z\^^citcr Classe 
und hiernach den Flächen -Inhalt derselben, wenn die Pole irgend zweiei' gegebentr ge- 
rader Linien uiid d6^^ Mittelpunct bekannt ^ind. Der Mittelpunct selbst crgibf "sichV'wVTrA 
wir jinr eine gerade Linie kennen, auf Welcher er sich befindet (528). _ . 

> .• ; ■) ; I [IJi ^ >^-\\ .^ ;: :/ * .' ^ ^- » .v - > 5 • ' ;, •■''.• ' '. ' ' ;* • 

;, 6au -Fmi; b^$pnd(ye lAnn^j^ijen des . Coordinaten -SjfStemsverf infacht sich dic^ obige Fig. 11. 
Construction des Inhaltes des unter den beiden halben Axen der Curve enthaltenen J^ecl^tj- 
ecks. Nehmen wir z. B. an, -dass die Cnrve (Fig*. 11) von den beiden Coordinaten-Axen 
berührt wir^, so ist C = o und F e:d^ö,.;mithin: : : ' •»'► "i. ^ . 

^ ^ -- r \y^ A^E^-^gABDE ^.^,^ , ; ,. ,;.- ,._ 

'.■■ .y-.U ■.. . .- -^ii-l '"j .l..n> ^V!■, ».1.1 'A* .,»-., .-.M \.\>\\'.... • ;\.;. "'. 
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alsa: - • . • ■ 

fl ^ xV[y W-y')]- «'^- 
Dtese Gleichung ist lelchl zn constniiren- Wenn wir, wie in dfcr tl. Fignr, rechtwinV*- 
. Hge Coordinaten-Axen nehmen, so brauchen wir nur einen Kreis NX' zu beschreiben, 
dessen Mittclponct C der Mitlelpanct der gegebenen Carve ist und der die erste Axe be- 
rührt. Ziehen wir alsdann CX' nach dem Puncte, in welchem dieser Kreis die erste 
Axc berührt , und NY", dieser Axe parallel , durch den Puncto in wckhem die zweite 
Axc von der gegebenen Curve berührt wird , so ist 

und also: ., % 

fi = Y"M.MN- ' («) 

Hiernach ei^ibt sich eine leichte Constmction einer Curre zweiler Qasse« welche 
eine gegebene gerade Linie OY, in einem gegebenen Pnncte Y", berührt, einen gegebe- 
'^ nen Pnnct C zum Mittelpuncte, und mit einer gegebenen Curve zweiter Classe, mit «i- 
nem gegebenen Kreise zum Beispiel , gleichen Flächen - Inhalt hat Die letzte Besüm- 
mung kommt darauf hinaus, dass das Product der beiden halben Azea der zu constroi- 
renden Curve gegeben, gleich fl, sei. 

Wenn wir ncmlich auf OY im Pnncte Y" ein Perpendikel errichten , so können wir 
auf diesem Perpendikel zunächst den Punct M, und dann, nach (l), den Panct N be- 
stimmen; und endlich ans C als Mittclpnnct einen Kreis beschreibeUi der durch N geht 
Diejenige Tangente dieses Kreises, welche auf OY senkrecht steht, ist ^lugleich .eine 
Tangente der zu beschreibenden Curve. 

532. Wenn die zweite Axe ein^r der beiden Asymptoten der gegebenen Curve zwei- 
ter Classe, die mithin eine Hyperbel ist, parallel ist, so erhält man, weil alsdann 
AG-B« = 0: 

-g = <*^?°)'^.^ 

und folglich: 

f^.-^ AE-BD . ^ 

nnd hieraus, indem[man snbstitnirt: 

flV^Hi = y'(x"-x')«/i9. 

p- _, Wenn wir uns auf die 12. Figur bezieben , in welcher C der Mittelpnnct der gegebenen 

'Hyperbel, CA und CB die Asymptoten derselben. sind, und fir die zweite Axe eine be* 

liebige, der einen Asymptote CB parallele, gerade Linie, OY, nnd für die erste Axe 

eine durchaus beliebige gerade Linie, OX, nehmen, deren Pol der Punct Q ist, 4arch 

Afin QD parallel mit CB gezogen ist, so ergibt sich, abgesehen vom Zeichen: 

y -^ CBi y"-^x' = BD, 

and mithin 'Si\/^i gleich dem doppelten Inhalte des Dreiecks CBD; und da die Hohe 
DF dieses Dreiecks gleich ist der Entfernung QR des Poles Q von der Asymptote .CB» 
Jst aizch: ' ' X ' 

; j . --iV— 1 « CB.QR. 

Wir kommen auf diese Weise zn folgendem Satze : 

Das Product desjenigen Segmentes ^ das auf einer Asymptote einer gegebenen Hf^ 
perbel zwischen dem Mittelpuncte und dem Durchschnitte derselben mit einer beliebi- 
gen geraden Linie liegte in dert^ Abstand "des^P^es dieser geraden Linie 9on ^r^elben 
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Asymptote ist constant und gleich dem Producte der beiden halben Axen der gegebe* 
*nen Hyperbel {2Z|3)* 

Wenn wir stalt OY irgend eine, der andern Asymptote CA parallele, gerade Linie 
zar zweiten Axe genommen hätten, «o wtirden wir gerade anf dieselbe Weise, wie ölen, 
gefunden haben, dass Qv — 1 anch gleich ist dem doppelten Inhalte des Dreiecks GAE. 
Die beiden Dreiecke CBD und GAE sind also einander gleich (es ist also auch BD = AE) 
und ihre Summe ist gleich d^m nnier den beiden halben Axen der gegebenen Hyperbel 
enthaltenem Rechtecke^ Dieses Rcsnltat besteht, gleich viel, ob die beliebige znr ersten 
Axe genommene gerade Linie der Curve begegnet oder nicht» Wenn dieselbe die Corre 
bercrhrt, erhalten wir foIgeYiden bekannten Satz: 

Jede beliebige Tangente einer gegebenen Hyperbel schneidet von dem Asymptoten- 
fVinkel ein Dreieck von constant em Inhalte ab und mrd im Berührungspnncte halbirt. 

(Aus diesem Satze ergibt sich unmittelbar der frühere und allgemeinere, wenn wir 
berücksichtigen, was aus der Theorie der Pole sogleich folgt, dass, wenn man von dem- 
jenigen Pnnctc ans, in welchem eine gegebene gerade Linie einer Asymptote begegnet, 
eine Tangente an die Curve, und durch den Berübrnngspnnct anf dieser Tanjgente eine 
gerade Linie mit jener Asymplole parallel zieht, diese gerade Linie durch den Pol der 
gegebenen geht) 

Die letzten Nummern machen an einigen Beispielen anschanlich, wie die obige geo- 
mctrisfihe Dentnng der Gonslanten in der allgemeinen Gleichnng zu Sätzen nnd Cönstt-ne- 
tionen fuhrt. Znr Bestimmung jener Gonstanten können wir auch noch anf aüdefn W^* 
gen gelangen und ans der Znsammenstellung verschiedenartiger Bestimmtingeti ^rg^b^n 
sich neue geometrische Bezichnngen. Doch hieröbcr wollen wii* in keinfe Mreifeirn Ettt- 
wicklnngen hier eingehen. — ^ ' . ' 

533. W^cnn wir in der allgemeinen Gleichnng der Oerler zweiter Classe; 

Aw^+2Bvw+CvM-^Dnw+2Euv+Fu^ = o, " ' 

w = o setzen, so erhalten wir zur Bestimmung der Richtung der beiden durch den An- 
fangspunct gehenden Tangenten folgende Gleichung: 

CvM-2Euv+Fa» «0. 
Dieselbe Gleichung hätten wir erhalten , wenn wir J ' 

Aw-|-2Bv+2Du = (0 ' 

gesetzt hättet^ Es bilden' alao die beiden durch den Anfangspanct und ^e brd^^ii dorch 
dea.Punct (i). gehenden Tangenten ein Parallelogramm. Diejenige gerade Linie # welche 
dien letztgenannten Punct mit dem Anfangspnncte verbindet, geht» was die leUte Glei- 
chung zeigt, durch den Mittelpunct der Curve und wird in diesem Puacte halbirt. Liegt 
also der Anfangspunkt auf dem Umfange der gegebenen Curve, so thut es auch der 
Punct (1). , . ' ». ., 

Wir erhalten ferner, gleichviel^ o\i wir v =» o setzen. oder 

2Bw+Cv-|-2Eu = o,\ 6) 

ans der allgemeinen Gleichung folgende: 

^ ' ' Aw«+2Dnw+Fu« = 0. ' ' 

Es schneiden also die der ersten Axe parallelen - Tangenten in dieselben' t'uncCe der 
zweiten Aze ein, als die durch den Panct (2) gehenden Tangenten. Hif^rd^ch ist die 
Constructian dieses Pnnctes j^geben. Wenn wir femer die Qi\t\AitXL% (ä) «St der 
Gleichnng: * '. ' 

ü. 14 
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Bw-f-Cv-^En = o, 

welche den Pol der zweiten Axc darstellt, vergleichen, so ist ersichtlich, dass der in 
Rede stehende Pu^t von der ersten Axe eben so weit und von der zweiten. Axe halb so 
weit absteht, als dieser Pol. Hierans folgt, dass, wenn wir die Richtang der ersten 
Axe beliebig ändern, der Panct (2) auf einer der zweiten Axo parallelen geraden Linie 
fortrückt Also : 

Wenn mar^ von 4en beiden Durchschniitspuncten einer gegebenen geraden Unie^ 
mit irgend zweien parallelen Tangenten einer gegebenen CurPe zweiter Glosse noch zwei 
Tangenten an die Cur^e legt, so schneiden diese beiden neuen Tangenten sich in einem 
Puncte, der auf einer geraden Linie f die der gegebenen parallel ist 9, fortrückt ^ wenn 
fpir die Richtung der beiden parallelen Tangenten beliebig ändern. .Legen wir ferner 
durch diesen Punct eine gerade Linie parallel mit den bezüglichen parallelen Tangen- 
ten ^ so geht dieselbe durch einen festen Punct ^^ den Pol der gegebenen geraden Linie- 

Es stellt die Gleich ang: 

2Dw+2Ev+Fn =s o, 

einen solchen Panct dar , der eben so weit von der zweiten Axe nnd halb , so weit von 

der ersten Axe absteht; als der Pol der letztgenannten Axe» — 

534. Wenn in der allgemeinen Gleichung: 

AwM-2Bvw+CvM-2Daw-(-aEav-fJFa^ « o, 
die Coefficienten A, B> C, D, E nnd F theilwclse ein für alle Mal gegeben sind, oder 
wenn zwischen denselben Bedingnqgs -Gleichungen Statt finden, so stellt diese Gleichung 
.Carven dar, die gewissen Bedingungen unterworfen sind* Mit der Discussion einiger sol- 
.eher Fällc^ bei deren Auswahl wir auf die folgenden Paragraphen Rücksicht nf^hmeß, 
wollen wir uns jetzt zunächst beschäftigen. 
1. Wenn alle Coefi^cienten der allgemeinen Gleichung, mit Ausnahme des Coefficienten 
von u^, gegeben sind, so berühren alle Curycn^ welche darch diese Gleichung noch 
' dargestellt werden können, dieselben beiden, der zweiten Axe parallelen, geraden 
Linien in denselben beiden Pnnctcn. 

2« Wenn nur der Coefficient von v^ ibeliebig zu bestimmen übrig bleibt, so berühren 
alle Corven dieselben beiden der ersten Axe parallelen geraden Linien; in denselbem 
beiden Pn^cten. 

3. Wenn nur der Coefficient von w^ beliebig zu bestimmen übrig bleibt, so b^rflhren 
alle Curveii dieselben beiden, durch den Anfangspunct* der Coordinaten geheftden, 
geraden Linien in denselben beiden Pnncten* 

4. Wenn alle Coefficienten der allgemeinen Gleichung; mit Ausnahme des Coefficien- 
ten von UV, gegeben sind, so berühren alle Carven, welche alsdann durch diese 
Gleichung noch dargestellt werden können, dieselben vier geraden Linien, von wel- 
chen zwei der zweiten und zwei der ersten Axfe parallel sind. 

5. Wenn nur der Coefficient von uw Beliebig zu be/stiqimen. übrig bleibt, &9, berühren 
alle Curven dieselben vier geraden Linien, von welch eh zwei der zweiten Axe parallel 
sind und zwei durch den Anfangspnnct der Cöoirdinaten gehen« 

6. Wenn nur der Coefficient von vw beliebig zn bc^mnucn. Übrig bleibt, so berüfaren 
alle Cnryea dieselben vier geraden Linien, von i^/slc^ien. zw.ei der ersten A;c9 parallel 
sind und zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten gehen. ( , . 
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535. Die vorstellenden Sätze ergeben sich alle auf dieselbe Weise. Nehmen vir 
Kam Beispiel den letzten Fall-nnd stellen irgend zwei der bezüglichen Cnrven durch 
folgende beide Gleichungen dar: , 

;ÄwM-2B'vw-4-CvM-iDaw4-2Eav-t-Fu* =* o, 

Aw'-4-2B"vw+CvM*2Daw4-2EQV7l-.Fu* =» 0, , . 

so erhalten ,wir, wenn wir abziehen, nnd durch 2(B'— B") dividirens 

tW" = O; 

das heisst: die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden in Rede stehenden Cnrven gehen^ 

paarweise genommen, durch die beiden durch die letzte Gleichung dargestellten Pajucte^ 

von denen der eine unendlich w^it, nach der Richtdng der ersten Axe hin, liegt ni^d der 

andere in den Anfangspunct der Coordinaten fallt« Die Richtan^ der« beiden in dem 

letztbezeichneten Pnncte sich schneidenden Tangenten bestimmt sich durch die Glei* 

chung: ' 

Cv^-t-aEuv-t-Fu^ = 0, 

in der C, E und F, der Voraussetzung nach, gegebene Grössen sind; und diejenfgen 
Pnncte,' in welchen die durch den, nach der Richftmg' der ersten Axe hin, unendlich 
weit liegenden Punct gehende, oder, mit andern Worten,, die dieser Axe parallele Tan- 
genten in die zweite Axe einschneiden, bestimmen sich auf ähnliche Weise durch die 

Gleichung: r . ^ 

Aw^+2Duw-f.Fu2 ^0. * ' •"'• -^' 

Was die drei ersten Falle betrifft, so ist Uiir,' 3äss, wenn die Gleichungen zweier 
Curven zweiter Classe sich zu der Glcichnng zweier zusammenfallender Puncte verbindet 
lassen, gleichviel, ob diese beiden Puncte unendlich weit liegen oder nicht, die beiden 
Carven sich doppelt berühren nnd jene Puncte in den Durchschnitt ihrer gemeinschaftli- 
chen Tangenten fallen. 

536. Die Resultate der 534. Nummer bestehen auch dann noch, nur mit leichten 
Modificationen, wenn wir A gleich Null nehmen und die allgemeine Gleichung 'also nur 
Parabeln darstellt. 

V f 

i. Wenn alsdann der Coeificient von n^ einzig unbestimmt bleibt, so berühren alle 
diese Parabeln dieselbe, der zweiten Axe parallele, gerade Linie in demselben Puncto, 
^und die Durchmesser aller Parabeln sind parallel (464). . 

9. Wenn nur der Cocfiicient von v^ unbestimmt bleibt, so berührea alle Parabeln, die- 
selbe der ersten Axe parallele gerade Linie in demselben Puncte und alle Durchmesser 
sind parallel (464). ; 

3. Wenn nur der Coefißcient von uv unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln 
s^ei der Coordinaten* Axen parallele gerade Llmea und alle Duff^hmess^r« sind paral- 
lel (464). 

4. Wenn nur der Coefißcient von uw unbestimmt bleibt, *so berühren alle Parabeln 
zwei durch den Anfangspunct gehende nnd eine der zweiten Axe parallele gerade 
Linien. 

5. Wenn nur der Cocfficicnt von vw unbestimmt bldbt, so berühren alle Parabeln 
zwei durch den Anfangspunct gehende und eine der ersten Axe parallele gerade Linie. 
Nach den beiden letzten Fallen erhalten wir also unmittelbar die allgemeine Glei« 

chung aller Parabeln, welche die Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, wenn wir 

14 * 
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^eii WiDkelpxmct dieses Dreiecks zam Anfaogspanctc der Coordinatcn nehmen ond 
pi^e der Axcn deiTs' dicj^em Winkclpancte gegenöberliegcndcn, Seite parallel legenv 

S37. Wenn die Coeflicicnten B und D der allgemeinen Gleicbnng beide beliebig an- 
genommen werden, jedoch so, ^ass zwischen denselben irgend eine gegebene Gleichong 
des ersten Grades, besteht and die übrigen Coeflicienten ein fttr alle Mal gegeben sind; 
so berühren alle diejenigen Carven, welche nnter diesen Beschränkungen darch die all- 
gemeine Gleichung noch dargestellt werden köuinen, dieselben vier geraden 'Linien, von 
denen zwei in dem Anfangspnnctc der Coordinaten sich schneiden nnd zwei irgend einer 
geraden Linie parallel sind. 

Wir wollen,. was erlangt ist, A » 1 setzen. Unter dieser Yoranssetznng ist die 
gegebene Gleichqng zwischen B nnd D, für welche wir folgende nehmen wollen: 

D = a B-Hb, (,) 

wenn wir B and D als Teränderlicb, als x und y« betrachten, die Gleichung einer geraden 
Linie, des geometrischen Ortes {Sr die Mittelpuncte aller durch die allgemeine Gleichung 
« darstellbaren Curven. Stellen wir irgend zwei dieser Curven durch folgende Gleichun- 
gen dar: 

w^+2B'vw+CvM-2D'uw+2Env-f-Fn^ = o, ^ 

wM-2B"vw+CvH-2D"nw+2Euv-f.Fu' = o, 
nnd ziehen ab, so kommt: 

[(B'-B")v+(D'-D>]w =1 o, 
nnd da nach der gegebenen Bedingnngs - Gleichung : 

D' « aB'+b, D" « aB'+b, 

nnd folglich : 

/ . - (D'^D") = a(B'-*B"), 

so ergibt sich: 

[v-HauJw Ä 0. 

Wir kommen loimcr aüi' derselben -Gleichung, welche zwei der in Rede stehenden Cur- 
ven wir auch zusammenstellen mögen, und da diese Gleichung den Anfangspunct der 
Coordinaten und einen unendlich weit liegenden Pnnct darstellt, so ist die obige Be- 
hauptung gerechtfertigt. Diejenige Richtung, n^ch welcher der unendlich weit entfernte 
Pnnct liegt, bestimmt sich durch den Coefficienten a der gegebenen Bedingnngs«Gleichung. 

Die Richtung der beiden durch den Anfangspnnct gehenden geraden Linien bestimmt 
sich unmittelbar durch die Gleichung: 

Cv*-+-2Euv+Fu« = o, 
die aus der allgemeinen Gleichung sich ergibt, indem man w ss o setzt* Um die Durch- 
schnitte der beiden parallelen Tangenten mit der zweiten Axe zu erhalten, können wir, 
der Bedingnngs - Gleichung (l) Genüge leistend, in der allgemeinen Gleicbnng B « o 
nnd D » b nehmen und dann f ür v in dieselbe (^au) substitniren* Auf diese Weise 

kommt: 

Aw'+2baw+(Ca^-2Ea+F)u^ « 0. 

588. Wenn die Coeflicienten A nnd B beide beliebig angenommen werden, jedoch 
so, dass zwischen denselben ii^end eine gegebene Gleichnag des ersten Grades besteht 
«od die ül^rigen Coeflicienten ein iür alle Mal gegeben siad» so bertthroi alle Cnrven, 
welche nnter diesen Beschränkungen durch die allgemeine Gleichong noch dargestellt 
werden können, dieselben vier gerade Linien,, von welchen zwei durch den Anfangspnnct 
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der Coordinaten geben and. die beiden übrigen in einem zweiten Pancte der ersten Axe 
sieb schneiden. 
Es sei: 

B « aA+b, ff) 

die gegebene B^dingnngs-Gleicbong. Wenn wir alsdann irgend zwei der in Rede ste- 
henden Carven darcb die beiden Gleicbimgen : 

A'wM-2B'vw-J-CvH-2Daw-f-2Eav+Fa* « o, .' 

A"wM-2B"vw-»-CvH-2Duw-f.2Euv-t-Fa2 = o, ^*^ 

darstellen, so ergibt sieb, wenn wir abziehen:* 

[(A'-A'>+2(B'-B")vw]w «05 
and diese Gleicbang verwandelt sich, da nach der gegebenen Bedingangs-Gleichnng: 

(B'-B') « a(A'-A"), 
in folgende: 

(w+2av)w =s o. (3) 

Da diese Gleichung, welche zwei solche Pnncte darstellt, die auf der ersten Aze liegen 
und von denen der eine überdiess mit dem AnEaingspuncte zusammenfällt, unabhängig ist 
von der besondern Auswahl der beiden Gurren (2), so ist die obige Behauptung be- 
wiesen. 

Die Axfe der x ist also dne Diagonale derjenigen vierseitigen Figur^ der alle in Bede 
stehenden Corven zweiter Classe eingeschrieben sind. Ton den beiden Durchschnitts- 
-^uncten, welche diese Diagonale verbindet, fallt der eine mit dem Anfangspuncte zusam- 
meo, die Abscisse des andern ist' :2a. Die Mittelpqncte aller jener Curven liegen in ge- 
rader Linie und diese gerade Linie schneidet in die zweite Axe in einem solchen Puncte 

ein, dessen Ordinate ( — r- j ist. Wenn b gleich Null ist, so ist die zweite Axe 

dieser geraden Linie parallel. l)ie Bichtpng der Seiten des allen Curven umschriebenen 
Vierecks bestimmt sich darch die gegebenen CocfHcientcn C, D, E and F und durch a 
und b. Wir erhalten nemlich zur Bestimmung der Richtung d^r beiden durch den An- 
fangspunct der Coordinaten gehenden Seiten jenes Vierecks die Gleichung: 

CvM-2Euv+Fu^ == o, (4) 

eine Gleichung, die von a und h onahhängig ist, und zur Bestimmung der beiden übri- 

gen Seiten etwa, indem wir B es o und also A ^ — setzen , die beiden Gleichungen : 

a 

— ^W*+Cv^4-2Duw+2Euv+Fu» =s o, 

w-l-2av »0, 
aus denen folgendc^'^ch ergibt: 

(C— 4ab)v*-l-2(E-^2Da)uv-f-Fn» « o. (5) 

Nach dem Vorstehenden können wir auch , wenn irgend ein Viereck gegeben ist, 
indem wir einen Winkelpunct desselben zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen 
und die erste Axe zugleich durch den gegenüberliegenden Winkelpunct legen, die allge- 
meine Gleichung aller derjenigen Curven zweiter Classe bestimmen, welche diesem Vier- 
eck eingeschrieben sind und sonach auf eine leichte Weise alle Eigenschaften solcher 
Curven im Allgemeinen uoad ji^er^ derselben insbesondere entwickeln. Auf Beispiele hier- 
v<m iv)erden wir in* dem. Folgende zuriiddkommen>. und ^um Beispiel auf diesem Wege 
die grScsta onter allen denjenigen Ellipsen bestimmen,, die einem gegebenen Vierecke 
eingeschrieben werden 'können. 
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5d9« Die Sätze der beiden vorigen Nammern sind zwei Fälle folgenden allgemein 
nern Satzes: «- 

Alle Curvejij welche durch die , allgemeine Gleichung dargestellt werden können^ 
wenn irgend vier Coefficienten dieser Gleichung ein für alle Mal gegeben sind und 
zwischen den beiden übrigen eine gegebene Gleichung des ersten Grades Stqtt findet, 
berühren dieselben vier geraden Linie* 

Dieser Satz schliesst so viele einzeln^ Fälle in sich ein, .als die sechs CoefBcientea 

der allgemeinen Gleichang sich za zwei combiniren lassen,* also -^ » 15» Wir wollen 

diese verschiedenen Fälle in folgendem Schema zusammenstellen , indem wir dieselbe 
durch die Bedingnngs- Gleichung zwischen den jedesmaligen beiden CoefEcienten unter- 
scheiden. 

Zwei Seiten des, allen durch die allgemeine Gleichung darge- 
stellten Curven, umschriebenen Vierecks schneiden sich im An- 
fangspuncte der Coordinaten^ diQ beiden übrigen in einem Puncte 
der ersten Axe , jdessen Abscisse gleich 3a ist (538). 

Zwei Seiten des Vierecks schni^den sich im Anfangspuncle, 
lie beiden übrigen in einem Puncte der zweiten Axc^ dessen Or-~ 
tdinätc gleich 2a ist. 

Die gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Vierecks 
Ischneiden sich in solchen ^wci Puncten der ersten Axe, die zu 
[beiden Seiten des Anfangspnnctes gleich weit, nemlich um ±a 
Ivon demselben entfernt liegen. . Mail erhält für diese S^itenpaare 
'auf einem ähnlichen Wege, wie in den vorigen beiden Num- 
imem: 

0.) 



1. B =s aA+1» 



2. D = aA+b 



dit 



3. C+a»A— b» 



/ vr = ar, 

J0b«+2Ba)v«+2(E+Da)av+Fa» = 

iw SS ^*av \ 

(b2~2Ba)v«H-2(E--Da)uv+Fu^ = oJ 

IDie gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Vierecks 
schneiden sich in sol<;hen zwei Puncten der zweiten Axc , deren 
Ordinatenjha sind. 

iZwei Seiten des umschriebenen Vierecks sind der ersten Axe 
parallel. Diejenigen beiden Puncte, in welchen dieselben in die 
zweite Axe einschneiden, sind durch folgende Gleichung gegeben: 
Aw^+2Dnw4-Fu* « o. 
Die beiden übrigen Seiten schneiden sich in einem Puncte .der 
ersten Axe, dessen^ Abscisse gleich a ist; ihre Richtung ist durch 
folgende Gleichung gegeben : . . 

' (Aa^b«)vM-2(E— Da)uv-J:Fu* « o. 

JZwei Seiten des Vierecks sind der zweiten Axe parallel; die 
beiden übrigen schneiden sich in einem Puncte derselben Axe, 
dessen Ordinate gleich a ist 



5. C = 2aB+b^ 



6. F » 2aD+b^ 



7. D =» aB+b 



8. E =faB-fb^ 
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{Zwei Seiten ^es nraschriebenen Vierecks scbaeidcn sich im 
Anfangspnncte der Coordinaten; die beiden übrigen sind parallel 
npd ibre Richtung ist durch die Gleichung ( "^ ' ) » ^ gegeben 
(537). 

. Zwei Seiten des umschriebenen Yicrecks sind der ^ersten Axc 
I parallel, ihre Durchschnittspuncte mit der zweiten Axe sind durch 
Ifolgendc Gleichung bestimmt: 
J Aw2+2Duw+Fu* = o. 

\Oie beiden übrigen Seiten schneiden sich au£ der zweiten Axe in 
feinem Puncte, dessen Ordinate gleich a ist; die Richtung der- 
Iselben wird durch folgende Gleichung gegeben: 
( Cv2+ 2Euv+(Aa2— 2Da+F)u« = o. 

/ Zwei Seiten des Vierecks sind der zweiten Axe parallel; die 
9. £ =^ aD+b^ (beiden übrigen schneiden sich in einem Pnnctc der ersten Axe^ 
"^ 'dessen Abscisse gleich a. ist. 

Das umschriebene Viereck ist ein Parallelogramm, worin 
[zwei Seiten der ersten Axc parallel sind und dessen beide übrigen 

ISeiten, der Richtung nach, durch die Gleichung f — — j ss a 
Ibestimmt werden. Die Durchschnittspuncte jener beiden ersten 
10. C =s aE+b^ \Seiten mit der zweiten Axe sind durch folgende Gleichung ge- 
Igcben: 
I Aw^+sDuw+Fu* « o, 

[und die Durchschnittspuncte der beiden andern Seiten mit dersel- 
[beh Axe durch die Gleichung: 

' AwH2(D-^Ba)uw+(F+b>2 - <>• 
Das Viereck ist 'ein Parallelogramm, in welchem zwc^i Sei- 
lt E s£ aF-4^b' 9^^^ ^^^ zweiten Axe parallel sind und die Richtung der beiden 
Jübrigen durch die Gleichung ( — - j s= a sich bestimmt. 

Das umschriebene Viereck ist ein Parallelogramm. Die ge-, 
igenüberliegenden Seiten desselben und die beiden Axen haben die 
^Richtung von vier Harmonicalen. Man erhält ftir die Seiten des 
' r 2F K2 — /Parallelogramms folgende Coordinaten- Bestimmung: ' 

12. +a - - o ^ , ▼ « ±au 

AwH-2(D±Ba)nw±(2E±b«a)au2 « o, 
^ wobei wir die obem und untern Zeichen zusammennehmen m&s- 

la« £ if9t.aA+b.. / > Die«. Bestimmung der vjer, alle durch die allgemeine Glei- 

14. C^aD-fb« /chung dargest^ten Curven berührenden, geraden Linien ist we- 

15. F • tss« aBH-k • (niger einlach. *) 



« 



*) £10 analoges ScEema ergibt sich , wenn wir von der allgemeinen Gleichung der Gttrven 
«weiter Ordnung; 

ay*+2bxffcx«+2dyi+2exÄ+ft* « Oj 
ausgehen. Wenn nemlich irgend vier CoeiScienten dieser Gleichong ein (Sr alle Hai .ge« 
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54O; Wenn wir fiber die in jedem der verschiedenen Falle der vorigen Nommer cm 
für alle Mal .gegebenen vier Coefficienten. besondere Annahmen machen*, so erhalten wir 
die allgemeinen Gleichungen von Cnrven, die mannigfaltigen Bestlnimangen unterworfen 
sind und eine bestimmte Lage in Beziehung auf das Coordinalen- System haben. Wir 
werden ein Beispiel hiervon, in einem der folgenden Paragraphen , in dem wir uns 
mit der Osculation der Corven zweiter Classe beschäftigen werden , ausführlich behan- 
deln. Hier wollen wir uns auf einige Andeutungen über denjenigen Fall beschränken, wo 
A^ O9 und also alle Curven Parabeln sind. 

In 5. — 9. Falle der vorigen Nummer berlihren alle ^ durch die allgemeine /Gleichung 
dargestellten Parabeln die Seiten desselben Dreiecks. In dem 5« und 6. Falle liegt ein 
Winkelpnnct dieses Dreiecks auf einer der beiden Coordinatcn-Axen und die diesem 
Winkelpnncte gegenüberliegende Seite des Dreiecks ist derselben Axc parallel« In dem 
7. Falle fällt ein Winkelpunct des Dreiecks in den Anfangspnact In dem 8. und 9. Falle 
liegt ein Winkelpunct des Dreiecks auf einer der beiden Coordinaten-Axcn und die ge- 
genüberliegende Seit% ist der andern Axe parallel« 

In dem 10. -^ 12. Falle der vorigen Nummer ist die Richtung der Durchmesser aller 
Parabeln gegeben (464) und alle Parabeln berühren dieselben beiden geraden Linien. In 
den beiden ersten dieser drei Fälle ist von diesen beiden geraden Linien eine einer der 
beiden Coordinaten-iVxen parallel; in dem letzten Falle haben diese beiden geraden Li- 
nien und die beiden Coordinaten-Axen die Richtung von vier Harmonicalen. 

SkU Auch der allgemeinere Satz der 539. Mummer ist nur ein besonderer Fall von 
folgendem Satze: 

geben sind und zwischen den beiden tibrigen eine gegebene lineare Bedingungs- Gleichung 
Dtatt findet, so gehen alle Gurren, weiche, oqter dieser Beschränkung, durch die allge- 
meine Gleichung noch dargestellt werden köxiAen, durch dieselben vier Puncte, Hiernach 
erhalten wir folgende 15 verschiedene Fälle, die wir durch diejenigen buden Coefficienten, 
welche unbestimmt bleiben, bezeichnen wollen. 

3 Ij £ Alle Gurren gehen durch zwei feste Puncte einer durch den AnfaogspnncI ge- 
.' * jhenden' geraden Linie, und überdiess einmal durch zwei feste Puncte der ersten, 
"» ^ (das andere Mal durch zwei feste Puncte der zweiten Axe* 

!Alle Gurven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallogrammes , dessea 
beide Diagonalen durch den Anfangspunct gehen und mit den Leiden Goordlna- 
ten-Axen vier Harmonicalen bilden. 

jj j / Alle Curven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallel - Trapezes, von 
' * jdessen parallelen Seiten eine in eine der beiden Coordinaten - Axeu fällt, and die ^ 
^> ^* (andere derselben Axe parallel ist 

2^ £ i Alle Curven ^ehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallel -Trapezes, des- 
' |sen parallele Seiten einer der beiden Coordinaten «- Axen parallel sind und gleich 
*» *• (weit von derselben entfernt liegen. 

b, d. J Alle Gurren gehen durch zwei feste Puncte einer Coordinaten - Axe und dorch 
b, e. I zwei feste Puncte einer der andern CoordinateH - Axe parallelen gfokdea laoltk 

d e. i A^^^ Curven sind ähnliche rnid'tbAlicb Reg^de und geb^n ufterdiesz durch 
' * I zwei feste Puncte einer durch den Ailftagspitejct gM^pden gera4en I^inl^« 

d, f. ( Alle Curven^ sind ähnliche und ähnlich liegende ond gehen durch zwei feste 
^ ^Puncte einer solchen geraden Linie, die einer der beiden Coordinaten - Axen pa«> 
*' *• 'rallel ist. . . . ', > ^ 

a e £ 

^ ^' 1 Die Bestimmung der vier gemeinschaftlichen DorchichnittipüDCfe ist weniger ein« 
t" f Jfach. . ,• 
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Wenn za^ischen den Coefficienten der allgemeinen Gleichung fUnf 3edingungs^ 
Gleichungen des ersten Grades Statt finden y so berühren alle Curven^ fpelche .unter 
diesen Beschränkungen durch die allgemeine Gleichung noch dargestellt werden kön- 
nen , dieselben vier gerßden Linien* 

Wir fiihren diesen Satz hier bloss aiu In der sweiten Abthcilnng dieses Bandes wird 
derselbe, so wie die analogen Säue für Cnrven irgend einer beliebigen Classe, darcH 
allgemeine Beiracbtongen anmittelbar «ich ergeben« . ^ 

Neue Tangentef^- Theorie. 

6k^ Die allgemeine Theorie des Contactes, die ich in den folgenden Nnmmem ent- 
wickeln werde I ergibt sich anmittelbar aos der geometrischen Dentang des sogenannten 
TJheorems über die homogenen Fanctionen* Nach diesem Theorem^ das ich 
hier als bekannt ToraasseUBe*), hat man, wenn 

_U-o , (.) 

irgiend eine homogene algebraische Cileichuog ron einem beliebigen, etwa dem m., Grade 
zwi«cKen den drei Teränderlicbcn Gruxsen a, t and w ist: 

dU dU dU . ,. 

dw dv da 
d»ü d»ü d*ü d»ü .d'U d*U , , .,r 

d*ü . d«ü , d*ü . d»ü . d»U , , d*ü d»ü , 



54a. Wenn wir in . der nachstehenden Gleichung die partiellen Differential -CoefE«- 
cienten aaf die bestimmten Werthe irgend einer gegebenen Tangente (w', v, n ) ^dcr ge- 
gebenen Gnrve (1) bezieben, und diesdben znr Unter^heidung einklammern, so stellt 
die Gleichong: ^^ . ,: .i 

einen solchen Punct dar, der anf der gegebenen Tangente liegt, weil diese Gleichong, 

wenn wir w ■» w', v «■ v nnd u = n setzen, nach dem eben angeführten Theorem 

kerne andere ist, als die Gleichong der gegebenen Corvc, wenn wir in diese Gleiehnng 

die Coordinalen- Werthe jener Tangente snbsbtairen und mit m maltipriciren. . ^ . 

Wenn wir femer die Gleiehnng der gegebenen Cnrve vollständig in Besiehang auf 

die drei veränderlichen Grossen w, v nnd n differentüren^ so konimi; >. 

du, ' du, ^dü, 
^^dw4^.dv+^^da^ o. 



•) VerffU LACKOtz, TtaiH äementaire de Calwl dißfrentiel et integral Quatn^me EdUion 
Nro.9S2. ^ '"'^ 

II. «5 
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Pi£fercntiiren wir ebenfalls die Gleicliang (2), m welcher die €oefficientea constant sind, 
so ergibt sichs • 

Diese beiden Di£ferential - Gleichungen sind identisch , wenn wir in die erst^re derselben 
nach der Differentiation w ^ w\ t =s v*^ nnd n » n' setzen. Es ist also gleichviel» ob 
wir von der geraden Linie (w', v, u), welche eine Tangente der gegebenen Cnrve (i) ist, 
aof dieser Curve zu einer benachbarten Tangente, oder von derselben geraden Linie, 
welche auch durch den Ponct (2) geht, zn einer benachbarten, dnrch denselben Pnnct 
gehenden, geraden Linie übei^ehen. Zwei aof einander folgende Tangenten jener Cnrve 
gehen beide durch diesen Pnnct; dieser Pnnct liegt auf dem. Umfange der Cnrve: er ist 
der Berührnngspnnct anf der gegebenen Tangente* 

5/|4. Indem wir die partiellen Differential -CoefEcicnten der hohem Ordnung, wel- 
che sich anf eine gegebene Tangente (w', v, vl) beziehen, zur Unterscheidung, ebenfalls 
in Klammem einschliessen , stellt dte Gleichung: 

(^)-^<S)'-('^)''*.<S)--<SM^>- -. « 

eine Curve zweiter Glasse dar, deren Beziehung zn der gegebenen Cnrve wir jetzt nach- 
weisen wollen« 

Mach dem Theorem ttben die homogenen Functionen ist die letzte Gleichung mit 
der Gleichung (i) identisch , wenn wir die letztgenannte Gleichung mit m(m— l) midtipli- 
ciren und dann in beiden Gleichungen w sa w , v ss v' nnd n a u setzen« Die gegebene 
Tangente der Curve (i) ist also auch eine Tangente der dnrch die Gleichung ($) darge- 
steUten Curve zweiter Classe. * • 

Der Kürze halber wollen wir die Gleichung (3) auf folgende Weise schreiben : 

W « o. ' 
Alsdann erhalten wir: 

f&r die Gleichung desjenigen Punctes, in welchem jGe Cnrve zweiter Gasse von der ge- 
gebenen gemeinschaftlichen Tangente (w', y, n) berührt wird, wenn wir die.tpartiellen 
Differential • CoefEdenten anf diese Tangente belieben. Wir können leicht zeigen, dass 

diese Gleichung anf die Gleichung (2) zurückgeführt werden kann. Da nemlich r» 

uw 
eine ebenfalls homogene Function und zwar vom (m-^-l). Grade ist, so ergibt«sich: 

d^U ^d^ü_ d^ü . ,dü 

d;r^^"^5;a;^^aEJK;^ ^ ("^-'^^ 

Der erste Theil dieser Gleicbtuig ist aber mchts anders als Va'T" t"»^ somit kommt: 

^w ■ , ;,dü ' '^ 

Aof ähnliche Weise erhält man: 
md hiemach: 
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Es berührt also die gerade Linie (w', v, vl) die beiden Carven (l) und (3) in demselben 
Pancte. 

Wenn wir die gegebene Gleichang (l) zweimal nach einander vollständig dififerentil- 
ren» so kommt: 

Differentttren wir ebenso die Gleicbnng (3), in welcher die partiellen DifTerenUal-Coefö* 
cicnten constant sind, so kommt, wean wir zogleicb darch 2 dividiren: 

Diese beiden Differential -Gleicbangeil sind identisch, wenn wir in der erstem fdr die 
veränderlichen Grossen die Coordlnaten-Werthe der gegebenen Tangente snbstitaireii. 
Die beiden durch (l) und (3) dargestellten Carven haben also nicht bloss eine gemein- 
schaftliche Tangente nnd anf dieser gemeinschaftlichen Tangente denselben Berührungs« 
pnnct, sondern sie haben anch in diesem Puncte einen innigem Coütact^ einen Con- 
tact der zweiten Ordnnng* , 

5Z|5. Wir können diese Entwicklangen beliebig ansdehnen« Dasiiit dass Gesetz der- 
selben sich deutlicher ergebe , wollen wir auch noch einen Contact der dritten Or^biong 
betrachten. Folgende Gleichang nemlichs^ : . - ' . / 

Stellt eine Carve dritter Classe dar, die mit der gegebenen Carve anf der gegebeheil 
Tangente (aaf welche sich aoch die eingeklammerten Differential- CoefBcie.nten .bezicheQ) 
einen Contact dritter Ordnung hat. Denn erstlich ist wiederam ersichtlLch, dass a^ch 
diese Carve die gegebene Tangente (w', ,v', n') berührt» weil , map idie.idenlif che G)^icbqng 

Y =* m(m— l)(m— 2)ü . -> > .>-l» ; ' s; ff 
erhält, indem man' der Kürze halber die Gleichang der Caifve dritter Clässe dtifch 

darstellt and in diese Gleichang and in die Gleichang der gegebenen Carve die Cdordi-» 
naten - Wcrthe w', v' nnd a snbstitairt. Ferner ergibt sich, tibenfalls baehf^dem nun 
oft schon erwähnten Theorem, indem wir, neben den bisher ^el^rai^cjbtep'j^bkarzaagen, 
aach noch» statt der Gleichang (2), * 

T » o ' 



schreiben.: 



t-J'-MD 



8 a.2.(m— l)W. 
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Dit beiden Curven (i) und (4) werden alsa ron der gegebenen geraden Linie in demsel- 
ben Pnncte (3) berührt» nnd haben beide mit der Canre zweiter Classe (s) in diesem 
Pallete einen Contact zweiter Ordnung. Ucberdiess erhält ma^, wenn man die beiden 
Gleichungen (l) und (4) dreimal nach einander yollstandig dififerentiirt» und Alles anf die 
gegebene Tangente (w\ v, u) bezieht, folgende identische Gleichung: 

d*V = a.^i.d«ü. 
Die beiden Curven haben also auf der gegebenen Tangente eincq Con- 
tact der dritten Ordnung.*) , i. 

546. Wir können also^ wenn irgend eine Cnrve und eine Tangente derselben gege- 
ben ist, die Gleichung des Berührungspnnctes auf dieser Tangente, nnd solche 'Cnnrea 
zweiter, dritter, • • Classe bestimmen, die nut der gegebenen Curve einen Contact der 
zweiten, dritten, • • Ordnung haben, sodass wir, wenn wir bloss eine geringere oder 
grossere Genauigkeit beabsichtigen, statt eines Stückes der gegebenen Cnrve, das sicK 
nicht weit von dem Beröhrungspuncte anf der gegebenen Tangente erstreckt, nur ein 
StBck einer Curve zweiter, dritter, • • Classe zu betrachten brauchen. Wenn m eine 
ganze positive Zahl ist , so erhalten wir nach der eben entwickelten Methode osculirende 
Curven der zweiten bis (m— l). Classe. Wollten wir nach demselben Yertahren die 
Gleichung einer. Curve des m. Grades , die also mit der gegebenen einen Contact dernu 
Ordnung haben würde, entwickeln, so würden wir auf die Gleichung der gegebenen 
Curve selbst zurückkommen. Und weiter können wir alsdann nicht gehen. Wenn aber 
m eine ganze Zahlund negativ, oder wenn m eine gebrochene Zahl ist, so können wir 
Curven jeder beliebigen Classe bestimmen, die mit der gegebenen Gnrve einen Contact 
der entsprecbenden Ordnung haben. ,. ' 

Weiin wir zum Beispiel folgende Gleichung nehmen: 

\ / B . D . E . 

: ; .'^* h H- =* o, 

\ u V w 

weldie nach der 468. Nummer "eine, die beiden Coordinateh-Azen berührende, Parabel 
darstellt, so> erhalten wir für den Bdrühmngspnnct auf einer gegebenen Tangente 
(w', V j u) folgende Gleichung; 



iWenn' wir, wie gewöhnlich, irgend eine Corve durch eine GleicEung «wischen j und x 

' flarstellen , so iSi^Aen wir ^ ^ese Gleichung nach* der Bemerkung zar 410. Nummer datcfa 

Hinsnfiigang einer dritten veränderlichen Grösse z sogleich homogen machen und dann anf 

sol^e Oleidmngep e^e Theorie des Contactes.gtunden, die der, im Texte entwickelten, 

ganz 'analog ist» " . 

Wir wollen uns hier mit einer blossen Andentang begnügen. Es sei: 
f Z « o, 

. irgend) ^ine homogene Gleichpufi^ irgend, «eines, m«' Grades zwischen z, 7 und x; dordb wel- 
che alßo ein« Curve der m« ,Ordnang dargestellt wird. Wenn (z , j\ %) irjgend dn gegebe- 
ner )?ütiel' dleiier Cunre ist, so ist: 

die Gleicfaong der Tangente in diesem Puncte unds 

' flielOleichnng elntfr 'oscnlirenden Cnrve zweiter Ordnang in demselben Pancte, 
u« 6.^a;r«-, wenn wir 4^ pjirtieUen Differential -Coefficienten auf den Pnnet '(%\ /, a') be- 
ziehen. 
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ßJ^+^^^E^-«- 



Wir erhalten femer: 

«•2 «.9 «H-S 

U T W 

für die Gleichung einer die gegebene Parabel anf der gegebenen Tangente (w', v\ n) os- 
colirenden Carve zweiter Classe* Diese Cnrve sweiter Classe hat, was die Form ihrer 
Gleichong zeigt, zwei zugeordnete Dorcbmesser, welche mit den beiden Coördinaten- 
Axcn zosammen£adIen. 

547« Wir Jconnen auch, ohne dabei irgend einer Schwierigkeit zu begegnen > ^^of 
die in dem Yorstehenden entwickeke Theorie des Contactes Gränz- Betrachtangen an- 
wenden, und ihr dadurch, in jeder Beziehung» dieselbe Evidenz geben als der gewöhnli- 
eben Theorie. Da diese Betrachtungen indess nichts Neues darbieten wBrden, so gehe 
ich hier in dieselben nicht ein, und da wir fiberdiess später die verschiedenen Arten des 
Contactes zweier Curven noch aus einem andtai Gresichtspuncte betrachten werden, so 
beschränken wir uns in dem Folgenden bloss auf die Berührung zwischen einer gegebe- 
nen Curve zweiter Gasse und einer gegebenen geraden Linie. 

Es sei wiederum: 

AwH*3Bvw-hCvM-^nwf^nT-f-Fu^ « o, 
die allgemeine Gleichung der Curven dieser Classe, und (w", v ', n") eine gegebene, diese 
Curve berührende, gerade Linie. Bezeichnen wir den ersten Thcil der vorstehenden Glei- 
chung, der Kürze halber, durch U, so kommt: . 

^ « 2(Aw-hBv4*Du), 

^ ^ 2(Bw+Cv4.Eo),, 

All 

^ « 2(Dw-HEv^f^n)i 

und mitbin erhält man für die Gleichung des Berührungspunctes auf dier gegebenen ge- 
raden Linie: 

(Aw''+Bv'+DuV^<Bw"+Cv''-#-Etl'')v+(Dw'+Ev''^.F^'')n ^ o. 

^ 548. Die End* Gleichung der vorigen Nummer ist in Beziehung auf die drei verän- 
derlichen Grossen w, ▼ und o und die drei Coordinatea der gegebenen Tangente w", 
v" nnd u" symmetrisch , so dass wir sie auch auf folgende Weise schreiben können : 
(Aw+By+Du)w^+(Bw4^v+Eü)v'-H0^w+Ev+Fu)u'' « o. - <i) 
Wenn noch irgend eine zweite Tangente (w*', t"', u*^ der Curve zweiter Classe ge- 
geben ist, so erhalten wir für den BerUhrungspunct auf dieser zweiten Tangente: 

(Aw-hBvH-Du)w'^+(Bw-hCv+Eu)v"-KDw+Ev+Fn)u'" « o. (t) 

Die beiden Gleichungen (l) und (2) werden beide befriediget, wenn wir in dieselben die 
Coordinaten-Werthe derjenige^i geraden Linie ^ welche die beiden Berührungspnncte auf 
den beiden Tangenten verbindet, statt der veränderlichen Grossen snbstituiren. Substi- 
tuiren wir wirklich,- indem wir ]ene Coordinaten-Werthe w', v und u nennen und be- 
4racbten alsdann w% v" und u'^ in (l) nnd W, V* und n"' in (2) als veränderlich und las- 
sen demzufolge die Accente fort, so gehen beide Gleichungen in folgende über: 

' (Aw'+Bv+Du>+(Bw'+Cv+En>-i-(Dw'+Ev+Fu> = 0. , (3) 

Diese GkichuxTg stellt einen Pnnct dar, und dieser Punct ist kein anderer ajs der 
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DarchschniU der beiden gegebenen Tangenten (w^, v", vt") ond (w", v", n")^ weil die 
Coordinaten beider Tangenten die letzte Gleicbnng befriedigen. Die Gleichnng (3) stellt . 
den Pol der geraden Linie (w', v , n ), die wir als irgend eine gegebene betrachten kSii- 
nen, dar. Wenn die gegebene gerade Linie die gegebene Carre berührt, so ist der Be- 
rttfarangspunct ihr Pol. Auch wenn die gegebene gerade Linie der Canre nicht begegnet» 
nennen wir dta darch (3) dargestellten Panct ihren Pol. Die Gleichung (3) stellt immer 
einen reellen Ponct dar, also auch dann, wenn die gegebene Carve zweiter Classc in ein ' 
System von zwei Pnncten fibergeht' oder imaginär wird« In dem erstem Falle haben wir 
bereits in der 526. Nummer die geometrische Consimcnon des Poles nachgewiesen. 

549. Wenn wir für die gegebene gerade Linie (w> v, u*), deren Pol wir nach dem 
' Vorstehenden durch die Gleichung: 

^^+37T+-3j;n «o, 

darstellen kennen, insbesondere die ers^e Axe nehmen, so mBsseu wir w' s o und 
v' s o setzen, und erhalten hiernach fdr ihren Pol die Gleichung 

-g^ f« 9(Dw4-£v-f*Fu) « .0. 

Auf ähnliche Weise erhalten wir fijr die Gleichnng des Poles der zweiten Axe;» in* 
dem wir w' s« o und u' « o setzen: 

^ «. 2(Bw+Cv+Eu) « o. 

Indem wir endlich v' a und u 9 o setzen, ergibt sich 

2- « 2(Aw+Bv+Du) «= o 

ÜLT die Gleichnng des Poles einer unendlich weit entfernten geraden Linie; eines Punc- 
tes also, durch den alle geraden 'Linien gehen, welche die Beriihrungspuncte auf irgend 
zweien parallelen Tangenten verbinden , desMittelpnnctesderCnrve. 

550. Zu den Resultaten der vorigen Nummer können wir auch gelangen, indem wir 

den Gegenstand aus einem andern Gesichtspuncte betrachten« Wenn wir nemlich n etwa 

gleich Eins setzen, so kommt: 

du 

dw "JFr 

3;*"*"dÜ^^ 

Iw 

Am 
Für ein minimum oder maximum von w Terschwindeft bekanntlicii W- und es ergibt sich: 

. dU 

Da w das von der jedesmaligen geraden Linie auf der zweiten Axe bestimmte, negativ 
genommene, Segment bedeutet, so bezieht sich jenes maximum und minimum auf die 
Tangenten in den beiden Durchschnittsponcten der zweiten Axe mit der Currie zweiter 
Clasise. Diese Puncte, welche als die Dnrchschnittspuncte zweier unmittelbar auf einan^ 
der folgender Tangenten der Curve anzusehen sind, bilden den Uebeq^ang von solchen 
Pnncten der zweiten Axe, von welchen aus zwei reelle Tangenten aich an die Curve lagen 
lassen, zn solchen Pnncten, für welche diese Tangenten ima^än werden. D^ <^e^ctz|f 
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Gleicbang vom ersten Grade ist, so stellt sie also denjenigen Panel dar, in welchen die 
beiden Tangenten in jenen beiden Dorchsdmittspnncten der Corre mit der zweiten Aze 
sich schneiden. 

Bei derselben Voranssetznng als eben, verschwindet ^ nnd v wird also maximum 

oder minimum^ wenn: 

du 

dw 
V besieht sich auf die Richtung der jedesmaligen geraden Linie nnd wird folglich maxi- 
mum oder minimum flQr die beiden Asymptoten der Curve zweite^ Classe. Die letzte 
Gleicbang wird also befriedigt, wenn wir dip CoordInaten-\^erthe dieser beiden Asymp- 
toten in dieselbe snbstitaircn, and stellt^ da sie tibcrdiess vom ersten Grade ist, den 
Dorchschnitt der beiden Asymptoten, den Mittclpnnct der Cnrvc, dar. *) 



*) Wir kommen so allgemeinen Resolfaten, wenn wir die obige Schlqssweise anf Gnrven ir- 
gead einer beKebigen Classe anwenden. Es sei: 

, V ^ 0, (0 

die Gleichnng iwend eioer Corre irgend etaer m. Classe. Alsdann ist 

eine Gleichung des (m— »!)• Grawes, die eine Cnrve derselben Classe darstellt, welche von 
denjenigen Tangenten der gegebenen Cnrve, für welche w mctximum oder niMmum ist, 
also von den Tangenten in den Durchschnittspancten der letztgenannten Cnrve mit der zwei- 
ten Axe, ebenfalU berührt wird. Die Coordinaten - -dieser Tangenten erhalten wir durch 
Verbindung der vorstehenden beiden Gleichungen. Die Zahl dieser Tangenten beträgt also, 
im Allgemeinen, m^m — 1} und in eben so vielen Puncten wird die gegebene Cnrve m. 
Classe von der awdten Axe geschnitten; oder, mit andern Worten, eine X]nrve m. Classe 
ist , im Allge^leinen, von der m(m--^|)« Ordnung. Da wir für die zw^te Aze jede JI>eKebige 
nehmen können, so erhalten wir sogleich- folgenden bekannten Satz; 

Die m[m — V) Thuigenten in den Durchechniltspunclen einer beliebigen geraden JJnie, 
mU einer Curpe m, Ciaeee, berOhren ein und dieselbe Curpe (m— »/)• Claase. 

Die Gleichung s 

stellt ebenfalk eine Cnrve (m— 1). Classe dar. Diese Cnrve wird von denjenigen Tangenten 
der gegebenen Curve, für weldie v maximum oder minimum ist, also von den Asympto- 
ten der letztgenannten Curve, berührt Zar Bestimmung dieser Asymptoten, deren es im 
...^^Allgemeinen m(m-— 1} gibt^ brauchen wir also nur.twischen (i)/und (3) zu eliminiren« Zu- 
gleich ergibt sich folgender Satss 

Die m{nk'^i) Aeymptoten 'eiher Curpe m. Classe umhulUn ein und dieselbe Curpe 
(m — /). Ciasee. 

Es folgt dieser Satz aus dem vorhergehenden, wenn wir, was erlaubt ist, annehmen, 
dass die Bernhmngspuncte auf den Asymptoten, als unendlich weit entfernt liegende Puncte 
derselben Ebene, in gerader Linie liegen« — 

Wenn wir von irs^ni einer homogenfen Qleichung des m. Grades zwischen % , y und z 
ausgehen und diese Gielchnng, der Kiorse halber, durch 

Z «« o, (4) 

beieicfaneni ;S0 stellen die Crleichongen : 

. dZ . dZ ,, 

Curven der (m — !)• Ordnung dar, welche durch diejenigen m(m— 1) Puncte der gegebenen 
Curye gehen , denen ein maximum oder minimum der Ordinaten und Abscissen entspridit 
und die also die BerubmngspuncCe auf denjenigen Tangenten der gegebenen Curve sind, 
welche der ersten und zweiten Coordtnaten-Axe parallel sind« Ebenso stellt die Gleidiung« 
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ö&i; Wir wollen in dieser Nammer diejenige Bedingong« • Gleicbong entwickeb, 
welche Statt finden moss, wenn der durch die Gleichong: 

«w+x v+y'a « o, . (i) 

dargestellte Ponct, aof einer gegebenen Cnnre' xweiter Classe: 

AwH-2Bvw+CvM-2Dnw+2EaiH-Fu« » o, (a) 

liegen soll« Wenn die Gleichang des gegebenen, Panctes mit der allgemeinen Gleichung 
des Berühmngspnnctes aaf einer durch diesen Pnnct gehenden Tangente (w\ t^ q") iden- 
tisch sein soll» so erhält man: . 

•Bw"+Cv"+Eu" x' Dw^+Ev^+Fu- j . , 

AV'+By"+Du""'z'' ÄT^+BT+S?"?- (^> 

Neben diesen beiden Gleichungen besieht auch folgende : 

aV+xV+yn" « o, (4) 

und um die gesuchte Bedingnngs- Gleichung su erhalten, brauchen wir nur zwischen den 
vorstehenden drei Gleichungen die Goordinaten der geraden linie (w**» v*» u") zu elimini- 
rcn. Auf diese Weise kommt: 

(B«-AC)y «+2(AE-BD)xy+(D«-AF)x'»+2(CDuBE)yV«(BFJ)E>^^^ » 0, ($) 

eine Gleichung, die derjenigen analog ist, zu der wir auf einem andern Wege schon in 
der /|84, Nummer gekommen sind. 

Wir hätten auch statt>der Gleichung (4) folgende Gleichung 1. 
Aw''«+2Bv^w"+Cv'+2DuV-+2Eu%''+Fu''« ^ o, 
nehmen und zwischen dieser Gleichung und den beiden Gleichungen (d) w", v" und u" 
climiniren können. Diess ergibt sich a priori, weil der gegebene Pnnct auf der Cnrve 
liegen soll, kann aber aqch ohne MUhe direct nachgennesen werden. Denn, addiren wir 
die beiden Gleichungen (8), nachdem wir die erste derselben mit ▼" und die zweite mit 
u" multiplicirt haben» so redudrt sich der erste Theil der resultirenden Gleichung, wenn 
wir zugleich auf die letzte Gleichung Rücksicht nehmen, auf («-w*^ 'und somit erhalten 
wir die Gleichung (4). 

552. Wenn wir y\ x und z als veränderlich betrachten, so ist (6) die Gleichang 
zwbchen Punct*Coordinaten der durch (2) dargestellten Gurre zweiter Classe* Der Kiirze 
halber, wollen wir diese Gleichung auf folgende Weise schreiben: 

ayM-2bxy+cx«+2dyz+2exz+iz' « 0, (6) 

indem wir die Accente fortlassen nnd 

b AE-BD c m-AF 



eine Cunre der (m— •!)• Ordnnng dar,- welche durch dlejenlffea m(ai«--l} Punct€ gcJit, in 
w'elcben die darch den An&ngspanct der Goor£naten gdieBden Tangenten der gegebenen 
Cunre dieselbe beriUiren; denn diesen Pancten entspri^t ein maximum oder mininrnm des 
Quotienten der Abscissen der Poncte der Corve in die Ordinaten derselben (4110» Wenn 
daher die gegebene Corve (4) von der zweiten Ordnnng ist,, so stellen die Gletchungen (5) 
diqenigen beiden DoH:hniesser derselben dar, deren angeordnete der ersten nnd sweken 
Axe parallef sind, nnd die Gleichung (6) stellt die Polare des Anfangspunetoi dar. Wir 
sehen zugleich^ dass eine Gurve m« Ordnung im Allgemeinen von der .10(01— 1). Classe ist, 
weil an eine solche Curve sich im AUgemeben, von eineoi gegebenen Koncte aus, m(m — 1) 
. reelle oder imaginäre Tangenten legen lassen. - 
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d CD-BE e BF-DE ,^ 

f E^— C3F 
a "" B»-AC' 

petzen« Wenn wir, umgekehrt, von der Gleidiong (6) ausgehen ^ nnd die Bedingnngs- 
Gleicbang suchen, dass die durch folgende Gleichung: 

w'z+v'x+uy = 0, . ./ 

dargestellte gerade Linie die gegebene Curvc berühre, so erhalten wir, wenn wir zugleich 
die Accente von w , v und u' fordassen (171) : 

(b*— ac)wM-2(ae*-bd)vw+(d«— af)v^+2(cd— be)uw+2(bf-d2)uv+(e*— cf)u« « o. 
Diese Gleichung stellt die durch (6) gegebene Curve zweiter Ordnung (und zweiter Classc) 
durch Linien - Goordinaten dar und ist also nothwendig mit der ursprünglich gegebenen 
Gleichung identisch, so dass: 

B ae— bd C d^-^af 

A^^E^iH"' Ä^'b^-ac' 

D cd-be E bf-de ' . ^ 

A « hiH^^ Ä ■" b^=^* ^•^ 

F _ e»-cf 

Die Coeflicienten der beiden Gleichungen (2) und (6) werden also gegen^ieitig gerade 
auf dieselbe Weise durch einander ausgedrückt , Wir können uns hiervon auch direct 
Überzeugen, ohne die letzten Entwicklungen zumachen; denp aus den Gleichungen (7) 
erhalten wir nach einigen leichten Umformiingen unmittelbar di^ Gleichuqgen (8)« Um* 
gekehrt erhalten wir auch aus diesen Gleichungen jene« — 

553. Wenn wir der Gleichung des Punctes (t), 4er ^uf dem Umfange der Curve (2) 
liegt , folgende Form geben : 

±S'"*7^w' •* ^* ^ ^•^ 

so sind, wenn wir in dieser Gleichung die obem Zeichen nehmen, w', v und u Coor- 
diuaten einer Diagonale desjenigen Parallelogrammes , dessen Seiten den Coordinaten* 
Axen parallel sind und dessen andere Diagonale den Pnnct (9) mit dem Anfangspuncle 
verbindet Es smd femer w', %y und ^u» i^e man sogleich einsieht, Coordinaten der- 
jenigoi geraden Linie, die durch den Punct (9) geht, and die, bis zu den Goordinaten- 
Axen irerlängert, in diesem Puncte halbirt wird. 

Wenn wir ferner in der Gleichung (9) die untern Zeichen nehmen, so sind w', v 
und n Coordinaten einer solchen geraden Linie, die derjenigen parallel ist, welche den 
Punct (9) mit dem Anf^ngspuncte verbindet» und durch denjenigen Punct der zweiten 
Aze geht, dessen Ordinate der Ordinate jenes Punctes gleich ist. Es sind V2W9 Vav 
Qnd u Coordinaten derjenigen geraden Linie ^ die durch den Pnnct (gj) und denjenigen 
Punct der zweiten Axe geht, dessen Ordinate der halben Ordinate des Pum^tes (9) gl^h 
ist, und die also in einen solchen Poi^ct der ersten Axe einschneidet ^ dessen Absciss^ 
der negativ genommenen Abscis^e dps Pnnctes f9) gleich ist. 

554. Die Gleichung (5) steigt ^ wenn wir die Gleichunj^ (9), «tatt der Gleichung (l), 
SU Grunde legen, in Beziehung auf die Constanten dieser neuen Gleichung ^ im Allgst'» 
meinen, bbzum vierten Grade und stellt also, wenn wir diese Canstanten iv^/ v oiid i|* 

II. 16 
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als Linien -Coordmatcn und veränderlich betrachten, im Allgemeinen eine Curvc vierter 
Clafisc dar. Wir wollen einige Fälle betrachten, wo der Grad dieser Gleichung sich 
redndrt. 

Wenn wir von folgiender Gleichang: 

Aw*+2Env = 0, 
die eine auf ihre Asymptoten als Coordinaten-Axen beaogene Hyperbel darstellt (461), 
ausgeben, so verwandelt sich die Gleichung (5) fiir diesen FaU in folgende: 

aAx'y+E«'^ = 0. 
Wenn wir in diese Gleichang statt x, y und z' die Gonstanten der mit den obern 
Zeichen genommenen Gleichung (9) einführen, indem wir z = — -,, x =^ ^, und y; = -, 

setzen, so ergibt sieh: ^ ,, 17 r • 

2Aw'2+Eu V « o, . 

und endlich, wenn wir VaV = v n^d %xi « u setzen, so kommen wir su der Glei- 

^^^^' Aw«+2Eav = 0, 

Mröck, von welcher wir ursprünglich ausgegangen sind. Wenn wir dieses Resultat nach 
der vorigen Nummer deuten, so erhalten wir den allbekannten Satz, dass jede von 
den Asymptoten einer Hyperbel begränzte Tangetite derselben im Bc- 
rllhrungspunqte halbirt wird. 

555. Wenn wir von der Gleichung: 

2Bvw+Fu2 = 0. 
welche eine Parabel darstellt, die auf einen ihrer Dnrchmesser, als erste, un<H die Tan- 
gente im Scheitel desselben, als zweite Axe, bezogen ist, ansgehcn, so verwandelt sich 

die Gleichung (5) in folgende: ^ , 

By'^SF X 2 CS o. 

Wenn wir in diese Gleichang die Constanten der mit den untem Zeichen genommenen 
Gleichung (9) einführen, und also »'-;;'> »' - -' «^^ i = ~n' *^**^°» ^^ kommt: 

Bv'w'+2Fu'* --« o, 
und endlich, indem wir w und v statt yiw' und ^l^\ schreiben: 

*Bvw+Fu^ Ä o: 
die Gleichung, von der wir ursprünglich ausgegangen sind. Deuten wir diiesM Resultat 
nach der 653. Nummer, so erhalten wir den allbekannten Satz, dass für jeden Pun et 
der Parabel (auf die in dem Obigen beteeiicbneten Coordinaten-Axen bezogen) die 
Subtangente der doppelten-Abscisse gleich ist 

556. Wenn die gegebene Curve eine Hyperbel ist, nnd auf Coordinaten-Axen, di\e 
aaf dem Umfange derselben sieh ^hueiden- und den Asymptoten parallel sind, bezogen 
wird^ und demnach folgende Bedingangs-Gleichungeii Statt finden: 

B«-AC b= o, D»-AF *'o, E«-CF = o, 

•so redncirt sich die Gkichbii'g (5) duf folgende: ' 

(AE-BD)xy+(CD-BE)yV+(BF-^DE)xV « o. 
Diese Gleichung verwandelt sich, da Aach den vonstehenden ßcfdingungs • Gleicbungeri : 
. CD-BE B E BFtDE D F 

. AE-ßD"'"5="^D' ÄE=BÜ""~Ä^""0' 

in jede vo« folgenden bei^: 
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Dxy+E/z -FxV «: o. (u) 

Wenn wir nnn erstens in die Gleicfatmg (10) die Constanten der mit den obern 
Zekhen genommenen Gleichung (0) einführen, indem wir % = — -^ x' » -, und y = -. 

setzen^ so verwandelt sich dieselbe , wenn wir rednciren und die Acccnte fortlassen, in 

folgende Gleichnng: 

Aw+Bv+Dn =s o, • 

welche, wenn wir w, v und n als vei^hderirch betrachten, den Mittelpanct der gegebi* 
nen Hyperbel darstellt. Deuten wir also nach der 5S3. Nummer, so erhalten wir folgen- 
den bekannten Satz: 

Eine Diagonale aller derjenigen Parallelogramme f deren, zfpei Wihkelpunete auf 
einer gegebenen Hyperbel liegen und deren Seiten den Asymptoten derselben parallel 
sind, geht immer durch den Mittelpunct der Hyperbel. (283) 

Wenn wir in der letzten Gleichung v und n mit Qv und 2u vertauschen, so er- 
gibt sich: 

Aw-f-^Bv+2Du = 0. 

Diese Gleichung stellt einen solchen Punct dar, der auf der gegebenen Hyperbel liegt 
und zwar auf demjenigen Durchmesser derselben , der zugleich durch dcii Anfangspunct v 
geht (533) Wir erhalten also folgenden bekannten Satz: 

Wenn man durch einen Enäj^unct eines beliebigen Durchmessers einer gegebenen 
Hyperbel zwei den Asymptoten derselben parallele gerade' Linien zieht, so wird jede 
durch den andern Endpunct gehende und von jenen Parallelen begränzte gerade linie 
in ihrem Durchschnitte mit der Curve halbirt. 

557« Wenn wir zweitens in die Gleichung (ll) die Constanten der mit den un- 
tern Zeichen genommenen Gleichung (9) einführen und dann die Accente fortlassen, so 
verwandelt sich dieselbe in folgende : ^ 

Dw+£v+Fu « o. 
Diese Gleichung stellt den Pol der ersten Axe, also dea]cnigen Punct dar, in welchem 
die Tangente imiAnfaügspuncte der jener Axe parallelen Asymptote begegnet. Wenn 
wir berttcksichtigen , dass wir nach einander jeder der beiden Asymptoten der Hyperbel 
die erste Axe parallel und jeden von zwei gegebenen auf dem Umfange derselben liegen- 
den Puncten zum Anfangspuncte nehmen könn^, so erhalten wir folg^den Satz: - 

Wenn zwei Winkelpuncte A und B irgend eines Parallelogramms auf dem Um- 
fange einer gegebenen Hyperbel liegen und die Seiten desselben den Asymptoten der 
Curve parallel sind, so bilden diejenigen beiden geraden Linien , welcfie durch die bei'- 
den übrigen Winkelpuncte des Parallelogramms gehen und der die Winkelpuncte A und ' 
B verbindenden geraden Linie parallel sindy die beiden Asymptoten und die beiden 
Tangenten der gegebenen Hypnrbel in den beiden Puncten A und B ein Fierech mit 
seinen beiden Diagonalen. 

Wir können hiernach leicht, . wenn eific Asyit)ptote einer Hyperbel, die aadese 
Asymptote der Richtung nach, und zwei Puncte gegeben sind, in diesen Puncten die 
Tangenten constrniren und die zweite Asymptote vollständig bestimmen. Wir können 
auch , wenn die Richtung d^r beiden Asymptoten und drei Pniicte einer Dyperbel, gcge* 
ben sind 5 die beiden Asymptoten bestimmen und zugleich' die Tangenten in den gegeb«« 

l6* 
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nea Poncten constraireii. Da wir die drei gegebenen Puncte anf dreifache Weise za, 
zwei combiniren können, so erhalten wir drei Poncte jeder der beiden Asymptoten, und 
somit auch einen Sa^ Ober den Dorchschnitt gerader Linien. ^ 

"Wenn wir in der letzten Gleichang 2w und 2v für w nnd ▼ sclireiben, so verwan- 
delt sich dieselbe in folgende: 

2Dw+öEv+Fn e= O; 

eine Gleichung, deren geometrische Bedentang die 538* Nnmmer enthalt. Aach an die- 
sen Fall knfipfen sich Sätze nnd Constmctioneii,' deren Herleitang keine Schwierig- 
keit hat. ' 

£58* Wenn der durch die Gleichang (1) dargestellte Pnnct aaf einer gegebenen ge- 
raden Linie (v i n*) liegt , so können vnT dieser Gleichang, indem wir w a^' «s i nnd 

2^ GS a setzen, folgende Form geben» 

(v-v>f-a(tt— n') « o, 
oder, wenn wir zugleich, nm homogen za machen, wiederam w hinzufügen: 

(v'+aa')w— V*— an = o. (it) 

Die Gleichang (5) verwandelt sich hiemach, indem wir z' «ss V-f-au, z' « — l nnd 
j =3 — a setzen, in folgende: 

(B^— AC)aH«(ÄE--BD)a4<D»-AF)— 52(CD--BE)(avH-aV)-2(BF-DEXv4^Q')+ 

(E«-.CF)(v-Hiu)^ = 0. (i3) 

Wenn wir a als gegeben ^betrachten ; so liegt der Pnnct (y', x'), der darch die Glei- 
chang (i) nnd (12) dargestellt wird, auf der geraden Linie 

- y = ax, ^ (m) 

^e dorch den Anfangsponct der Coordinaten geht and mit der ersten Coordinaten-Axe 
einen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente a ist. Betrachten wir daher in 
(12) y nnd a als beliebig zu bestimmende Grossen, so stellt, bei gehöriger Bestimmnng 
derselben, diese Gleichang jeden^i^liebigen Pnnct der geraden Linie (14) dar. Wenn 
wir in der Gleichang (13) V nnd a' als veränderlich betrachten , so stellt dieselbe , wie 
ihre Form zeigt, ein System von zwei Pancten dar : diese beiden Pancte sind also k^ine 
andern als die Beiden Darchschnittspnncte der gegebenen Gorvc (2) nnd 
der geraden Linie (14). 

559. Wenn eine zweite gerade Linie (v", n") gegeben ist, aof welcher der Panct 

(12) li^gt, so erhalten wir: 

V —V , . , n V —V n 

a = ; — ^., v-f-an = — ^ — r- ; 

n — u n — u 

und wenn wir l^iemach aas (13) a eliminiren, so kommt: 

•(B^-AC)(v''.-v')^-2(AE--BD)(v''-v')(a'-«a')+(D2~AF)(a''--a')H^(CD---BE)(v'-v) 

(uV-.v"a')-2(BF--.DE)(a''~a)(aV-vV)+(E^-CF)(aV^vV)« = 0: (,6) 

eine in Beziehung auf v', a" nnd v, n symmetrische Gleichung. Diese Gleichung drückt 

aus, dass derjenige Punct, welcher im Durchschnitte der beiden geraden Linien (v", u") 

nnd (v', n') liegt, und dessen Gleichung folgende ist: < 

V— V = Jj-I,(u— u ), 

ein Punct des CJmfanges der gegebenen Curve (2) ist. Wenn wir v" nnd n" als beliebige 
Gonstanten betrachten , so können wir durch die letzte Gleichung jeden beliebigen Punct 
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der geraden Linie (V, n) darstellen. Betrachten wir daher in der Gleichung (i5) diesel- 
ben Grössen v" und n" als veränderliche Grossen i so sind die beiden Poncte, welche 
diese Gleichang darstellt, offenbar die Darchschnittspnncte der gegebenen Cnrve (9) mit 
der gegebenen geraden Linie [v\ «7«^ 

leb verweile hier nicht- bei der Discossion der Gleichnngen (18) und (15). 

§. 6. 

Zusammenstellung tan Oertem zweiter Classe mit gemeinschaftlichem 

Brennpuncte. 

56o. Wir haben im ersten Paragraphen dieses Abschnittes gesehen, dass wir durch 
schickliche Verlegung des Anfangspunctes der Coordtnaten^ der. allgemeinen Gleichung 
4er Corven zweiter Classe. folgende Form geben köxinen: 

Cv— v7+(«~n)2 = k^ (i) 

Bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten - Axcn, auf die wir nns hierbei beschränken 
wollen, ist alsdann ein Brcnnpunct der dargestellten Curve Anfangspnnct der Coor- 
dinaten* 

Das £TSte, wa^ nns hier entgegentritt, ist die Frage nach der geometrischen Bedeu- 
tung der drei Gonstahten in der vorstehenden Gleichung« Zwei dieser drei Gonstahten 
v' und n können wir als die Coordinaten einer gegebenen geraden Linie ansehen und 
dieselbe Dircctrix nennen. Wir wollen zdnächst diese gerade Linie bestimmen. 

Für die Gleichung des Poles der zweiten Axe erhalten wir (549), indem wir, in Be- 
ziehung auf V, die Gleichung der'Cnrve dififerentiiren: 

V— V =s O: , (a) 

also denjenigen Punct der ersten Axe , dessen Absciss^gleich ( — , j ist Auf gleiche 

Weise erhalten wir, indem mt in Beziehung auf u tlifferentiiren, filr den Pol der ersten 
Axe folgende Gleichung: 

n— u = o, (3) 

die denjenigen Punct der zweiten Axe darstellt, dessen Ordinate gleich f — ;j 

ist. Der Pol der ersten Axe liegt also auf der zweiten Axe, und der Pol dieser Axe 
auf. jener. ^ 

Die |;erade Linie (v> u'} oder die Directrix ' geht durch die beiden Pnncte (2) und (3), 
also durch di^ Pole der beiden Axen, und ist demnach keine andere als die Polare > des 
Anfangspunctes, die Polare eines Brcnnpunctes der Curvc zweiter Classe. 
Sie ist unabhängig voh der Richtung der rechtwinkligen Coordinaten -Axen. 

Wenn v' =» o^ so ist die Directrix der ersten Axe parallel, wenn u » o, so ist 
dieselbe der zweiten Axe parallel; In dem ersteä Falle fällt also die*Hauptaxe der Cürve 
in die zweite Coordinaten- Axe, in dem zweiten Falle faUt dieselbe in die erste Coordi- 
naten -Axe. Wenn wir zugleich v' b o nnd u s o setzen, so liegt die Directrix unend- 
lich weit: die Gleichung: 

vM-a« « kS 

auf welche sich die Gleichung (4) reducirt, zeigt aber, dass alsdann die bezügliche Carve 
ein Kreis ist» dessen Mittelpnnct in den Anfangspunct der Coordinaten falle. 



% 
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561. Wenn wir in ätt Gleicbang (1) v «b t' setzen» «o trpbt sich: 

n « o'±k, 
unä wenn wir diese beiden Weribe von n dnrcb n* nnd i>" onterscbeiden, so komttil 

n*— 0«« CS. 2k. 
Diese beiden Wertbe beziehen sich aaf diejenigen beiden Tangenten der Cnnre» die 
darcb den Durchschnitt der Directriz mit der ersten Äxe geben. Da dieser Panct de? 
Pol der zweiten Axc ist, so fallen' die Berübrangspancte auf jenen beiden Tangenten in dtest * 
zweite Äxe. n* ond n** bedenten also die reciproken Wertfae derjenigen Segmente dieser 
Axe, welche zwischen dem Brennpancte nnd den Dorchscbnitten derselben mit der 
Curve liegen. Nennen wir diese Segmente r nnd r» so erbalten wir, mit Berücksichti- 
gung ihrer Lage, ans der letzten Gleichnng: 

r r 
wobei wir für den Fall der Ellipse und Parabel immer das obere Zeichen, Air den FaB 
der Hyperbel das obere oder untere Zeichen nehmen mttssen, jje nachdem die zweite 
Axe nur einem oder beiden Zweigen der Hyperbel begegnet 

Auf gleicbc Weise erhalten wir, wenn wir diejenigen Segmente, welche auf der er- 
sten Axe zwischen den Durchschnitten derselben mit der Curve nnd dem Brennpunct« 
liegen, s nnd s' nennen: 

s^s 
Die halbe Summe der reciproken Wertbe derjenigen beiden Segmente einer beliebi- 
gen, durch einen Brennpunct einer Ellipse oder einer Parabel gehenden, geraden Linie, 
die zwischen diesem Pnncte nnd den Durchschnitten der geraden Linie mit der Cunre lie- 
gen, ist constant und gleich 2k (50ar). FUr den Fall der Hyperbel ist die Summe oder die 
Diffezenz jener reciproken Wertbe constant nnd gleich 2k ^ je nachdem die durch einm 
Brennpunct gehende gerade Linie%ur einen Zweig derselben öder beide Zweige schnei- 
det. Es ist also auch k gleich dem reciproken Wertbe derjenigen halben Chorde der ge- 
gebenen Curvey die im Brennpnncte balbirt wird, nnd mithin auf der Axe der Cury« 
senkrecht steht. 

569. Eh wir weiter geben, wollen wir die Constanten folgender Gleichung: 
(v— v')H-2(v— V)(n— uVo5*+.(u^u7 « k\ 
betrachten. Wir können durch diese Gleichung jede beliebige Curve tweiter Qasse dar- 
stellen, indem wir, wie oben, den Brennpunct zum Anfangspnncte nehmen, aber Coor- 
dtnaten-Axen wählen, die mit einander irgend einen beliebigen Winkel 9 bilden (503). 
Für die Pole der zweiten nnd ersten Axe erhalten wir, indem wir diffcrentiiren , folgende 

Gleichungen: 

(v— v')-Hn— u')W5* « o, 

(u— u>Kv— v>05d « o- 

Diese Gleichungen werden beide befriedigtj wenn wir zugleich 

V «= v', , n aa n, 

setzen, die gerade Linie (v, u) geht also durch die Pole der beiden Axen, ist^die Polare 

des Anfangspunctes, Directrix der Curve». 

Die Constante k können wir auf dems'elben Wege bestimmen^ als in der fongptu 

Nömmer» nnd begegnen alsdann einem nenen geometrischen Satze. 
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S63. Wir wenden ons nnn rar Gleickang 

sarttck, ond wollen die verschiedenen Arten von Carven, welche diese Gleichnnj^, bei 
yerschiedener Constanten -»Besdniniang, darstellen kann» discatiren. Der für diese Dis- 
cnssion» in Beztehang auf die allgemeine Gleichung: 

AwM-aBw-f-CvH^Dnw+aEuv+Fn« « o, 
characteristische Aosdrnck : 

(AE— BD)*-(AC-Bp(AF-D^, 
▼erwandelt sich, fiir den Fall der Gleichung (1), indem wir 

A « vM^'»~k% B - -v; D - -n', G « F « J, E « o, 

setzen» in folgenden } 

Ak». (,) 

Es gehen ferner die beiden Aasdräcker 

AC-BV AF-*D% 

in folgende Über: 

u'^^k«, v*-k«. (3) 

Wenn die gegebene Gleichang (1) eine Hyperbel darstellen soll» so muss der 

Aasdrack (2) positiv sein (457)» nnd also auch A, so lange .k reell bleibt« Hiernach 

kommt: . . 

v'H-n'^ > k^ 

Wenn wir annehmen^ k* sei negativ, so müsste A negativ sein, damit der Ansdrack (2) 

positiv würde, so dass: 

^ v'«+r/» < k^ 

eine Bedingong , die för den in Rede stehenden Fall nicht erfüllt werden kann , so lange 

v' nnd a, und also auch die Directrix reell bleiben sollen. 

Die zweite oder erste Coo/dinaten«Axe ist einer der beiden Asymptoten der Hyper- 
bel parallel (4S9), wenn 

k« « n'^ oder k* = v*. 

Die geometrische Dentong dieser Resoltate gibt nns folgenden Satz: 

ff^erm man durch einen Brennpund einer gegebenen Hyperbel den A^mpioten 
derselben zwei gerade Linien parallel zieht y so liegen die Durchschnitte dieser beiden 
geraden Linien mit der Directrix auf dem Umfange eines Kreises^ dessen ein Durch- 
messer die durch den Brennpunct gehende y der Directrix parallelle , Chorde der gege- - 
benen Hyperbel ist. 

Wenn die Gleichung (1) eine Ellipse darstellen soll> so mass der Ansdrack (2) 
negativ sein nnd also anch A, so lange k reell bleibt, nnd also: 

k« > vH-n'i. 
Die dargestellte Ellipse ist alsdann immer reell, weil die letzte Bedingung mit sich J^ringt, 
dass auch die beiden Ausdrücke (3) negativ werden (456). 

Wenn k' negativ ist, so ergibt sich, damit der Ansdmck (i) negativ werde: 

k* < v'^n'*. 
In diesem Falle ist die Cnrve imaginär, weil alsdann nach der letzten Bedingung die 
Ausdrücke (3) nothwendig positiv sind. 

Die allgemeine Gleichung stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, wenn die Be- 



128 Zur Tl^orie der 

j 
Besteht 5 welche in vorliegendem Falle in folgende ^ich verwandelt: 

ak» » V «+u'«. 
Wenn wir ttberdiess die Coordinaten*Axen den Asymptoten der gleicbseitigen Hyper- 
bei parallel nehmen, so erhält die Gleichang (i) folgende Form: 

(v-k)^+(a~k)» » k«. 
Wenn k » o, so vorschwindet der Aasdruck (2) nnd die Gleichang (l) stellt mithin 
ein System von zwei Pancten dar« Da alsdann aber die beiden Ansdrfickc bei (3) nega- 
tiv werden, so sind diese beiden Poncte nothwendig imaginär , oder, was dasselbe heisst, 
die Gleichang (1) stellt eine gerade ^inie dar. Wir sehen diess auch nnmittelb^ aos 
. dieser Gleichang» Die dargestellte gerade Linie ist die gemeinschaftliche Directrix aller 
derjenigen Carveu*, welche dorch die Gleichung (l) dargestellt werden, wenn wir in der* 
selben v' und u als ein für alle Mal gegeben betrachten nnd für k nach einander belie- 
^ bigc Werthe nehmen (56o), 

Wenn endlich A 'cä o, also: 

k« » v'+u\ 

so stellt die Gleichang (l) eine Parabel dar« 

Hiernach stellt, indem wir zusammenfassen, die Gleichung (1), wenn wir derselben 
r folgende Form geben: 

V«— 2v'v+a'— 2u n « M, 

eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nachdem M positiv, gleich Null oder nega- 
tiv ist. Die gerade Linie, welche ,- im Falle, dass k b o ist, durch diese Gleichung 
dargestellt wird, bildet den Uebergang von^ypcrbcln zu imaginären Curven (521). 

564. Es sei wiederum: 

(v^v')»+(n-«n7 « k\ (1) 

dij; Gleichung irgend einer Curve zweiter Classe nnd (v", u") irgend eine Tangente dieser 
Cnrve. Alsdaqn erhalten wir nach einer leichten Reducion (647): 

(v"— v^v-v >-Ha -o':(n-u') ' « k\ (2) 

für die Gleichung des BcrBhrungspunctes auf der gegebenen Tangente. 

Wir können dieselbe Gleichang auch auf folgende Weise schreiben: 

, (v— v')v+(u"— o')a+N « o, 
indem wir, der Kürze halber^ 

(v'^_v')v+(n'-n')n'4.k* « -N, 

setzen. Zur Bestimmung der Entfernung (D) des Berübrungspnnctes vom Anfangspuncte 

der Coordinaten ergibt sich folgender Ausdruck ikld); 

und da (v", u") eine Tangente der gegebenen Cnrve ist, so kommt: 

J>er. Abstand (P) desselben Punctes von der Directrix, oder der geraden Linie (v, u) 
ist nach der 414. Nummer auf folgende Weisß bestimmt; 

Man erhält also ; 

P _ fc . . 

~ V'Cv'M-o')' ^^' 
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Da dieser Aasdrack.von der besondem Annahme der Tangente (V', n") nnabhängig 
ist, so ist klar, dass ffir alle Pnncte der gegebenen Cnrve das Yerhältniss 
von P SU D dasselbe bleibt. Wenn die gegebene Cmre eine Parabel ist, so ist 
\ » ViyH-^^ nnd mithin P « D. Für den Fall der Ellipse ist P > D; för den Fall 
der Hyperbel P < D. Ffir den Fall der gleichseitigen Hyperbel insbesondere ist D » Pl/2* 

Die letzte Gleichung ist« wenn wir P and D als Teränderliche Grössen betrachten, 
als eine Gleichang der Carve anzusehen. Die Coordinaten sind alsdann die Abstände der 
Pnncte der Cnrye von einer gegebenen geraden Linie (der Directrix)J und yon einem ge- 
gebenen Pnncte (dem Brennpuncte). 

565« Wenn eine ElHjpse oder Hyperbel gegeben ist, so können wir, nach einander« 
jeden ihrer beiden Brennponcte znm Anfangspnncte nehmen, nnd jedem Brennpnncte 
entspricht eine Directrix. Der coüstante Quotient von D in P, den wir X nennen wol- 
len , fst derselbe , gleichviel yon welchem der beiden Brennpnncte (die in Beziehung auf 
die Curve eine symmetrische Lage haben) wir ausgehen mögen. Man erhält daher auch« 
wenn man die Abstände eines beliebigen Puuctes der Corvo von den beiden Brennpunc-. 
ten r nnd r, und die Entfernung /1er beiden Directricen von einander d nennt: 

r±r ^^ ^ 

wobei wir das obere Zeichen ffir den Fall der Ellipse, deren jeder Pnnct zwischen den 
beiden Directriqen liegt, und das untere Zeichen ffir den Fall der Hyperbel, deren jeder 
Punct auf derselben Seite ihrer beiden Directricen sich befindet, nehmen mfissen. Be- 
trachten wir ferner nach einander die Abstände der beiden Scheitel . der Hanptaxe der 
Curve von einem beliebigen Brennpnncte derselben und der eht^rechenden Directriz, ^^ 
erhält man; 

wenn man bemerkt, dass, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist, die 
3nmme oder die Differenz der beiden Abstände von dem Brennpnncte der Haoptaze 
gleich ist, und man diese Axe a nennt Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgt: 

• r±r « a. ' 
Hie Summe der beiden Abstände jedes Punctes ifes Umfanges einer gegebenen El* 
l^se von den beiden Brennpuncten derselben ist constant und gleich ihrer grossem 
Axe. Die Differenz der beiden Abstände aller Puncte des Umfanget einer gegebenen 
Hyperbel vQn den beiden Brennpuncten derselben ist constßnt und gleich ihrer reellen 
Axe. 

566. Wenn wir die erste Coordinaten - Axe durch den Durchschnittspnnct der Di- 
rectricen irgend zweier gegebenen Corven mit demselben Brennpnncte legen, so entsprich^ 
diesen Direchricen dasselbe v, und hiernach können wir fiir die Gleichungen der l^eiden 
Curven folgende nehmen: 

(v^vOM^n-u')' « V\ , . 

(v«v')M-(a-u7 « k^ UA . 

Die Werthe der beiden veränderlichen Grössen, welche die beiden vorstehenden Glei- 
chungen zugleich befriedigen, sind die Coordinaten der gemeinschaftlichen Tangenten der 
beiden durch diese Gleichungen dargestellten Curven« Es ist ersichtlich , dass es solcher 
gemeinschaftlichen Tangenten nur zwei gibt Wir erhalten femer die allgemeine GI^{f 
M' »7 
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cbnng aller derjenigen Carven zweiter Clause , welcbe mit den beiden gegebenen densel- 
ben Brennpnnct nnd dieselben beiden gemeinschaftlicben Tangenten haben, wenn wir 
eine der yorstebenden beiden Glcicbangen mit einem nnbestimmten Coefficienten molti- 
pliciren nnd dann za der andern Gleicbong addiren. Auf diese Weise kommt, nach ei- 
nigen Rednctionen: 

^y^y^^^n^-—. J . ___ _. (.) 

Oie Directriz der, bei irgend einer Annahme fOr ^, durch diese Gleichung dargestellten 
Cnrve ist ( v , J^ j ond geht also durch den Durchschnitt der beiden Direciricen 

(v', n') nnd (V, o") der beiden gegebenen Curven. 

Wenn wir insbesondere fi » — 1 nehmen, so redncirl- sich der Grad der. resultiren- 
den Gleichung; diese Gleichung stellt alsdann einen Pnnct dar, nnd zwar den Dnrck- 
ichnittspnnct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten aller in Rede stehenden Gurren. 
Wir erhalten für diese Gleichung folgende: 

2(n"-n')n « k^u'^-tM-n"», (3) 

der Durchschnittspnnct der gemeinschaftlichen Tangenten liegt also auf der zweiten Coor- 
dinaten - Axe« 

Die Direciricen aller derjenigen Cun^en mit demselben BrennpunctCf welche die- 
selben beiden geraden linieh berühren^ gehen durch einen festen Punct Diejenigen 
beiden geraden Umien^ welche diesen festen Punct und den Durchschnittspunct der bei- 
den gemeinschaftlichen Tangenten aller Curven mit dem Brennpuncte perbinden^ bilden 
am Brennpuncte einen rechten Winkel 

Wenn die beiden Gleichungen (1) insbesondere zwei Parabeln darstellen, so stellt 

anch die allgemeine Gleichung (2) nur Parabeln dar. Die Glcichong (8) redocirt sich 

alsdann auf folgende: 

u sa o, 

nnd stellt also einen Pnnct dar, der, nach der Richtung der zweiten Axe hin, onendlich 

weit liegt Alle durch (2) dargestellten Parabeln ber&hren dieselbe, dieser Axe parallele^ 

gerade Lioie. ' 

S&t* Wir können auch, um znr Gleichung (2) zu «gelangen, von einer beliebigen der 
bdden Gleichungen (1) nnd ton der Gleichung (3) ausgehen, nnd auf diesem Wege die 
allgemeine Gleichung aller derjenigen Gurren bestimmen, die mit einer gegebenen densel- 
ben Brennpunct und zwei gemeinschaftliche Tangenten haben, die in einem gegebenen 
Puncto sich schneiden. Wenn wir für die Gleichung der gegebenen Ctirve folgende 

nehmen: 

(v-v')H<n-n')« = k^ 

nnd der Gleichung des gegebenen Punctes, den wir wiederum auf der zweiten Axe an- 
nehmen, folgende Form geben: 

n = c (4) 

so erhalten wir die gesuchte allgemeine Gleichung, wenn wir die letzte Gleichung mit ei- 
nem nnbestimmten Coefficienten, mit (2^), multipliciren nnd dann zur yorhergehenden Glei- 
chung addiren. Auf diese Weise kommt nach einer einfachen Reduction: 

(v-v')M-(u^(u'-^))« = k»+2(c-u>+/ti^ (6) 

Diese Gleichung stellt insbesondere eine gerade Linie dar, wenn wir fi so bestim- 
men, dass der zweite Thell derselben verschwindet. Setzen wir demnach: 
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^'+2(c-u>+k« « 0, (6) 

so erlialtea wir für /« folgende beiden Wertbe: 

/* « -(c-n)±K(c-iiy-le]. 
Die Gleichung (5) stellt also, im Allgemeinen, bei geböriger Bestimmung von /u, jede 
Ton zwei geraden Linien dar. Diese beiden geraden Linien fallen znsamn^en, wenn 

(c^u')^ « k% 
nnd also: 

c*a* o'±k. 

Man siebt sogleicb, dass in diesem Falle der Panct (4) in einem der beiden Dnrch« • 

scbnittspuQCte der zweiten Axe mit der gegebenen Carvc liegt. Denn, wenn man in der 

Gleicbang der gegebenen Cnrve v » v' setist, so erbäU man, da der Pnnct (t, o) der 

Pol der zweiten Axe ist, das n jener D.urcbscbnittspnncte nnd für dieses n die obigen 

beiden Wertbe von c. In dem vorliegenden Falle redacirt sieb die Gleicbong (5) aaf 

folgende: 

(v-v7+(a-.c)^ « o, ^ 

nnd stellt also die gerade Linie (v, c) d. h. die Tangente in dem gegebenen, anf der 

gegebenen Carve liegenden Panct dar. 

Die beiden in Rede stebenden geraden Linien sind reell oder imaginär, je nacbdem 

(c— n')» > k» oder (c— n*)^ < k^ 

Die erste der beiden vorstehenden Bedingongen können wir aoch anf folgende Weise 

schreiben: 

(c— n — k)(c-.o'4.k) > o. 

Indem Falle, dass die Wertbe der beiden Ausdrücke (n+k) nnd (a-*k) dasselbe Zei« 
eben haben (was nur für den Fall der Hyperbel Statt finden kann), mnss c entweder 
kleiner oder grösser als die beiden Aasdrücke sein ,^ nnd der bezügliche Punct liegt also, 
innerhalb der Carve. Wenn die beiden Ausdrucke (a'+k) und (n— k) Wertbe von ent- 
gegengesetztem Zeichen haben, nnd demnach der erste derselben positiv, der zweite ne- 
gativ ist, so wird die letzte Bedingung erfüllt, wenn wir c positiv nnd grösser als (n'+k)^ 
nnd wenn wir c negativ nnd, abgesehen vom Zeichen, grösser als (o'-*-k} nehmen; der 
bezügtiche Pnnct . liegt also zwischen den beiden Darchschnittsponcten der zweiten Axe 
mit der Carve, das beisst, innerhalb der Carve. Wir sehen hieraas, dass, wenn der 
ge^bene Panct innerhalb der gegebenen Carve liegt, die Gleicbong (5) bei einer zwie- 
fachen Bestimmung von /ti eine gerade Linie darstellen kann; dass diese Bestimmung 
aber imaginär wird für den Fall, dass der gegebene Pnnct ausserhalb der gegebenen 
Cnrve liegt. 

Die Gleichung (6) reducirt sich nur dann anf den ersten Grad, wenn k gleich Null 
ist und wir also, statt von einer Curve, schon von einer geraden Linie ausgehen. Dieser 
geraden Linie entspricht ^ =s o* Der andere Werth von ^ istt 

fi = 2(o'-.c), 
und durch denselben verwandelt sich die Gleichung (5) in folgende : . 

(v-.v')2+(a— (2c— n))2 « o, (7) 

and stellt mitbin die gerade Linie (v', 2c— n) dar. 

Die Ordinate des Durcbscbnittspunctes derjenigen geraden Linie, von der wir eben 
ausgegangen sind, mit der zweiten Axe ist ( -*-« j» die Ordinate des Durcbscbnitts- 
punctes der resultirenden geraden Linie (7) mit derselben Axe ist ( --^ » J nnd end* 

15 * 
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licli die Ordinate des gegebenen Pnnctes ( — \ Oa nor folgende Proportion besteht: 

* . i_i i ^ I 1 

n * c n ** ftc— u * 2c— n c* 
SO folgt, dass die eben bezeichneten drei Pnncte and der gemeinschaftliche Brennpnnct, 
welcher Anfangsponct der Coordinaten ist, ein System von vier harmonischen Tfaeilnngs- 
pnncten bilden. 

568. Wenn der gegebene Pnnct (4) unendlich weit liegt, so ist c « o. Die Glei- 
chong (5) geht alsdann in folgende über: 

nnd stellt solche Corven dar, die zwei der zweiten Axc parallele Tangenten beifllhren. 
Die Directricen aller dieser Corven gehen immer noch darch denselben Ponct der ersten 
Axe« Es stellt die letzte Gleichnng eine gerade Linie dar, wenn 

Diese beiden Wcrthe von fi sind für den Fall, dass die gegebene Cnrve eme Ellipse ist^ 
immer imaginär (563); für den Fall der Hyperbel nar dann, wenn die zweite Äxe eine 
solche Richtaog hat, dass es keine ihr parallele Tangenten gibt. Die beiden Werthe 
von fi können nnr dann zusammenfallen, wenn die gegebene Carve eine Hyperbel ond 
die zweite Aze einer ihrer Asymptoten parallel ist Es ist diess in Uebereinstimmnng mit 
det vorigen Nammer. 

Wenn wir k s^ o setzen, so stellt die Gleichnng (8), aosser der gegebenen geraden 
Linie, die alsdann an die Stelle der gegebenen Gnrve tritt, nur noch eine einzige gerade 
Linie, nemlich folgende: 

dar. Es ist klar, dass der von diesen beiden geraden Linien gebildete Winkel von der 
ersten Axe halbi^ wird« 

869. Wir wollen nns noch einmal zam allgemeinen Talle znr&ckwenden. Wenn die 
Worzeln der Gleichmig (6) imaginSr sind, so bleibt der zweite Theil der Gleichung (9), 
flbf jeden beliebigen Werth von /i, positiv, nnd es stellt also auch, fiir jeden Werth 
von fif diese Gleichnng eine reelle Cnrve dar. Die Directricen. dieser Carven haben alle 
mSglichen Richtungen. Wenn aber die Wurzeln der Gleichnng (6) reell sind, so. sind 
diese Werthe Gränzwerthc von ^ fbr welche der zweite Theil der Gleichnng (5) sein 2!ei- 
chen ändert, und die bezügliche Curve also, indem sie., in eine gerade Linie Übergeht» 
aufhört reell zu sein. Die, diesen Gränzwerthen entsprechenden, beiden geraden Linien 
bezeichnen zugleich die Gränzen für die Lage der Directricen aller durch die Gleichnng 
(5) dargestellten Curven. Es geht keine Directrix irgend einer dieser Curven durch ein^n 
solchen Pnnct der zweiten Axe, fiir welchen der Werth von n zwischen: 

c+</((c— u7— k«) nnd c-V^((c-u7— k^), 
fallt. Diese beiden geraden Linien sind, nm mich so auszndräcken, ihre eigenen Direcr 
tricen; der Anfangspunct der Coordinaten spielt nach der vorstehenden Analyse die Rolle 
eines Brennpunctes jeder derselben. Wir können diese Bemerkung in Yerbindnng brin- 
gen mit der 477. Nummer^ in der wir nachgewiesen haben, dass, analytisch genommen, 
ein System zweier imaginärer Pnncte (oder, was dasselbe heissf, eine gerade Linie) zwei 
reelle Brennj>uncte hat, welche atuf einer solchen geraden Linie liegen, die durch den 
Mittelpunct des Systems geht nnd senkrecht anf der die beiden imaginären Pnncte dessel* 
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ben verbindenden geraden Linie stebt Nacb diesei^ Bemerknng können yrir die Mittel- 
pnncte der beiden in Rede, stebenden geraden Linien (als Oerter zweiter Classe betrach-' 
tet) nnd ibre zweiten Brennpnncte bestimmen. 

570. Wenn irgend zwei Cnrven zweiter Classe denselben Brennpanct baben, so ba- 
ben sie, wenn wir von den beiden in diesem Pnncte sieb scbneidenden ' imaginären Tan- 
genten abstrabireuy nnr nocb zwei gemeinscbahlicbe Tangenten. Wenn wir iiberbanpt 
die Gleicbnngen irgend zweier gegebener Carven zn einer neoen Gleichnng verbinden, so 
erbalten wir die Glcicbnng eines geometriscben Ortes, der von allen gemeinscbaftlicben 
Tangenten der beiden gegebenen Oerter ebenfalls berUbrt wird« Die «Gleicbnngen zweier 
Cnrven zweiter Classe, die denselben Brennpanct baben, lassen sieb, indem wir diesen 
Brennpanct zum Anfangspancte nebmen, immer zu einer Gleichung des ersten Grades 
verbinden, die den Darcbscbnitt ihrer beiden gemeinschaftlichen Tangenten darstellt 
Die gemeinschafUichen Tangenten können imaginär werden: ihr Darcbscbnitt aber bleibt 
immer reell. 

Als geometrischer Ort (zweiter Classe) , der mit den beiden gegebenen Cnrven die- 
selben gemeinschaftlichen Tangenten hat, ist indess nicht sowol jener Darcbscbnittspanct 
' der beiden gemeinschaftlichen Tangenten, allein flir sich, zn betrachten, sondern viel- 
mehr das System dieses Pnncies nnd des Brennpnnctes. Der Brennpnnict des 
Systems dieser beiden Pancte ist der eine dieser Pnncte selbst (477)> der gemeinschaftli- 
che Brennpanct aller Cnrven. Die Directriz geht dorch diesen Pnnct nnd steht anf der- 
jenigen geraden Linie senkrecht, welche die beiden Pancte des^ Systems verbindet. 

Als Folge der besondern Coordinaten-Bcslimmang, indem wir nemlicb den gemem- 

schafllichen Brennpanct znm Anfangsponcte nehmen , wodarch die Coordinaten v nnd ü 

desselben unendlich werdeji, lässt sich die resnltirende Gleichnng anf den ersten Grad 

rednciren nnd dadurch verschwindet aus ihr jede Spur des Brennpnncte/i. Diese Behanp- 

tnng können wir durch eine einfache analytische Betrachtung unterstützen. Es stellt nem» 

lich folgende Gleichung: 

(v-v7M-(f+^)(n--n')« = k^ 

je nachdem « eine sehr Ucine Grösse bezeichnet odec gleich Null ist, eine Curve zweiter 

Classe dar, die auf einen solchen Pnnct, der, beinah oder ganz, mit einem Brennpnncte 

der Corve zusammenfallt, als Anfangspunct bezogen ist Wenn wir von dieser Gleichung 

folgende absieben: 

(v^v')MKil-n")« « k'^ 

so kömmt, indeAi wir durch C eine constante Grosse bezeichnen: 

raM-2(u"— (l+e)n')u = Q 

Piese Gleichnng stellt zwei Pnncte der zweiten Axe dar. Je kleiner wir den Werth von 

< nebmen, desto grosser wird ein Werth von n; setzen wir c gleich Null, so reducirt 

sich die letzte Gleichung anf den ersten Grad, indem eine Wurzel derselben dadurch 

ausfallt, dass sie unendlich wird. Diese Gleichung stellt alsdann nur noch einen einzigen 

Pnnct dar. 

Zn demselben Resultate kommen wir unmittdbar auf folgende Weise. Wenn wir 

die Gleichungen zweier Cnrven zweiter 'Qasse p die einen gemeinschaftlichen Brennpunct 

baben, und anf diesen gemeinschafUichen Brennpunct, als Anfangspunct der Coordinaten, 

bezogen sind, durch Einführung von w homogen machen nnd demnach Gleichungen von 

folgender Form erhalten s > > >« 
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so ergibt sich dnrch Ycrbindang- derselben niemals eine Gleicbang vom ersten Grade. 
Denn, wenn wir abziehen, so kommt: 

wp(v'— y')v+2(u"~-u>H-',v'-4.a«-k^-v"«-u"M-k'^)w] = o: 
eine Glcicbong, die ein System von zwei Panctcn darstellt Wenn wir den Factor w 
fortlassen» so abstrahircn wir von dem einen dieser beiden Pancte, dem An£amgspnncte 
der Coordinatcn. *) 

Hiernach gewinnen wir einen allgemeinem Gesichtspanct und die Entwicklangen der 
letzten Nammern ordnen sich den allgemeinem des 8. Paragrajphen nnter. 

571« Zur Bestimmnng des Mittclpnnctes der (lurch die allgemeine Gleicfaong (5) dar« 
gestellten Cnrve erhält man sogleich folgende Coordinaten- Werthe: 

* "" v«+a'2-k2-2|tic* y " ;'?+a'*-.k*-l/A4C* 

Wenn wir (n zwischen diesen beiden Glcichongen eliminiren, so erhalten wir eine solche 
Beziehung zwischen j and x, die von der besondern Bestimmang dieses Coefficienten 
anabbängig ist, also die Gleichang des geometrischen Ortes für die Mittelpancte aller 
darch die allgemeine Gleichang darstellbaren Curven. Aaf diese Weise kommt: 

2c(v'y-n'x)4-(v'2+a'*— k>+v — 0. (9) 

Die Mittelpancte aller Carven zweiter Classe^ die denselben Brennpnnct mid swei ge- 
meinschaftliche (reelle oder imaginäre) Tangenten haben, liegen also in gerader Linie. 
Diese gerade Linie halbirt diejenige, welche den Darchschnittspnnct der beiden (reellen 
oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten mit dem Brennpnncte- verbindet; denn, 
wenn wir in der letzten Gleichang x = o setzen, so^ kommt: 

_ 1 ' 

Za den in Rede stehenden Carven, die denselben Brennpnnct and zwei gemeinschaft- 
liche^ Tangenten haben, gehört anch eine Parabel, deren Darchmesser der geraden ü* 
nie. (9) nothwendig parallel sind. Um die Riebtang dieser Darchmesser sn beadmmeoi 
{alle man vomi BrennponcLe ans zwei Perpendikel auf die beiden gt^ebenen Tangenten 
and verbinde die Fasspancte derselben durch eine gerade Linie. Diese gerade Linie ist 
alsdann die Tangente der Parabel im Scheitel ihrer Ax,e (504) and die Darchmesser der« 
selben stehen aaf dieser Tangente senkrecht Hiernach können wir also die Richtong 
der geraden Linie (9) bestimmen. 

Die letzte Bestimmangsweise fällt ganz fort, wenn die beiden gegebenen Tangenten 
imaginär sind^ sie wird aach dann illasorisch, wenn die beiden gegebenea Tangenten 
zusammenfallen, das heisst, wenn alle Carven eine gegebene gerade Linie in einem ge» 



Auf ähnliche Weise lasst sich dartkan , das^ , wenn wir die deichangen tweier Ibnlieher 
und äbalich liegender Curven, bezogen auf gewöbniicbe Panct - Coordinaten , mit einander 
zu einer Gleichang desselben Grades verbinden, nar deshalb, bei 'gehöriger Verbindung^ 
die resoltirende Gleichang aaf den ersten Grad sich reducirt, weil von den beiden gemein- 
schaftlichen Cl^orden der beiden Carven die eine nnendlicb weit liegt, und eine solciie ge* 
rade Linie läs^ sich nur dann in der Gleichang nachweisen , wenn wir, nach der 416* Nnm- 

' mer , die dritte Coordinate s einfuhren. 
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gcbenen Poncte bertihren. Im ersten Falle müssen wir znr Gleicfaang (9) zarttckgehen^ 
im zweiten Falle erhalten wir» nach einem bekannten Satze (332), folgende einfache Constmc- 
tion der geraden Linie (9). Man beschreibe Über derjenigen geraden Linie, welche den 
Brennponct mit dem gegebenen Bcrübrnngspnncte anf der gegebenen geraden Linie ver- 
bindet» als Dorchmesser» einen Kreis. Die za constrairendc gerade Linie ist alsdann 
derjenige Darchmesser dieses Kreises, der dorch den zweiten Darchschnittspnnct dieses 
Kreises mit der gegebenen geraden Linie geht« 

572. Da die Entfernung der beiden Brennpnncte von einander doppelt so gross ist» 
als die £ntfemang des Miltelpnnctes von einem derselben» so erhalten wir unmittelbar 
die Glcichnng des geometrischen Ortes für die zweiten Brennpnncte aller Curven» wel- 
che dorch die allgemeine Gleichung (5) dargestellt werden» wenn wir in der Gleichung 
(9) X und 7 mit %Ti und Viy vertauschen. Auf diese Weise ergibt sich folgende Glei- 
chung des ersten Grades: 

2c(vy-ux)-Hv'^+n«— k>-+-2v; = o, (10) 

Wenn wir in dieser Gleichung x es o setzen» so kommt y «= — ; das beisst» die be- 
zügliche gerade Linie geht durch den Durchschnittspunct der beiden gemeinschaftlichen 
(reellen oder imaginären) Tangenten. Ueberdiess ist sie der geraden Linie (9)» dem geo« 
metrischen Orte für alle Mittelpuncte» parallel 

Wenn man also vom Brennpuncle aus zwei Perpendikel auf die beiden gemeinschaft- 
fichen Tangenten fallt» die Fusspuncte derselben durch eine gerade Linie verbindet und 
auf diese gerade Linie» vom Dnrchschnittspuncte der beiden Tangenten aus ein neues 
Perpendikel fallt» so ist diese gerade Linie der in Rede stehende geometrische Ort (10). 

Man kann diese gerade Linie auch nach dem bekannten Satze bestimmen» dass die- 
selbe und die zweite Axe» (welche durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tan- 
genten und durch den gemeinschaftlichen Brennpunct geht) in denselben von diesen Tan- 
genten gebildeten Scheitelwinkeln liegen und mit diesen Tangenten gleiche Winkel bil- 
den. (330) Es leuchtet dieser Satz auch ohne alle algebraischen Entwicklongen ein. 
Wenn man^ nemlich durch den gemeinschaftlichen Brennpunct eine solche gerade Linie 
sieht» welche von den beiden gemcinschafllichen Tangenten ein glcichschcnkKgcs Dreieck 
abschneidet» so kcSnnen wir diese gerade Liniie als die Axe einer durch die allgemeine 
Gleichung (5) dargestellten Curve ansehn, und erhalten alsdann sogleich den zweiten 
Brennpunct dieser Curve» indem wir auf dieser A&e einen solchen Punct bestimmen» 
der mit dem gemeinschaftlichen Brennpnncte, in Beziehung anf die beiden gemeinschaft- 
lichen Tangenten» eine symmetrische Lage hat Durch diesen Punct ist die in Rede 
stehende gerade Linie (10) vollkommen bestimmt» und zugleich liegt in der hierdurch an- 
gezeigten Construction der Beweis für die oben ausgesprochene Eigenschaft derselben. 

573. In den letzten Nummern sind die Elemente zu mehrern Gonstructionen einer 
Cnrve zweiter Classe» welche drei g-jgebene gerade Linien berührt und 
einen gegebenen Punct zum Brennpnncte hat» enlhalten. 

Wir können erstens die .Curve construiren» indem wir die Directrix derselben 
bestimmen* ~ Wenn wir zuerst irgend zwei der drei gegebenen geraden Linien betrachten» 
so gehen die Directricen aller Curven» welche dieselben berähren und den gegebenen 
Punct zum Brennpuncte haben, durch einen Punct derjenigen geraden Linie, welche im 
gegebenen Pnncte auf der» diesen Punct mit dem Dnrchscbnittspnncte der gegebenen 
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Tangenten verbindenden» geraden Linie senkrecbt steht Um diesen gemeinschaftticken 

Dnrchschnittspünct aller Directricen, der also anch ein Ponct der gesachten Directriz ist» 

4 zu bestimmen» brauchen wir «bloss die üirectriz irgend einer der in Rede stehenden 

Canren zq constrairen nnd hierzn kommen wir leicht, wenn wir fiir diese Cnrve die hier- 

• her gehörige Parabel nehmen. Auf diesem Wege ergibt sich, da wir die drei gegebenen 

• geraden Linien anf dreifache Art zn zwei snsammstellen können, der folgende Sats: 

ffenn man pon irgend einem gegebenen Puncte F aus nach den drei Winkelpunc' 
ien eines gegebenen Dreiecks drei gerade Linien FA^ FA und FA zieht und o^f die- 
sen drei geraden Linien im Puncte F drei Perpendikel FG, FG und FG" errichtet; 
ferner von demselben Puncte F aus drei Perpendikel auf die drei Dreiecks -Seiten AA^ 
AA* und AA' fdlü und dieselben über ihren Durchschnitt mit diesen Seiten hinaus 
noch um denselben re^ective gleiche Stücke verlängert und dadurch auf diesen Perpeih 
dikel drei Puncte P\ P und P bestimmt, so liegen die Durchschnitte von FG und FP, 
von FG' und P'P und von FG" und PP, alle drei, in gerader Linie und diese gerade 
Linie ist die Directrix derjenigen Curve ZiPeiter Classe^ welche den gegebenen Punct 
' tum Brennpuncte hat und dem gegebenen Dreieck eingeschrieben ist, 

SJiu Wir kSnnen zweitens den Mittelponct der gesuchten Cunre bestimmen. 
Wir erhalten nach der 571« Nummer drei durch diesen Pnnct gehende gerade Linien, 
nemlich diejenigen, welche, bei der obigen Bezeichnung, durch die Mitten von FA, FA' 
nnd FA" gehen und senkreckt auf P"P', P"P und P'P sind. 

Der gesuchte Mittelpunct ist, nach einem bekannten Satze, zugleich der Mittelpnnct 
desjenigen Kreises, der durch die Fusspancte der von F auf die drei gegebenen geraden 
Lmien gefällten Perpendikel geht (338, 2. Note) 

575. Wir können endlich drittens auch den zweiten Brennpunct der zu con- 
struirenden Curve suchen. Hier kommen wir nach der 573. Nummer zn folgendem 
3atze: 

fFenn irgend ein Pünct F und irgend ein Dreieck AAA gegeben sind und mm 
ßUt von F auf die drei Dreiecks- Seiten AA, AA und AA' drei Perpendikel FQ', 
FQ und FQ, so bestimmen die fUsspuncte dieser drei Perpendikel ein neues Dreied 
Q''QQ' ^^^^^ '^^^ alsdann i^on den Winke^uncten des gegebenen Dreiecks, A, A 
und A', drei Perpendikel auf die gegenüberliegenden Seiten des zapeiten Dreiecks, auf 
Q'Q* Q'Q ^^ Q'Qf ^^ schneiden sich dieselben in demselben Puncte § und dieser 
Punct ist der andere Brennpu7u:t derjenigen Cwve zweiter Gasse, welche den gegeht" 
nen Punct zu einem Brennpuncte hat und dem Dreiecke eingeschrieben ist. 

In diesem dritten Falle können wir auch construiren, wie in der 837* Nummer. — 

576. Wir wollen zur Untersuchung der Durchschnittapuncte irgend zweier gegeben 
ner Curven zweiter Q^se , die d^elbeii Brennpunct haben , ffbergehen« 

Es seien: 

(v-v )M^n-u')(v-v )ro^*+<a-n')* -= k'*, 

(v-v")H«(u-n'')(v-v>0x*+<a-O* = ^"^ 

die Gleichungen der beiden gegebenen CnrVen, bezogen auf irgend zwei Azen, die in dem 

gemeinschaftlichen Brennnuncte sich schneiden und irgend einen Winkel 9 mit einander 

bilden. Die Directriccn dieser beiden Cnrven sind (563): 

(v',n'), (v^n"). 
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nnd hiemach erhalten wir filr die Gleichungen derjenigen Pancte, in welchen diese Di- 
rectricen der ersten Aze begeben : 

# r « V, ▼ « ▼", 

nnd die beiden Tangenten «-Paare, die Ton diesen beiden Pnncten aadie be^Hglichen Car- 
ren gelegt werden können^ sind folgende: 

^ (y'. n+k'), (v-, n'-k-)j ,, 

(v%n"W.k"), (y",n-.k"). ^ W^ 

Für die Gleichung des Darchschnittspnnctes der ersten nnd dritten dieser vier Tangenten 
ergibt sich sogleich folgende: 

nnd für die Gleichung des Darchschnittspanctes der beiden Directricen: 

v-v" « l!^[(u^n'> 

|[Wenn.wir endlich eine gerade Linie dorcK diese beiden Darchschnittspnncte legen, so 
erhalten wir für diese gerade Lini» aas der Zasammenstellang der letzten beiden Glci* 
bhnngcn folgende Coordinaten-Werthe: 

k"— ' L.'— " 1,''^' 1-'—'» 

▼ — kv KU — kn . 

▼ «* \l*^\^ » ° =• j,>'Ck' ' ' ^^' 

Diese Ansdriicke bleiben nnverändert dieselben, wenn wir die Zeichen von k" and k' 
beide zngleich ändern. Die bezügliche gerade L>nie geht also anch dnrch den Dorch« 
schnitt der zweiten nnd vierten der vier Tangenten (2), 

Auf ähnliche Weise finden wir, dass die Darch^chnittspuncte der ersten nnd vierten 
und der zweiten und dritten der vier Tangenten (2) und der beiden Directricen in gera^ 
der Linie liegen, nnd für die$e gerade Linie erhalten wir durch Zeichen -Yertauschnng 
aus den Ausdrücken (3) folgende Coordinaten-Werthe: 

Vy+kV k"u'+k'u" ,. 

Da die Ausdrücke (3) und (4) in Beziehung auf v, V^.V und n, u', n' symmetrisch 
gebildet sind, so erhalten wir nQthwendig dieselben Ausdrücke, wenn wir, statt von den 
Durchschnitten der ersten Axe mit den beiden Directricen, von den Durchschnitten der 
zweiten Aze mit den beiden Directricen ans , Tangenten an die bezüglichen Curven le« 
gen. Da tiberdicss die zweite Ailc jede beliebige, dnrch den Brennpunct gehende #^rade 
Linie sein kann, so erhalten wir, indem wir zusammenfassen» den iiacl^stehenden Satz: 

Wenn man durch den gemeinschaftUchen Brehnpunct irgend zmeier gegebener Cur^ 
ven ztpeäer Classe eine beliebige gerade linie zieht und von jedem derjenigen beiden 
Puncief in tpelchen dieselbe den Directricen der beiden CurQen begegnet y zfPei Tangen^ 
ten an die bezügliche CurQe legt, so bilden diese Tangenten eine (vollständige viersei* 
tige Figur y deren zfpei Diagonalen durch den Durchschnitt der beiden Directricen ge- 
hen. Es bleiben diese Diagonalen unverändert dieselben^ wie man auch die Richtung 
der beliebigen^ durch den Brenrg)unct gehenden^ geraden Linien ändern magf tpäh- 
rend alsdann Zfpei Winkelpuncte der werseitigen Figur auf den beiden Directricen fort* 
rücken^ verändern die beiden übrigen Paare pon JfüJielpuncten ihre Lage auf zwei Je^ 
sten^ durch den Durchschniftspunct d^selben gehenden, geradm Linien. 

Ih IS 
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Wenn die beiden gegebenen Cnrren zweiter Classe sich in z^^i reellen Pancten 
gehneiden und man wählt die beliebige, darch ihren gemeinschaftlichen Brcnnpnnct ge- 
hende, gerade Linie so, dass sie aaf der, diesen Ponct niit einem der Darchschnitts- 
pnncte verbindenden geraden Linie senkrecht steht, so geht, nach einem bekannten Sat- 
ze, die Tangente jeder Corve in jenem Dnrchschnittspancte durch denjenigen Ponct, in 
welchem die durch den gemeinschaftlichen Brennpimct gehende gerade Linie der bezügli- 
chen Directriz begegnet (566), Hieraus folgt, dass jener Dorchschnittsponct der beiden 
gegebenen Carven ein Panct einer der beiden festen, im vorstehenden Satze bezeichne- 
ten geraden Linien ist. Diese beiden festen geraden Linien sind, indem wir die Sache 
gleich allgemein nehmen, die beiden gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) Chor- 
den der beiden gegebenen Cnrven; die beiden Directricen dieser Cnrven schneiden sich 
in ihrem Chordal - Pnncte. 

(Dasselbe Resnltat können wir direct ans einem im ersten Bande der JEntwicklnngen* 
bewiesenen Satze (387) herleiten, indem wir den Brennpnnct als den Dnrchschnittspnnct 
zweier (imaginärer) gemeinschaftlicher Tangenten der beiden gegebenen Cnrven be- 
trachten). 

..Man iiberzengt sich sogleich, dass die beiden Directricen nnd die beiden eben be- 
zeichneten gemeinschaftlichen Chorden der beiden gegebenen Cnrven Harmonicalen 
sind, wenn man etwa die Durchschnitte dieser vier Linien mit der ersten Aze betrachtet, 

Wenn die erste der beiden Gleichungen (l) insbesondere einen Kreis darstellt, so 

reduciren sich die Ausdrücke (3) nnd (4)» indem wir v » o nnd n' ts o setzen, auf 

folgende: 
^ kV h'n" 

Wenn die erste der beiden Gleichungen (l) insbesondere eine gerade Linie (ein Sy- 
stem zweier imaginärer Pnncte) darstellt, so ist k » o und es eigibt sich sowol aus (3) 
als ans (4): 

V aas V , n es U . 

£s fallen also für diesen Fall die beiden in Rede stehenden geraden Linien in die gege* 
bene zusammen. 

577« Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Constrnctionen beschliessen , die 
nnmittelbar sich uns darbieten und mit ^en in der vorigen Nummer erhaltenen Resultaten 
in Verbindung stehen* 

Eine Parabel zu beschreiben^ welche durch zfpei gegebene Puncte geht und einen 
dritten gegebenen Punct zum Brennpuncte hat. 

Die Bestimmung der Directrix derxZn construirenden Parabel kommt nach einem all» 
bekannten Satze (5 6' 4) darauf hinaus, eine solche gerade Linie zu finden, welche von 
den beiden ersten gegebenen Puncten eben so weit absteht, als diese Pnncte von dem dritten 
gegebenen Puncte abstehen. Beschreibt man zu diesem £nde ans den beiden erstgenann- 
ten Puncten, als Mittelpnncten, zwei durch den gegebenen Brennpnnct gehende Kreise, 
so ist jede gemeinschaftliche Tangente dieser beiden Kreise die Directriz einer Parabel, 
die den Bedingungen der An%abe Genfige leistet Solcher reellen gemeinschaftlichen 
Tangenten gibt es immer zwei und nur zwei, und also gibt es auch zwei Parabeln, wel« 
che durch zwei gegebene Puncte gehen und einen dritten gegebenen Punct zum Brenn* 
puncte haben. 
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578. Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben ^ die durch drei gegebene Puncte 
geht und einen vierten gegebenen Punct zu einem ihrer Brennpuncte hat 

Es folgt aas der 576« Nammer, dass die Directricen aller derjenigea Carven, welche 
durch zwei gegebene Pancte gehen und ilberdiess einen gegebenen Panct zam gemein- 
schaftlichen Brennpnncte haben, sich in ein und demselben festen Pancte oder in irgend 
einem von mehreren festen Puncten schneiden« Man sieht leicht ein, dass der letztere 
Fall Statt findet und dass es zwei solcher festen Ponctc gibt. In dem einen derselben 
schneiden sich die Directncen anendlich yieler Ellipsen, zweier Parabeln, deren Gon- 
stroction wir in der vorigen Mammer angezeigt haben, nnd nnendlich viele solcher Hy- 
perbeln, auf deren ein nnd demselben Zweige die beiden ersten gegebenen Pancte liegen« 
In dem andern festen Poncte schneiden sich die Directricen aller solcher Hyperbeln, de- 
ren ein Zweig durch den einen nnd deren anderer Zweig durch den andern der beiden 
gegebenen Puncte gehu Dieser zweite feste Punct ergibt sich durch eine ganz ähnliche 
Gonstrnction als der erste* Während dieser nemlich der Durchschnittspnnct der beiden 
äussern gemeinschaftlichen Tangenten derjenigen beiden Kreise ist, welche durch den 
gegebenen Brennpunct gehen, 'und die beiden ersten gegebenen. Puncte zu ihren Mittel- 
puncten haben, ist jener zweite feste Panct der (reelle) Durchschnitt der beiden (imagi- 
nären) innern gemeinschaftlichen Tangenten derselben beiden Kreise. Die beiden gege- 
benen und diese beiden so i>estimmten festen Puncte sind vier harmonische Theilungs- 
puncte und werden von dem gegebenen Brennpnncte aus unter rechtem Winkel gese- 
hen. (192) 

Das Yorstehende ist in (Jebereinstimmung mit der 367. Nummer, nach welcher in 
allen Curven zweiter Ordnung oder, was dasselbe heisst, (552) zweiter Classe, welche 
durch zwei gegebene Pancte gehen und zwei gegebene gerade Linien berühren, die Be- 
riihrungs - Chorden durch einen von solchen zwei festen Puncten gehen, die mit den bei» 
den gegebenen in gerader Linie liegen» An die Stelle derjenigen Curven, welche zwei 
gegebene gerade Linien berühren, treten Cnrven mit demselben Brennpnncte und- die 
Polaren dieser Brennpnncte (die Directricen) an die Stelle der Bertthmngs - Chorden. 

Hiemach ergibt sich folgende Construction der an die Spitze dieser Nummer gestell- 
ten Aufgabe : 

«Man beschreibe ans den drei ersten gegebenen Puncten, als Mittelpnncten, drei 
JKrebe, welche durch den vierten gegebenen Punct gehen, nnd constroire die vier Sym- 
^metralen (162) *) dieser drei Kreise. Diese vier Symmetralen sind die Directricen derje- 
«nigen vier Curven zweiter Classe ^ welche den Bedingungen der Aufgabe Genüge leisten.* 
. Die äussere Symmetrale entspricht einer Ellipse oder Parabel oder einer solchen Hy. 
perbel, deren ein nnd derselbe Zweig die drei ersten gegebenen Puncte enthält Die 
drei innern Symmetralen entsprechen solchen Hyperbeln , deren ein Zweig durch zwei» 
nnd deren anderer Zweig durch den dritten jener drei gegebenen Pancte geht. 

Wenn wir annehmen, dass zwei der drei gegebenen Puncte, durch welche die za 
construirende Curve gehen soll, zusammenfallen, und also eine Tangente, auf derselben 
der Berührnngspunct und ausserdem nodi ein Punct gegeben sind, so reducirt sich die 
Zahl der Auflösungen auf zwei. Indem wir den gegebenen Berührnngspunct mit dem 
andern gegebenen Puncte zusammenstellen, erbalten wir, wie eben, zwei feste Pancte, 



*) axe9 de •imilitude. 
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durch welche die Directriccn der verlangten Conren gehen« Aosserdem gehen die Dh^ec* 
tiicen aller Canren zweiter Classe, welche denselben Brennpanct haben nnd eine gege- 
bene gerade Linie in demselben Pancte berühren» durch ein und denselben Ponct der 
gegebenen geraden Linie and zwar durch einen solchen Panct, der zugleich anf dem, 
im gegebenen Brennpuncte auf. der diesen Punct mit dem Bcrührpngspuncte verbindenden 
geraden Linie errichteten» Perpendikel liegt (566). Hiernach erhalten wir die beiden Direc« 
tricen derjenigen beiden Curven, die den Bedingungen der Aufgabe Gentige leisten« 

579. Eine Hyperbel zu beschreiben y die durch ztpei gegebene Puncte gehi^ einen 
dritten gegebenen Pundt zum Brennpuncte hat und deren. eine Asymptote einer gegebe- 
nen geraden Linie parallel ist. 

Nach der 169. Nummer modificirt sich fiir diesen Fall die Constmction der vorigen 
Nnmmer auf folgende Weisse : 

JSldsi constmire aus den beiden ersten gegebenen P&ncten, als Mittelpuncten , zwei 
JUkXti&tt welche durch den dritten gegebenen Punct gehen, aehe in diesen beiden Krei- 
aSen diejenigen beiden Durchmesser^ welche der gegebenen geraden Linie parallel sind 
«nnd verbinde die Endpuncte dieser beiden parallelen Durchmesser durch ^er gerade Li- 
^en. Diese geraden Linien sind alsdann die Directricen derjenigen vier Hyperbeln, 
«welche den Forderungen der Aufgabe Gentige leisten.** 

Die beiden ersten gegebenen Puncte liegen uf demselben Zweige sweier dieser vier 
Hyperbeln, nnd auf den beiden Zweigen jeder der beiden übrigen Hyperbeln« 

Eine Hyperbel zu beschreiben ^ deren Asymptoten zweien gegebenen geraden Urnen 
parallel sind^ die durch einen gegebenen Punct geht und einen zweiten gegebenen Puad 
zum Brennpuncte hat. 

Hier erhalten wir, mit Berücksichtigung der eben angezogenen Nnmmer, sogleich 
folgende Constrnction: 

JMan beschreibe aus dem ersten gegebenen Puncte, als Mittelpnncte, einen Kreis, 
«der durch den zweiten gegebenen Punct geht, ziehe in diesem Kreise zwei den gegebe- 
^en geraden Linien parallele Durchmesser und verbinde die Endpuncte derselben durch 
^rieT gerade Linien. Auf diese Weise erhält man ein dem Kreise eingeschriebene« Pa- 
,iTallelogramm, dessen Seiten die Directricen der vier verlangten Hyperbel sind,^ 

Eine Hyperbel zu beschreiben , die durch einen gegebenen Punct geht, einen z/pei-^ 
ten gegebenen Punct zu einem ihrer Brennpuncte und eine gegebene gerade Linie zu 
einer ihrer Asymptoten hat. 

„MaA beschreibe aus dem ersten gegebenen Pnncte, als Mittelpnncte, einen Kreis, 
,,der durch den zweiten gegebenen Punct geht, ziehe in diesem Kreise den der gegebe- 
,^en Asymptote parallellen Durchmesser und verbinde die Fndpnncte dieses Dnrchmei- 
s^sers mit dem |>*nsspuncte des auf diese Asymptote vom gegebenen Brennpuncte ans ge- 
j^tallten Perpendikels durch zwei gerade Linien (566). Diese gerade Linien sind die Directrl* 
,iCen der verlangten Hyperbeln, deren es zwei gibt*« 

' Wenn statt des ersten gegebenen Pnnctes die zweite Asymptote der Richtung nach 
gegeben ist, so erhalt man leicht diese Asymptote selbst, (nach der Bemerkung, dass 
der Brennpunct von beiden Asymptoten gleiehweit absteht) nnd zwar zweifach. Die je- 
desmalig entsprechende Dircctrix erhält man, indem man die Fnsspnncte der anf .die bei- 
den Asymptoten gefällten Perpendikel durch eine gerade Linie verbindet (566). 
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'Wir brechen hier ab» weil wir den Gegenstand dieses Paragraphen auch noch in 
der zweiten Abtheilong des vorliegenden zweiten Bandes berühren werden. — 

» 

$.7. 

Theorie der Oeculaiion. Oeculatüm hyperholücher und parabolücher Zweige 

in unendlicher Entfernung. 

580. Wenn die aUgemeine Gleichung des zweiten Grades: 

Aw«+aBvw-+.CvH-2Daw+2Env+Fu* = o, 
eine solche Canre darstellen soll, welche^ von der ersten Axe berührt wird, so müs- 
sen wir 

F» 

setzen. Wenn wir ferner den Berührnngspunct anf dieser Axe zom An£uigspancte neh- 
men , so kommt überdiess : * 

E « 0. 
Für die Gleichongen irgend zweier gegebener Cnrven, welche die erste Axe im An- 
fangspancte berühren, kSnnen wir hiemach folgende nehmen« * 

AwM^Byw+CvM*2Dnw «0, ... 

A'wM-2B'vw+CvM-2D'nw » o- ^'^ 

Wenn wir diese beiden Gleichungen zn irgend einer neuen Gleichung des zweitei) Grades 
verbinden, so stellt diese neue Gleichung einen solchen geometrischen Ort zweiter Classe 
dar, der mit den beiden gegebenen Curven (f) dieselben vier gemeinschaftlichen Tangen* 
ten hat Ziehen wir insbesondere die Gleichungen (l) von einander ab, nachdem wir die 
erste derselben mit C, die zweite mit C multiplicirt haben, so konmit: 

w[(AC-A'C)w+2(BC--B'C)vH:2(DC^D'C)o] «= o. 
Diese Gleichung stellt zwei Pnncte dar, und diese Puncte sind also noth wendig solche, 
in welchen die vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Curven (l), zn zwei und 
zwei genommen , sich schneiden. Der eine dieser beiden Pnncte ist der Anfangspunct, in 
welchem die beiden Curven ^ch berühren , und der als der Durchschnittspnnct zweier in 
der ersten Axe znsammenfallendf^r gemeinschaftlicher Tangenten anzusehen ist. Der an- 
dere Punct , fbr dessen Gleichung wir folgende erhalten : 

(AC-A'C)w+2(BC-B'C)v+2(DC-D'C)u « d, (.) 
ist also der Durchschnitt der beiden, einzig noch übrigen, gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der beiden gegebenen Curven. 

Die Piscnssioo der Gleichung (2) (bhrt zn einfachen und symmetrischen Resultaten. 

Wenn wir erstens annehmen, es sei: 

DC = D'C, 

so redndrt sich die Gleichung (2) auf folgende : 

(AC-A'C)w+2(BC'~B'C)v « o, (3) 

ond stellt also einen solchen Punct dar, der auf der ersten Axe in einer Entfernung 

vom Anlaagspuncte liegt, die gleich ist: 

^ BC^BC 

^AC-A'C* 
Von den tier gemeinschaftlichen Tangenten der Ibeiden gegebenen Curven {allen also drei 
in der ersteo Axe anaammcn nnd die vierte erhält man, indem man durch den Punct (s) 
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eine Tangente an eine beliebige dieser Cnrven legt. In dem vorliegenden Falle haben 
die beiden gegebenen Corven drei auf einander folgende Elemente mit einander gemein ; es 
findet zwischen denselben eine drcipnnciigc (dreitangentige) Oscolation 
Statt,*) 

Wenn wir zweitens voraussetzen, es sei: 

BC « B'C, 
so redacirt steh die Gleichung (2) auf folgende : 

(AC'-A'C)w+2(UC-D'C)o = 0, (4) 

und stellt also einen solchen Panct dar , der auf der zweiten Axe liegt , und zwar in ei- 
ner Entfcmong vom Anfangspuncte* die gleich ist: 

^AC-AC* 

Wenn wir drittens voraussetzen, es sei: 

AC = A'C, 
so verwandelt sich die Gleichung (9) in folgende: 

(BC-B'C)v+(DC-D'C)u « 0, 
und stellt also einen Pnnct dar, der nach einer leicht zu bestimmenden Richtung hin« on- 
endlich weit liegt. Die beiden gegebenen, sich berührenden Curven haben also zwei pa- 
rallele, gemeinschaftliche Tangenten. 

Hierhin gehört als besonderer FalF^ dass 

A = A' « o, 
und also die beiden gegebenen Curven Parabeln sind; die eine gemeinschaftliche Tan- 
gente liegt alsdann unendlich weit, und ist als mit jeder gegebenen geraden Linie paral- 
lel anzusehen. 

Wenn viertens die beiden Gleichungen: 

DC « DG, BC « B'C, 

zugleich bestehen, so reducirt sich die Gleichung (2) auf: 

w a= o, 
auf die Gleichung des Anfangspunctes« Der DurchschnittSDunct der Tangente im Osca- 
lationspuncte des ersten Falles mit der vierten gemeinschaftlichen Tangente fallt alsdann 
mit dem Osculationspuncte , die vierte gemeinschaftliche Tangente mit den drei ersten, 
zusammen, oder, wenn wir vom zweiten Falle ausgehen > der Durchschnittspnnct dtf 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten auf der zweiten Axe fallt mit dem Berfihrungspnncte, 
diese Tangenten fallen mit der Tangente im Berührnngspunte zusammen nnd die Rich- 
tung der zweiten Axe kann wieder jede beliebige sein: die beiden gegebenen Cur- 
ven haben einen vierpunctigen (viertangentigeo) Contact 
Wenü fünftens die beiden Gleichungen: 

DC = DC, AC « AC, 



*) Auf gewisse Weise wird die Theorie der Osculation hier noch anschaoticher als da, wo man 
dieselbe aus dem Zusammenfallen von Darchschnittspancten herleitet Denkt man sich nem- 
lich eine Cnrve als die Gränze eines Poljgones mit immer zunehmender Seitensahl 9 so ent« 
sprechen die Taugenten der Cnnre verlängerten Seiten des Poljrgons« Der Berfihrang zweier 
Caryen entspricht ein Zusammenfallen zweier auf einander folgender Seiten der beiden be- 
sfiglicfaen Poljgone, der einfachen Oscnlatlon ein Zosammenfailen dreier consecativer Sei« 
ten des einen Polygons mit dreien consecotiven Seiten des andern und so fort 
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sogleich befiriedigt werden, so verwandelt sich die Glcichong (2) in folgende: 

V = 05 

die beiden gemeinschaftlichen Tangenten sind also der ersten Äxe paraHel, nnd mithin 

oscaliren die beiden gegebenen Carven sich im Anfangspnncte nnd berühren dieselbe, der 

Tangente in diesem Pancte parallele, gerade Linie. 

Wenn insbesondere 

A « A' « 0, 

so sind die beiden Corven beliebige Parabeln, die sich im Anfangspnncte oscaliren. 

Wenn sechsteds die beiden Gleichungen: 

BC = B'C, AC = A'C, 

sogleich Statt finden, so verwandelt sich die Gleichung (2) in folgende: 

n sa 0, 

die beiden gemeinschaftlichen Tangenten sind also nnter sich nnd mit der sweiten Axe 

parallel. 

Wenn insbesondere 

A SS A' SB o, 

so sind die gegebenen Corven Parabeln, welche die erste Axe im Anfangspnncte berüh- 
ren und eine gemeinschaftliche Tangente haben, die der zweiten Axe parallel ist. 

581. Wir können die vorstehenden Bestimmungen dadurch noch vereinfachen, 

dass wir 

C » C » 1 

setzen. .Wenn wir demgemäss die Gleichung: « 

Y34.AwH-2Bvw4-20aw.a o, (s) 

zu Gmnde legen, so erhalten wir folgende Znsammenstellong verschiedener Fälle: 

p. 1 Alle Corven osculiren einander dreiponctig äof der ersten Axe im 

"^ * I Anfangspnncte; die Richtong der zweiten Axe bleibt nnbestimint. 

IAlIe Cnrven berühren sich auf der ersten Axe im Anfangspnncte und 
die beiden gemeinschaftlichen Tangenten, je zweier derselben, schnei-« 
den sich auf der zweiten Axe. 

fAlle Carven berühren sich aof der ersten Axe im Anfangspnncte ond 
die gemeinschaftlichen Tangenten je zweier derselben sind parallel. Die 
zweite Axe bat eine beliebige Richtung. 
D as const. j Alle Curven osculiren sich vierpnnctig auf der ersten Axe im An- 
B « const. \fangspuncte. Die Richtung der zweiten Axe ist beliebig. 
D es ^ . / Alle Corven osculiren einander drcipunctig auf der ersten Axe im 
A e= onst ) ^^'^^"SSP"^^*® ^^d berühren dieselbe, dieser Axe parallele gerade Linie. 

(Die Richtung der zweiten Axe ist beliebig. 
B =s const i ^^^ Curven berühren sich auf der ersten Axe im Anfangspnncte, 
A « const 1°"^ '^^^ derselben berührt überdiess twei gegebene, der ^weiten Axe 
. * ^^parallele, gerade Linien. 

582. Wenn 

A SS o, 
so ist die resnlUrende Gleichung: 

vHäBvw^-2Dnw « o, 
die allgemeine Gleichung aller Parabeln ^ welche die erste Axe im Anfangspnncte berüh- 
ren. Es ergeben sich hier folgende besondere Fälle: 
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n Ai \ ^^'^ Par4Bela oscnliren sich dreipanctig auf der ersten Aie ud An* 

ifangspancle. Die swcite Axe hat eine beliebige Richtang« 

iAlle Parabeln berühren einander aaf der ersten Axe im An&ngs« 
pnncte nnd überdiess eine gegebene gerade Linie > die der zweiten Aie 
parallel ist. Wenn insbesondere B » o, so liegt diese gerade Linie 
nnendlicb weit, ond die zweite Axe Ist ein gemeinschaftlicher Dorck- 
messer aller Parabeln« 

"SSa. Wenn wir in der allgemeinen Gleicbong der Canren zweiter Qasse: 

AwH-aBYw-+-Cv*+2Duw+ »Eat+Fn« =. o, 

zu gleicher Zeit: 

F = 0, D « o, 

nehmen, so erbalten wir die allgemeine Gleichung solcher Cnrven dieser Qaize» welcbe 
die erste Coordinaten-Axe berUhreni nnd deren Mittelpanct zugleich anf dieser Axe liegt 
Hieraus ist klar, dass alle diese Curven Hyperbeln sind, die eine gemeinschaftliche Atymp* 
tote baben> ond dass diese Asymptote in die erste Axe fällt 
Hiernach stellen also folgende beiden Gleichnngen: 

A w^+2B VW-+-C vM-äE uv » o, . . 

A'w^+2BVw+CvH-2E'av « o, *"^ 

zwei Hyperbeln dar, welche beide die erste Axe zu einer ihrer Asymptoten haben« 2äe- 
ben wir diese beiden Gleichnngen von einander ab» nachdem wir znvor die erste mit A', 
die zweite mit A mnltiplicirt haben, so kommt: 

v[2(A'B— AB>-KA'C-^AC>+a(A'E-AE')n] « o. 
Der Factor v des ersten Tbeiles dieser Gleichung bezieht sich anf die beiden in der er- 
sten Axe zusammenfallenden gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Coreen, 
als deren Durcbschnittspnnct man den, nach der Richtung der ersten Axe liin» nnend« 
lieb weit liegenden Bertihrungspunct anzusehen bat Die Gleichung: 

2(A'B-AB>+(A'C-ÄC)r+2(A'E-AE> « o, (•) 
stellt also den Durcbschnittspnnct der beiden übrigen gemeinschafUichen Tangenten dar* 
Wenn erstens: 

AE = ae; 

so reducirt sich die Gleichung (2) auf folgende : 

2(AB-AB')w+(A'C-AC> « o, 
und stellt mithm einen Punct der ersten Axe dar. Wenn wir die beiden durch diesen 
Punct gehenden gemeinschaftlichen Tangenten, die immer reell sind, constmiren, so 
fallt die eine derselben in die erste Axe nnd mithin fallen drei gemeinschaftliche Tangen« 
ten der beiden durch die Gleichungen (l) gegebenen Hyperbeln in ihre gemeinschaftliche 
Asymptote zusammen: die Hyperbeln oscnliren sich dreipdnctig anf jder er« 
sten Axe in unendlicher Entfernung. 
Wenn zweitens: 

AG - AC, 
so reducirt sich «die Gleichung (2) auf folgende: 

(A'B-.AB')w4<A'£;-Afe> « o, 
nnd folglich geht die zweite Axe durch den Durcbschnittspnnct der beiden gemelnschaft-i 
liehen Tangenten« 

Wenn drittens: 

AB « AB', 
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Drid also die beiden Hyperbeln denselben Mittelpnnct haben, so redacirt sieb die Glei- 

ehong: (2) aof folffende : 

(A'C— AC>+2(A'E-AE> = o; 

die beiden goraeinscbaftlicben Tangenten sind also parallel. 

Wenn viertens zugleich: 

A'E = AE', A'C = AC, 

$0 redacirt sich die Glcichnng (3) auf: 

W sss o. 

Die beiden gegebenen Hyperbeln haben einen , dreipanctigen Contact in nnendlicher Ent- 
fernung anf der ersten Axe ond ihre gemeinschaftliche Tangente geht durch den An- 
fangspanct. 

Wcfan fünftens sogleich: 

A'E == AE', AB « AB', 

so redacirt sich die Gleichung (2) auf: 

V a= 0. 

Alle Yier gemeinschaftliche Tangenten fallen also in die gemeinschaftliche Asymptote zu- 
sammen, es haben die beiden Hyperbeln auf dieser Asymptote (def ersten Axe) in un-f 
endlicher Entfernung einen vierpnnctigen Contact. Solche Hyp&rbcln ha- 
ben denselben Mittelpnnct. 

Wenn scchstens zugleich : 

A'C « AC, AB = AB', 

so redacirt sich die Gleichung (2) auf; 

n a 0« 

Die erste Axe ist in diesem Falle eine gemeinschaftliche Asymptote der beiden Hyper- 
beln, es haben dieselben tiberdiess zwei parallele gemeinschaftliche Tangenten, nnd mit 
diesen Tangenten ist die zweite Axe parallel. 

584* Wenn wir zusammenfassen nnd, indem wir A s | setzen^ von der Gleichung: 

w2-+-2Bvw+CvH-2Euv = 0, 
als von der allgemeinen Gleichung solcher Hyperbeln, welche die erste Coordinaten- 
A^c zur gemeinschaftlichen Asymptote haben, ausgehen, so erhalten wir folgendes Schema: 
Alle Hyperbeln oscnliren sich dreipunctig auf der ersten Axe in un- 
endlicher Entfernung; die zweite Axe ist beliebig. 
P _^ Die beiden gemeinschaftlichen Tangenten schnei4en sich auf der 

"" * {zweiten Axe. 

Alle Hyperbeln haben denselben Mittelpunc^; die zweite A^xc ist bcr 
liebig. 

E 83 o / i ^^^^ Hyperbeln oscqliren ^ich dreipunctig auf der ersten Axe in iin-r 
P ^ '(endlicher Entfernung, qnd berühren dieselbe durch den Anfangspunct 

' \ gehende gerade Linie $ die Richtung der zweiten Axe ist beliebig. 
E ca consL i Alle Hyperbeln osculiren sich vicrpunctig auf der eisten ^xc in nn- 
B s consL (endlicher Entfernung; die zweite Axe ist beliebig, 

C ca con§t \ Alle Hyperbeln berühren dieselben "beiden , unter cinandpf and mit 
B » const. der aweiten As^e pa^rallelen gerades Linie. — 

585. Die Discnssionen in den vorstehenden Nnmmenr dieses Paragraphen ^ordep 
dednrch bedingt, dass ^r zwei Goeffidentep in der allgemeinen Qleichong gleich ^p)| 



E » const. 



B » const. 
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setzen and zwar einmal F und £» das andere Mal F nnd D. Wir erbalien ganz ähnli- 
che Discnssioneni wenn wir C nnd E, oder G nnd B beide gleich Nnll nehmen , and 
die geometrische Dentong bleibt dieselbe als in dem Yorbcrgebenden , mit dem einzigen 
Unterschiede 9 dass die beiden Axen sich mit einander vertanschen. 

Man sieht sogleich, dass man auch noch zu analogen Discassioncn kommt» wenn 
man einmal A und B» das andere Mal A nnd O gleich Null setzt« Diese beiden Fälle 
unterscheiden sich offenbar wiederum nur dadurch» dass die eine Coordinaten » Aze an 
die Stelle der andern tritt. Wir wollen in dem Folgenden einen dieser beiden Fälle nä- 
her betrachten. 

Es sind (464): 

2B VW-+-C v*+2E uv+F u« « o, 

2BW+CV'+2E'uv+FV «0, ^'^ 

die Gleichungen irgend zweier Parabeln, deren Durchmesser der ersten Aze parallel 
sind« Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab , nachdem wir zuvor die er- 
ste mit F'» die zweite mit F multiplicirt haben, so kommt: 

vp(BF-B'F)w+(CF'— CT)v+2(EF~E'F)u] « o. 
Der Factor v des ersten Theiles dieser Gleichnng bezieht sich auf zwei» der ersten 
Ase parallele» gcmeinschaflliche Tangenten der b'eidcn Parabeln (l), die folglich als un- 
endlich weit liegend nnd als zusammenfallend zu betrachten sind* Man kann also sagen, 
dass die beiden Parabeln in nncndlicher Entfernung sich berühren. Sol- 
che Parabeln haben ausserdem nur noch zwei gemeinschaftliche Tangenten, In dem vor- 
liegenden Falle schneiden sich dieselben in dem Puncte: 

2(BF-.BT)w+(CF— CF)v+2(EF-E'F)n = o- (0 

Wenn : 

EF = ET, 

so geht die erste Aze durch den Durchschnittspunct der beiden gemeinschaftlichen Tan- 
genten. Wenn: 

CF = CT, 

so liegt dieser Punct auf der zweiten Aze. Wenn endlich zugleich: 

EF ^ ET, CF r= w F, 

so ist der Durchschnittspunct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten Anfangspunct der 

Coordinaten. 

Wenn: 

BF = BF, 

so redncirt sich die Gleichung (2) auf folgende: 

^ ' (CF'^CT)v+2(EF^ET)n = o, 

und stellt folglich einen, nach einer gegebenen Richtung hin» unendlich weit entfernt lie- 
genden Punct dar. Es liegt ,also auch eine der in Rede stehenden gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Parabeln (l) unendlich weit, und ist mithin als mit den beiden 
ersten, unendlich weit liegenden, gemeinschaftlichen Tangenten zusamm'enfallend anzuse- 
hen. Man kann also sagen, dass die beiden Parabeln in unendlicher Entfer- 
nung sich dreipunctig oscnliren. ' 
Wenn zugleich: 

BF =. BT, EF s= ET, 

so liegt der Potict (2) nach der Richtung der ersten Axe bin unendlich weit Es liegen 
also auch alle vier gemeinschaftlichen Tangenten nnendlich weit und sind mithin als zu- 



Oerter zweiter Classe. 147 

sammcnfallend za betracliteii« Die beiden Parabeln (l) baben in diesem Falle einen vicr- 
ponctigen Contact in nnendlicher Elntfernang. 

Wenn znglclcb: 

BF = BF, CF = CT, 

jo baben die beiden in Rede siebenden Parabeln in oncndlicber Entfernung einen drei- 

punctigen Contact nnd die zweite Axe ist ibrcr gemeinschaftlicben Tangente paralieb 

586. Wenn wir die verscbicdencn in der vorigen Nummer discuiirten Fälle znsam* 

menfasscd, so erbalten wir, indem wir, de^ Kürze balber, F » 1 setzen und demnacb 

Ton der Gleicbung: 

n^H-2Bvw+Cv^+2Euv « o, 

als von der allgemeinen Gleicbung solcbcr Parabeln, deren Durcbmesser der ersten Axe 

parallel sind, ausgeben, zu folgendem Scbema: 

Die erste Axe gebt dnrcb deti Dnrcbscbnitt der beiden gemeinscbaft- 

E n const. hieben Tangenten je zweier Parabela; die zweite Axe ist durcbans be- 



Die zweite Axe^ deren Bicbtnng jede beliebige sein kann, gebt durch 
C s const. |den Dnrchschnittspunct der gemeinscbaftlicben Tangenten je zweier Pa- 
rabeln. 
-^ I Alle Parabeln osculiren sieb drcipunctig in nnendlicher Entfernung« 

**" * jDer Anfangspunct und die Richtung der zweiten Axe sind beliebig. 

^P Alle Parabeln berühren dieselben beiden geraden Linien, die im An« 

r Z / ffangspuncte der Coordinaten sich schneiden; die Richtung der zweiten 

"" * jAxe ist beliebig. 

E SS const I Alle Parabeln osculiren sich vierpnnctig in unendlicher Entfernung; 
B » 'Const. I die zweite Axe und der Anfangspunct sind beliebig, 
C SS const i Alle Parabeln osculiren sich drcipunctig in nnendlicher Entfernung, 
B S3 const (und berühren dieselbe der zweiten Axe parallele gerade Linie. 

587, Das System irgend zweier Puncte, die auf der ersten Axe liegen, können wir 
durch folgende Gleichung darstellen! 

v^+(x+x')vw+xx'w* n= o. (i) 

Wenn wir diese Gleichung von der allgemeinen Gleichung solcher Cnrven, welche die 
erste Axe im Anfangspuncte berühren t 

v'+2Bvw+Aw^+2Duw « o, (a) 

abziehen, und im Resultate den gemeinschaftlichen Factor w fortlassen, so ergibt sieht 

(A— xx>-|-(2B-()e+x))v+2Du « o. <3) 

Diese Gleichung stellt den Durcbschnittspunct derjenigen beiden durch die Punctie (1) 
gebenden Tangenten der (]urve (2) dar, welche nicht in die erste Axe fallen. 

Die Richtung der geraden Linie, welche den Punct (a) mit dem Anfangspuncte ver* 
bindet, ist durch folgende Gleichung bestimmt: 

_v _ 2D 

S T^ 2B-(x-t^)" 
Dieser Ausdruck ist unabhängig von A nnd bleibt also unverändert derselbe, wenn wir 
statt (2) irgend eine andere Cnrve zweiter. Gasse betrachten, welche mit derselben im 
AnfangspQncte einen vierpuncligen Contact hat. Also; 

t9* 
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Wenn man von irgend z^ei festen Punclen der gemeinschaftlichen Tangente im 
OsculationS'Puncte mehrerer sich vierpunctig oscuUrender Curi^en ztPeUer Classe an 
jede derselben noch zwei Tangenten zieht^ so liegen die Durchschm'tte je zweier solcher 
Tangenten auf einer festen , durch den Osculationspunct gehenden, geraden Linie. 

588» Hiernach erhalten wir eine Conslraclion folgender Aufgabe : 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben ^ die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte vierpunctig osculirt und eine gegebene gerade Idnie berührt. 

Es sei, indem wir die Figar in Gedanken hinzuthon, TS die gegebene gerade Linie, 
welche der Tangente des Oscalationsponctes O im Pancte T begegne. Man lege durch 
T an die gegebene Curve die zweite Tangente TS' und eine beliebige dritte Tangente 
T'S', die den beiden ersten Tangenten'in T' und S' begegne. Man ziehe OS', die der 
gegebenen geraden Linie TS in.S begegne und endlich TS. Diese gerade Linie TS ist 
alsdann eine neue Tangente der zu construlrenden Curve, welche durch den, beliebig auf 
der Tangente im Osculationspuncte anzunehmenden, Punct T geht. 

Wenn die beiden Puncte T uad T, und also auch die durch dieselben gehenden 
zweiten Tangenten, zusammenfallen, (was darauf hinauskommt, x 8 x zu setzen), so 
sind S' nnd S Puncte, von welchen der eine auf der gegebenen, der andere auf der zu 
construirenden Curve liegt, nnd diese beiden Puncte liegen immer noch^mit dem Oscu- 
lationspuncte O In gerader Linie. Auf diese Weise kommen wir zu der Umkehmng ei- 
nes Satzes, den wir schon früher t^rwähnt haben *) und nach welchem wir, wenn ein 
Punct der 'zu construirenden Curve gegeben ist, in diesem Puncte die Tangente legen, 
und wenn eine Tangente gegeben ist, a^uf dieser Tangente den Berührungspunct bestim- 
men können. 

589. N Wir erhalten ferner, wenn wir annehmen, dass die gegebene zu berCihrende 
gerade Linie unendlich weit liegt, die Construction folgender An%abe: 

Eine Parabel zu beschreiben^ welche eine gegebene Curve zweiter Classe in einem 
gegebenen Puncte vicrpunctig osculirt. 

Man lege, parallel mit der Tangente im Osculationspuncte O, eine zweite Tangente 
an die gegebene Curve, und irgend eine dritte Tangente TS', welche der ersten in T' 
und der zweiten in S' begegne; man ziehe OS' und endlich durch T eine gerade Linie 
parallel mit OS'. Diese letztgezogene gerade Linie ist eine Tangente der gesuchten Pa- 
rabel. Der Berührungspunct auf dieser Tangente ist derjenige Punct, in welchem der- 
selbe von einer durch O und den Berührungspunct auf der Tangente der gegebenen 
Curve TS' gehenden geraden Linie geschnitten wird. 

Man sieht ferner, indem man den Berührungspunct auf der unendlich weit entfernten 
Tangente der zu construirenden Parabel sucht, dass der durch den Osculationspunct ge- 
hende Durchmesser der gegebenen Curve auch ein Durchmesser der Parabel ist. 

590. Der Abstand des Punctes (3) von der ersten Axe ist durch folgenden Ausdruck 
gegeben : " 

w 2D 



n A— xx" 



welcher von B unabhängig ist und also derselbe bleibt, wenn wir mit der Curve (2) ir- 



*) RitwicJdungen ^ 355, 
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gcnd eine andere vertaascheo, welche dieselbe im Anfangspancte dreipanctig oscnHrt und 
mit ihr eine gemeinschaftliche Tangente hat> die der Tangente im Oscalationspuncte 
parallel ist. Also: 

Wenn mehrere Curt/en ztpeiter Classe^ (Pelche dieselben beiden Parallelen beruh- 
ren und sich auf einer derselben dreipunctig osculiren^ gegeben sind utid man legt i^on 
irgend ztpeien festen Pimcten der Tangente im gemeinschaßlichen Osculationspuncte 
zwei neue Tangenten an jede der Curt^en: so ließen die Durchschnitte dieser Tangen- 
ten - Paare auf einer dritten parallelen. 

Wenn man von irgend einem Puncte der Tangerde im Osculationspuncte noch eine 
zweite Tangente an jede Curve ziehte so liegen die Berührungspuncte alle auf derselben 
geraden Linie ^ die den beiden parallelen Tangeräen parallel ist. 

Eis lässt' sich mit dem ersten dieser beidqji Sätze der Satz der 587. Nummer als be- 
sonderer Fall in Verbindung bringen, wenn man mit der Tangente im Oscnlationsponcte 
die zweite, ihr parallele gemeinschaftliche Tangente zusammenfallen lässt. Diejenige ge- 
rade Linie nemh'chi welche der geometrische Ort für die Durchschnittspuncte der ver- 
schiedenen Tangenten -Paare ist, geht, weil sie mit den beiden parallelen Tangenten 
parallcrisl, durch den (unendlich weit entfernten) Dnrchschnitt .derselben. Fallen aber 
die beiden parallelen Tangenten zusammen^ so ist der Osculationspunct als ihr Durch- 
schnittsponct anzusehen. 

591. Wenn wir annehmen^ dass in der Gleichung (2) A «=: o ist, so erhalten wir 
statt der beiden Sätze der vorigen Nnmmer die folgenden: 

Wenn man Qon irgend zvi^ei festen Puncten der Tangente im Osculationspuncte meh- 
rerer sich oscutir ender Parabeln 'noch zfpei Tangenten an jede Parabel legt, so liegt 
der Durchschnittspnnct solcher zwei Tangenten auf einer festen geraden Linie , die der 
gemeinschaßlichen Tangente im Osculationspuncte parallel ist 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der Tangente im Osculationspuncte an 
jede Parabel noch eine ztpeite Tangente legt ^ so liegen die Berührungspuncte auf allen 
diesen Tangenten aif einer festen geraden Linie 9 fv eiche der Tangente im Osculations- 
puncte parallel isti 

Nach dem ersten der beiden vorstehenden Sätze können wir folgende Aufgabe con- 
stmiren : 

Eine Parabel zu beschreiben 9 die eine gegebene in einem gegebenen Puncte oscU" 
lirt und übcrdiess eine gegebene gerade Unie berührt. 

Es sei SQ die gegebene gerade Linie, die der Tangente des Osculationspnnctes O 
im Puncte T begegne. Man lege durch T eine zweite Tangente TM an die gegebene 
Parabel und an dieselbe Parabel noch irgend eine beliebige dritte Tangente, die der 
Tangente TM in S\ und der Tangente OT in T begegne. Durch S' ziehe man, paral- 
lel mit OT, die gerade Linie S'S, die der gegebenen SQ in S begegne, und endlich 
ST. Diese gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu construirenden Cnrve. 

Nach dem zweiten der beiden vorstehenden Sätze können wir in der letzten Aufgabe 
auf der gegebenen geraden Linie den Berähmngspunct bestimmen. 

592. Der Abstand des Punctes (3) von der zweiten Aze ist gleich : 

T "" A— XX * 
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und bleibt also derselbe, so lange A und B dieselben Wertbe bebalten» das hebst, fiir 
alle beliebige Curven, welche die erste Axe im Anfangspuncte and Überdiess zwei gege- 
bene, unter sich und mit der zweiten Axe, parallele gerade Linien beriibren. Also: 

Wenn mehrere Ciin^en zweiter Classe eine gegebene gerade Linie in demselben 
Puncte und überdiess noch Zfpei gegebene gerade Linien berühren, und man von irgend 
zwei festen Fanden der ersten geraden Linie noch zwei Tangenten anjedeCurve legt^ so 
schneiden sich die (verschiedenen Tangenten- Paare au/ einer Jesien geraden Linie , die 
mit den beiden gegebenen parallelen Linien parallel ist. 

Wenn man von demselben festen Pnnct der <^rsten gegebenen geraden Linie Tan- 
genten an alle Carvcn zieht, so liegen die Bertihrungspancte auf allen diesen Tangenten 
auf einer neuen Parallelen. 

Wenn mehrere Parabeln zwei gegebene gerade Linien berühren ^nd zwar die ersti 
derselben in einem gegebenen Puncte , so schneiden sich je zwei Tangenten, die sich 
i^on irgend zwei festen Puntten dieser ersten geraden Linie an jede Parabel legen las- 
sen, in einem Puncte einer Jesten geraden Linie, die der zweiten gegebenen paral 
lel ist. 

Wenn man von irgend einem festen Pnncte der ersten gegebenen geraden Linie ein« 
zweite Tangente an jede Parabel legt, so liegen die Berühr ungspanctc auf allen diesen 
Tangenten in derselben geraden Linie, die der zweiten gegebenen parallel ist. 

Aus den vorstehenden Sätzen ergeben sich wiederum lineare Constrnctionen, die wir 
hier übergeben. Die Sätze der zunächst vorhergehenden ^fummem sind als besondere 
Fälle derselben anzusehen« 

593. Wenn wir von der allgemeinen Gleichung solcher Hyperbeln ^ welche die erste 
Aze zur gemeinschaftlichen Asymptote haben: 

w^+2Bvw*|-Cv^-f-2Eav « o, (4) 

folgende Gleichung: 

w^+(5+5')vw+5SV^ « o, (5) 

welche das System irgend zweier auf der ersten Aze liegenden Puncte darstellt, abuehn 
und dann den gemeinschaftlichen Factor w fortlassen , so kommt: 

; (2B-(S+^0)w+(C-5r)v+2Eu = o. (6) 

Diese Gleichung stellt den Durchschnittspunct derjenigen beiden Tangenten dar, die sich 
von ^en beiden Pnncten (5) , die auf der Asymptote der Curve liegen , an die Curve zie- 
hen lassen. Wenn wir diese beiden Pnncte als fest, und demnach | und $' als gegeben 
betrachten, so erhalten wir die folgenden drei Fälle aus der Discussion der Glei- 
chung (6). 

1) Der in Bede stehende Durchschnittspunct (6) liegt auf einer festen, durch den An- 
fangspnnct gehenden, geraden Linie, wenn wir nach einander statt der Curve (5) 
verschiedene Curven nehmen, in derep Gleichungen Q beliebig ist, C und E aber ein 
Cur alle Mal gegeben sind. 

2) Der Durchischnittspunct (6) liegt auf einer festen, der ersten Aze parallelen, gera- 
den Linie, wenq C nach einander verschiedene Wcrthe erhält, B und E aber ein 
für alle Mal bestimmt sind« 

3) Der Durchschnittspunct (6) liegt auf einer festen, der zweiten Aze parallelen» gera^ 
den Linie, wenn C und B durchaus bestimmte Werthe erhalten, der Coefficient E 
aber unbestimmt bleibt. 
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594. Die geometrische Dcatang des erstea. dieser drei Falle gibt die folgenden 
Salze: 

Jf^enn man von irgend zfpeijesten Puncten der ßemeinschafiüchen Asymptote meh^ 
rerer Hyperbeln ^ tv eiche auf dieser Asymptote in unendlicher Entfernung einen drei- 
punctigen Contact haben, und äberdiess eine gegebene gerade Linie berühren,^ an jede 
Hyperbel zwei Tangenten zieht , so liegt der Durchschnittspunct aller dieser Tangenten- 
Paare auf ein und derselben geraden Linie 9 welche durch den Durchschnitt der ge* 
meinschaftlichen Tangente und Asymptote geht. 

Wenn man von irgend einem festen Puncte der 'gemeinschaftlichen Asymptote an 
jede Hyperbel eine Tangente legt, so liegen die Berührungspuncte auf allen diesen 
Tangenten m einer ebenfalls durch jenen Durchschnitt gehenden geraden Linie. 

In 4cr 13. Fignr, die ich' hinzofUge, nm von der Beziehang zweier sich in anend- Fig. 13. 
lieber Eutfcrnang dreiponctig oscalirender Hyperbeln za einander eine Anschauung zu ge- 
ben, ist AB die gemeinschafdiche Asymptote der beiden Curven, rr die gemeinschaft- 
liche Tangente, und r der Pnnct, in welchem diese beiden geraden Linien sich schnei- 
den. T und T' sind zwei beliebige feste Puncte der gemeinschaftlichen Asymptote, die 
durch die«e beiden Puncte gehenden Tangenten der einen Curve schneiden sich in S, 
die der andern in S\ Der Punct r liegt mit den beiden Puncten S und S' in gerader 
Linie. 

Nach dem ersten der beiden vorstehenden Sätze erhalten wir eine . lineare Construc-* 
tion folgender Anfgabe: 

Eine Hyperbel zu beschreiben , die mit einer gegebenen in unendlicher Entfernung 
einen dreipunctigen Contact hat und überdiess irgend zwei gegebene gerade Linien 
berührt. 

Wir wollen erstens annehmen, d^ss eine der beiden gegebenen zu berührenden ge- 
raden Linien tt zugleich eine Tangente der gegebenen Hyperbel MN seL Die andere 
gegebene gerade Linie sei TQ und schneide diejenige Asymptote AB der gegebenen Hy- \' 

perbel , auf welche der Contact Statt finden soll , im Puncte T. Man lege von T ans 
an die gegebene Hyperbel die Tangente TS' und an dieselbe Curvc noch irgend eine 
zweite Tangente TS', welche der Tangente TS' in S' und der Asymptote AB in T be- 
gegne. Man ziehe tS', welche der gegebenen geraden Linie TQ m S begegne und end- 
lich T'S. Diese letzte gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu construircnden 
Curve. . ' 

Wenn zweitens irgend zwei beliebige gerade Linien*, welche von der gesuchten 
Curve berührt werden sollen, gegeben sind, so können wir sogleich die gemeinschaftli- 
che Tangente der beiden Curven bestimmen. Es seien nemlich TS und T'S die beiden 
gegebenen geraden Linien; alsdann ergibt sich der Punct S', indem v/ir von T und T' 
ans Tangenten an die gegebene Hyperbel legen. Die durch S und S' gehende gerade, 
Linie schneidet AB in t, durch welchen Punct jene gemeinschaftliche Tangente geht. 

Nach dein zweiten der beiden vorstehenden Sätze können wir sogleich die beiden 
Berührungspuncte auf den beiden gegebenen geraden Linien bestimmen« Der Berüh- 
rnngspnnct t auf TQ zum Beispiel liegt zugleich auf derjenigen geraden Linie rt', welche 
'den Berührungspnnct t' auf TS', der durch T gehenden Tangente der gegeb^neb Hyper- 
bel mit dem Puncte r verbindet. 
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An den letztgenannten Satz scbllessen sich noch einige spccielle Constructionen an, 
von denen wir die Construction der folgenden Anj^abe noch hervorheben wollen. 

Eine Hyperbel zu beschreiben, die mit einer gegebenen auf einer gegebenen Asymp^ 
tote derselben einen dreipunctigen Contact und überdiess eine gegebene gerade IJnie 
zur zweiten Asymptote hat. 

Es sei AC die gegebene gerade Linie ^ welche der gemeinschaftlichen Asymptote AB 
in A begegne- Man lege durch A eine Tangente At" an die gegebene Cnrvc und t' sei 
der Bcrührongspanct. Darch t" lege man eine gerade Linie parallel mit AC Diese ge- 
rade Linie schneidet AB in T. 

595. Die geometrische Deutung des zweiten Falles der S93. Nummer giht jdie folgen- 
den beiden Sätze: 

Wenn man von irgend zwei festen Puncten der gemeinschaßUchen Asymptote meh- 
rercr in unendlicher Entfernung sich vierpunctig osculirender Hyperbeln ^ zwei Tangen- 
. ten an jede derselben legt^ so liegen die Durchschnittspuncte aller dieser Tangenten- 
Paare auf einer der gemeinschcflUchon Asymptote parallelen geraden Linie* Die Bi- 
rührungspuncte auf allen durch denselben Punct der gemeinschaftlichen Asymptote ge- 
henden Tangenten liegen ebenfalls auf einer dieser Asymptote parallelen geraden Linie, 

Nach dem vorstehenden Satze können wir folgende Aufgabe construiren: 

Eine Hyperbel zu beschreiben y die eine gegebene in unendlicher Entfernung vier- 
punctig osculirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 

Flg. 14» J^^ 5^^ MN die gegebene Hyperbel', AB diejenige Asympsote, auf welcher der G)n- 
tact Statt finden soll^ und die von der gegebenen geraden Linie TQ in T geschnittcD 
wird. An die gegebene Hyperbel lege man irgend zwei Tangenten TS' und TS', von 
welchen die erstgenannte durch T geht» Durch S', den Durchschnitt dieser beiden Tan- 
genten, lege man S'S parallel mit AB und S sei der Punct, in welchem dic^c gerade 
Linie der gegebenen TQ begegnet. Zieht man alsdann TS, so erhält man eine nene 
Tangente der zu construirenden Cnrvc. 

Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere TQ durch den Mittelpunct der gege- 
benen Curve geht, so ist dieselbe die zweite Asymptofe der verlangten Curve. In der 
eben angezeigten Construction der Tangenten dieser Curve ändert sich nichts. 

Um auf der gegebenen geraden Linie TQ den Berührungspunct t zu bestimmen, 
brauchen wir nur tt', parallel mit AB durch t', den Berührungspunct auf Tt', zu ziehen. 

Eine Hyperbel zu beschreiben^ die eine gegebene in unendlicher En^ernung vier- 
punctig osculirt und überdiess durch einen gegebenen Punct geht. 

Es sei t der gegebene Punct. Durch diesen Punct lege man tt' parallel mit AB, und 
t' sei der Panct, in welchem, diese gerade Linie der gegebenen Hyperbel begegnet. An 
diese Hyperbel lege man im Pnncte t' eine Tangente^ die der Asymptote AB in T b«- 
^cgne» Zieht man endlich Tt, so erhält man die Tan^jcnte der verlangten Curve in dem 
gegebenen Puncte t. . 

Man sieht ohne Mühe, dass die Sätze und Constructionen dieser Nummer ans den 
Sätzen und Constructionen der vorigen als besondere Fälle sich herleiten lassen. Ans 
der Discussion des dritten Falles der 593. Nummer ergeben sich ganz analoge, iind.nocb 
allgemeinere Resultate , bei deren Herleitnng wir hier nicht verweilen wollen. 
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596p Weon wir von der allgemeinen Gleichang solcher Parabeln > deren Oarchmes- 
ser der ersten Ä^e parallel sind : 

n«+2Bvw+Cv^+2Eav « 0, (7) 

folgende Gleichung: 

u»+(X+X')iiv+XXV2 = 0, (s) 

die ein System von zwei nach gegebenen Richtongcn hin unendlich weit liegenden Panc- 
ten darstellt, sübziiefacn, nnd in der resultirenden Gleichung den gemeinschaftlichen Fac- 
tor V yernachlässigen , so kommt : * 

2Bw^.(C-U')v-K2E-^CX^-V))n = o. (9) 

Diese Gleichnng stellt offenbar den Durchschnittspanct derjenigen beiden Tangenten dar« 
welche die der Gjeichang (8) entsprechenden Richtangen haben* Wir erhalten hier vne* 
deram drei verschiedene Falle : (586) 

1) 0er Ponct (9) liegt aaf einer festen» durch den Anfangspnnct gehenden» geraden 
' Linie, Wenn wir in dcir allgemeinen Gleichnng (7) für C und £ ein für alle Mal 

bestimmte, für B aber nach einander alle möglichen Werthe annehmen« 
ft) Der Punct (9) liegt auf einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie, wenn Ale 

CoefScienten B nnd C bestimmt sind, aber £ unbestimmt bleibt. 
3) Der Punct (9) liegt auf einer der ersten Axe parallelen geraden Linie, wenn die 
CoelHcienten B nnd £ gegeben sind, der CoefGcient C abeir beliebig angenommen 
werden kann« 

597. Die geometirische Deutung^ des ersten Falles der vorigen Nummer führt ans zn 
folgendem Sat^e« 

Wenn mun nach zw» gegebenen 'Richtungen, an Jede von solchen Parabeln^ die 
tipei gegebene gerade Linien berühren und deren Durchmesser parallel sir^j zwei . 
Tangenten legt^ so liegen dit Durchschnittspuncte solcher T(ingenten '^ Paare 9 ep wie 
die Berührungspuncte auf allen unter sich parallelen Tangenten , auf denselben gera- 
den Urderi und ^ese geraden Linien gehen durch den Durchschmttspunct der gemein* 
scha/tlichen Tangenten der beiden Parabeln. 

Nach diesem Satze ergibt sich unter Andenn, wie sogleich erhellet, die Construction 
der gemeinschaftlichen Tangenten zweier t^arabeln, deren Durchmesser parallel sind« 

S98« Die geometrische Deutung des 2. Falles der 596. Nummer gibt folgenden SatZ: 

Wenn man nach zwei gegebenen Richtungen, ' an jede von solchen Parabeln, die 
sich in unendlicher Entfernung dreipunctig osculiren und äberdiess eine gegebene gerade 
Linie berühren, zwei Tangenten legt, so liegen die Durchschnitte aller dieser Tungen'- 
ten 'Paare in gerader Linie und diese gerade Linie ist der gegebenen parallel. Die 
Berährungspuncte auf allen unter einander parallelen Tangenten der verschiedenen 
Parabeln liegen ebenfalls in einer solchen geraden Linie. 

Hiernach ergibt «ich die Construction folgender Aufgabe : 

Eine Parabel ^u besehreiben, die eine gegebene in unendlicher Entfernung drei* 
punctig osculirt und äberdiess irgend zwei gegebene gerade Linien berührt.. 

Es Sjei MN die gegeb^p Parabel, QS und RS seien die beidea gegebenen geraden F,V 15. 
Linien nnd S ihr Durchschnitt. Man lege an die gegebene Parabel zwei diesen geraden 
Linien parallele Tangenten Q'S' nnd B'S', die sich in irgend einem Puncte S' schneiden 
werden. ^Man ziehe SS' tu^d lege^ parallel mit dieser geraden Linie , an di^ gegebene 
Parabel die Tangente TT. Diese Tangente berührt zugleich auch die verlangte Parabel» 

IL 20 
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Sobald diese gemeinschaftliclic Tangente gefanden iist, ist es leicht, beliebig Viele Tan* 
genlen der letztgenannten Parabel zu bestimmen. 

. Cm die Bertifarangspnnctc t nnd t" aaf den beiden geraden Linien QS nnd RS za 
finden , braacben wir nur durch t' nnd t'", die Berühmngspancte anf Q'S' nnd R'S', zwei 
gerade Linien, parallel mit SS', za ziehen* 

599* Die geometrische Deutung des dritten Falles 3er SQÖ* Nummer zeigte dass als- 
dann alle Parabeln denselben Haupt- Durchmesser nnd gleiche Parameter haben nnd also 
zusammenfallen würden, wenn man dieselben nach der Richtong der ersten Axe gehörig 
verschöbe. Dasselbe folgt nnmittelbar aus der 48O. nnd 506. Nummer. 

600. Die Gleichung (3) der 587. Nnmmer stellt, indem wir von irgend einer bestimm- 
ten, der durch die allgemeine Gleichung (1) dargestellten, Cunren ausgehen und nach und 
nach für x nnd x' alle möglichen Werthe nehmen, alle mQglicfaen Pnncte in der Ebene 
der Cnrve dar. Bestimmen wir x nnd x so , dass 

x+x' = consL, 
so liegen alle diese Puncte anf derselben durch den Änfangspunct der Coordinaten ge- 
henden geraden Linie. Hiemach erhalten wir folgenden Sat&t ' 

fVenn wir auf einer gegebenen Tangente einer gegebenen Curpe zweiter Glosse, sol- 
che Paare pon Puncten bestimmen^ die mit dem Berührungspuncte und irgend einem 
festen Puncte der gegebenen Tangente vier harmonische Theilungspunde bilden, so 
schneiden sich die Tangenten • Paare , welche durch diese Puncte gehen, auf einer fe- 
sten, durch den Berührungspunct gehenden ^ geraden Linie. 

Dieselbe gerade Linie geht offenbar auch durch den Berührungspunct anf der zweiten 
durch jenen festen Punct gehenden Tangente. Hiernach können wir demselben Satze 
auch folgende Aussage geben: 

Irgend zwei Tangenten einer gegebenen Curve zweiter Classe werden von zweien 
andern harmonisch geschnitten, wenn der Durchschnitt dieser aiif der Polaren des 
Durchschnittes von jenen liegt.^ 

Die Beziehung der beiden Tangenten -Paare zu einander ist durchaus gegenseitig. 

"Wenn wir insbesondere 

x+x' » o 
setzen, so ist der in Rede stehende Ort ein Dnrchmesser der Car?e nnd wir kommen zu 
einem allbekannten Satze. 

Der Punct (3) liegt ferner anf einer der ersten Aze paralellen geraden Linie, wenn 

XX as const., 
nnd somit erhalten wir den nachstehenden Satz: 

Ifenn wir von zwei beliebigen Puncten einer gegebenen Tangente einer ^gegebenen 
Curve zweiter Classe, ßir welche das Product der Abstände vom JBeruhrungspuneie, 
derselben beliebigen Grösse gleich ist, Tangenten an die Curve. legen f so schneiden 
dieselben sich ca^ einer festen, der gegebenen Tangente parallelen, geraden Linie. 

601. Die ganz analoge Discussion der Gleichnng (6) der 598» Nnmmer- gibt, in- 
dem wir 

S+J* « const. 
•etaeni folgenden Satz, den wir durch Gränzbetrachtongen sogleidt ans dem elften Saue 
der Yorhergehenden Nummer hätten herleiten können» ' 
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fferm man oon solchen Puneien einer jisymptote einer gegebenen Hyperbel^ die 
Qon einem gegebenen Puncte dieser Asymptote gleich weit abstehen^ Tangenten an die 
Hyperbel legt^ so schneiden sich diese Tangenten ^ paarfpeise genommen ^ auf einer Je* 
sten^ jener Asymptote parallelen geraden Linie. 

Hiernach ergibt steh eine leichte Copstractioa einer Hyperbel, die von vier gegebe- 
nen geraden Linien eine zu einer ihrer Asymptoten nnd die drei Übrigen za Tangen« 
tcn hat 

Wenn wir 

51* « const. 
setzen^ so ergibt sich folgender Satz : 

Wenn man von solchen ziPei Puncten einer Asymptote einer gegebenen Hyp^rbel^ 

för welche das Product der Abstände von einem festen Puncte derselben Asymptote con-- 

stant ist^ l'angenfen an die Hyperbel legt, so schneiden sich dieselben in einem Puncte 

einer durch den festen Punct gehendlsn festen geraden Linie. 

602. Aas einer analogen Discussion der Glcichang (9) erhalten wir endlich noch 
zwei allbekannte Sätze, die den Sätzen der beiden vorigen Nummern entsprechen und 
die wir aas diesem Grunde hier anführen. 

Irgend zwei Tangenten einer gegebenen Parabel^ derjenige Durchmesser , welcher 
durch den Durchschnittspunct derselben geht, und die Tangente im Scheitel dieses 
Durchmessers, haben die Richtung pon vier Harmonicalen. 

Dieser Satz^ bezieht sich auf die Bedingung: 

1.+X C3 const. 

Wenn wir 

XX' s const 

s^zen und insbesondere const. » (—1) nehmen» so kommen wir zu folgendem zweiten 

Satze: 

Die Scheitel aller rechten Winkel ^ deren Schenkel eine gegebene Parabel beruh- 

. ren^ liegen in gerader Linie Xder Directrix). — 

608« Wenn wir irgend eine Gurre zweiter Glasse« welche die erste Goordinaten- 
Axc Im Anfangspuncte berqhrt, durch die Gleichung: 

Aw^+2Bvw«f«»Cv^+2Dnw = o, (i) 

darstellen, so erhalten wir die Gleichongen aller möglichen Gurven derselben Glasse, die 
die gegebene im Anfangspuncte drcipunctig osculiren, wenn wir, unter der Bedingung, 

dass der Quotient p unverändert derselbe bleibt, den GoefEcienten der vorstehenden Glei- 
chung beliebige Wcrthe beilegen (58l)* Eine von diesen Grleichungen insbcspudere stellt 
einen Kreis dar. Diesen Kreis wollen wir in dem Folgenden bestimmen« 

Bei der Annahme »rechtwinkliger Coordinateuf-Axen ist die allgemeine -Gleichnng des 

Kteises : 

(au+bv+w)* a= (»«(vM-n«), 

wenn q den Radius desselben bezeichnet und 

au+bv+w CS o 

die Gleichung seines Miltelpunctes ist(z^). Wenn* der Kreis die erste Coordinaten-Aze im 

Anfangspunc^ berühren soll, so verwandelt sich seine Gleichung, indem wir 

b s o, . * a — p, 

setzeOy in folgende: ** 

w«-.^«v%f*aouw « o. (t) 

20* 
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Wenn der Kreis (2) die gegebenen Conre (f) (lreipiuic% oscnliren «oll, so ttbaiitn 
wir (58i) die Bedingongs - Gleichong : 
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Wir erhalten hiernach eine einfache Consttaction des KrBmmnngshalbmessers ei-* 
ner gegebenen Gurre zweiter Classe in einem gegebenen Pnncte. Es ist nemlich ( t j 
gleich dem Prodacte der beiden Abstände der beiden der zweiten Coordinaten-Aze pa- 
rallelen Tangenten von dieser Axe (der Normalen im gegebenen Pancte) und f — ~ j 

gleich dem Abstände derjenigen Tangente, die der ersten Coordinalen<>Axe parallel ist» 
Ton dieser Axc (der Tangente im gegebenen Ptmcte). Hiemach gelangen wir so folgen- 
dem Satze: 

Der Krümmungshalbmesser einer in ein gegebenes Rechteck beschriebenen Ctffve 
zweiter Classe in demjenigen PunctCj in fpelchem dieselbe eine Seite des Rechtecks be- 
rührt 9 ist gleich der (vierten Proportionalen zu der Hälße einer der beiden anliegenden 
Seiten des Rechtecks und den beiden durch den Berührungspunct auf der erstgenamden 
Seite bestimmten Segmente. 

Unmittelbar an diesen Satz knHpft sich die Constmction folgender Angabe: 

In ein gegebenes Rechteck eine Ellipse zu beschreiben ^ die in demjenigen Puncte, 
in welchem eine Seile des Rechtecks berührt mrd^ eine gegebene Krümmung hat^ 

Man wttrdc nnr leichte Modificationen erhalten, wenn man an die Stelle des fVecht- 
ecks ein beliebiges Parallelogramm setzte« 

604« Die in der yorigen Nummer entwickelte Constmction des KrOmmungshalbmes* 
sers einer gegebenen Gurre zweiter Glasse in einem gegebenen Pnncte Verliert ihre An» 
wendbarkeit für den Fall der Parabel« Wir erhalten eine zweite Constmction, wenn wir 
zu der allgemeinem Gonstanten- Bestimmung in der 527« Nummer zurückgehen , nach der 
sich, wenn wir den Mittelpunct der Gnrve durch (y', x'), und den Pol der zweiten Axe, 
der in dem vorliegenden Falle auf der ersten Axe liegt 1 durch (0, x") Ibezeichnen» fol- 
gende Gleichnng ergibt: « 

Fig. 16. In der l6. Figur, auf die wir uns, der Kürze halber, beziehen wollen , ist O der aof 

dem Umfange der Curve liegende Anfangspunct und OY und OX sind die beidm sich 

rechtwinklig schneidenden Goordinaten- Axen. K ist der Mittelpunct tmd X" der Pol der 

zweiten Axe« Alsdann kommt t 

x" = 0X% 

— 5 « tangYGK » tanga^ 

und mithin: • 

p « OX'tanga = OP, 

indem wir durch X" die gerade Linie PX" so legen, dass d^r Winkel ÖX'V gleich a ist. 

Man kann hiemach den Punct P auch constmiren, indem man yom Puncte X" ans anf 

den durch den gegebenen Punct O gehenden Durchmesser KO ein Perpendikel £alll^ nnd 
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mit diesein Perpendike)^ yerläiigert bis tarn Dnrchschnitte mit der zweiten Axe» als Radias, 
ans X", als Mittelpnnct, einen Kreis RP beschirclbt. Wir haben also folgenden Satx:. 

Wenn eine Cwve zweiter Classe und auf dem Umfange derselben ein Punct gege- 
ben islf so bildet der durch diesen Punct gehende Durchmesser mit der Normalen den- 
selben Winkel ^ als die Tangente mit einer durch den Pol der Normalen und den 
Mittelpunct des Osculations- Kreises in dem gegebenen Punct e gehenden geraden Linie. 

£s besteht dieser Satx offenbar anch für denjenigen Fall, dass die gegebene Corve 
eine Parabel ist. 

605. Aas dem Anblick der beiden Gleichungen (l) nnd (2) der 603. Nnmmer ergibt 

sieb sogleich , dass der Kreis (3) mit der gegebenen Corve nar dann einen vierpnnctigen 

Contact haben kann, wenn (58i) s 

B « o. 

das hehsst, wenn die aweite Axe dnrch den Mittelpnnct der gegebenen Onnre geht Also 

nar in den Scheitelpnncten der beiden Haaptdarcbmesser einer gegebenen Cnrve zweiter 

Qasse wird dieselbe Von einem Kreise vierpnnctig oscalirt *) 



*) Wir wollen in dieser Note knn andeuten , wie die im Texte entwickelte Theorie der Oicn- 
lation sich unmittelbar auf Cnrven einer beliebigeo Clause ausdehnen lässt* 

Es sei: 

awM-(bv+cu)w^+(dvHeuv+fn«)w+gy»+liuv^ia^+kn* « o, ^ (0 
die allgemeine Gleichung der Curven dritter Classe* Wenn wir in dieser Gleichung w ss o 
setzen I so ergibt sich die Gleichung: 

gy'+huv*+iu*v+kn* == o, 
sur Besb'^mung der Kichtung der drei durch d^n Anfangspunct gehenden Tangenten. In 
dem Falle, dass k » o, wird die Curve von der ersten Axe berührt. Wenn lugleich 
i s 0, so fallen zwei durch den Anfansspunct der Coordinaten gehende Tangenten mit 
der ersten Axe zusammen t die Curve gebt durch den Anfangspunct. Wenn endlich 3ber« 
diess auch h » o, so fallen drei durch den Anfangspunct gehende Tangenten mit der er- 
sten Axe zusammen. Der Anfangspunct Ist ein singularer Punct, drei aufeinander folgende 
Elemente der Curre fallen in die erste Axe ; man könnte sagen : zwischen Curve nnd An- 
fangspunct finde eine dreitaugentige Oscnlation Statt. 

Wenn wir in der Gleichung (1) v as o setzen i so erhalten wir zur Bestimmung der- 
lenigen Pancte» in welchen die drei der ersten Axe parallelen Tangenten in die zweite Axe 
einschneiden, folgende Gleichung: 

aw»+cuwM-fuV+ktt* aa o. 
Diese Gleichung seigt wiederum , dass, wenn k s o ist, eine Tangente der Curve mit der 
ersten Axe zusammenfallt* Wenn zugleich f sss o, so gehen zwei der ersten Axe parallele 
Tangenten durch den Anfangspunct: die erste Axe berührt, im Allgemeinen, zwei Zweige 
der gegebenen Curve. Wenn überdless auch noch c » Of so gehen drei der ersten Axe 
paraiiele Tangenten durch den Anfangspunct; es wird diese Axe von der gegebenen Curve, 
im Allgemeinen, in drei Pnncten berührt — * 

Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten auf dem Umfange irgend einer gegebe* 
nen Curve dritter Classe beliebig annehmen, und mit der Tangente in diesem Pnncte die 
erste Axe. susauunenfallen lassen , so erhalten wir für die Curve^ wie wir eben gesehen ha- 
ben , eine Gleichung von folgender Form s 

aw»+(bv+cu)w^*+(dvM-euv+fu^w+gv*+huv« » o. («) 

Ferner ist die allgemeine Gleichung derjenigen Curven zweiter Classe, welche die erste Axe, 
und mithin auch die gegebene Curve <]ritter Classe, im Anfangspnncte berühren^ 

Aw*+2Bvw+Cv*+2Duw =» o. (8) 

Es ist leicht , aus den beiden vorstehenden Gleichungen eine solche Gleichung herzuleiten, 
die ebenfalls vom dritten Grade ist, und in welcher w als gemeinschaftlicher Factor er- 
scheint Wir braueben zu diesem Ende in der Gleichung (2) nur statt y' nnd nv^ folgende 
Ansdriicke, welche wir ans (3) erhalten, zu substitnirens 
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606. In der 584. Nammcr haben wir nachgewiesen , das« alle Coinren , welche dnrch 

folsende Gleichung: „ ^ ^ 

w*+SiBvw+Cv*+2Eav « o, 

dargesLclIt werden , wenn B und C beliebige Coefficienten sind , E aber ein für alle Mal 



AwM-2Bvw-J-2Daw Aw«+2Bvw-|-2Daw 
-v. -^ . -u. g . 

Hiernach komml: 

w[Caw^+(Cb - Ag)vw+(Cd— 2Bg>«+(Cc— Ah)aw+(Ce— 2Dg-2Bh)av+(Cf— 2Dh)ttT « o.(^) 
I>a die Gleichung (4) eine algebraische Folge aus den beiden Gleichao^ea (2) nnd (3) ist, 
so können wir die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Curvcu auch aas der 
Zusammenstellung der beiden Gleichungen (2) und (4) bestimmen. Die Anuhl dieser ge- 
meinscha glichen Tangenten beträgt sechs. Zwei dieser sechs Tangenten, worauf sich der 
Factor w in der letzten Gleichung bezieht, fallen in die erste Axe^ die vier übrigen erhal- 
ten wir, indem wir aus (3) und der Gleichung i 
C,aw*+(Cb— Ag)vw+(Cd— 2Bg)v2+(Cc— Ah)uw+(Ce— 2Dg-r2Bh)uv+(Cf— 2Dh)n« « o, (5) 

w w 

etwa die Werthe für - und — ziehen. Um auszndriickea , das» diese, letztgenannten vhr 

gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Curveh, die alsQ auch gemeinschaftli- 
che Tanfi;enten jeder dieser Cnrven und der durch (5) dargestellten Curve zweiter Classe 
sind, mit der ersten Axe zusammenfallen, erhalten wir sogleich folgende Gleichungen: 

Cf— 2Dh =5 o, ' (6) 

Ce— 2Dg— 2Bh « o, (7) 

C(Cc— Ah) =i 2D(Gd— 2Bg), ($)' 

C(Cb-Ag) = 2B(Cd— 2Bg), (9) 

Die Gleichung (6) bedeutet, dass die Cunre (5) die erste Axe benihrt, die Gleiebnngen 
(6) und (7) zeigen an, dass der Berührungspunct auf der ersten Axe mit dem Anfangspnncte 
xusammenfällt. Die Gleichungen (6), (*?) und (8) drücken aus, dass die Curve (5) die ge- 
gebene Curve zweiter Classe (3) dreipunctig osculirt, und die letzten Gleichungen, alle vier 
zugleich, dass diese Osculation eine vierpunctige ist. Es folgt hieraus, dass die beiden ge- 
gebenen Curven (2) und (3) sich in diesen verschiedenen Fällen drei-, vier-, fünf-, 
sechs-punctig osculiren auf der ersten Axe im Anfangspnncte der Coordinaten. 

Aus den letzten vier Gleichungen erhalten wir ohne Mühe die nachstehenden, welche 
ihre Stelle vertreten können : 

Cf— 2Dh « o, (10) 

C(he— fg)— 2Bh2 » o, (11) 

C(ch3— dfliH-fegh-rg2)-Ah* = o, (la) 

bh*-(cg+dh)h»-He'g+2dfß)h?-dfeff^+2Pg* « o. (f3) 
Hiernach ergibt sich unmittelbar für den Osculations-Kreis der gegebeneii Cnrve 
im Anfangspuncte (bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten »Axen) folgende Glei- 
chung : 

. ^ fV2-.4h^*— 4fhuw := o. (14) 

Woll^ wir die Krümmung der Curve noch genauer bestimmen, so können wir dSess ^m 
fiifflicbstcn vermitteist der Osculations-Parabel thun« Für diese Parabel finden wir 
folgende Gleichung: 

(he— fg)vw+hV+fhuw = o. (iS) 

Wollen wir die Krümmung der gegebenen Curve im Anfangspuncte durch die (ninfpuacdg} 
oscnlirendc Curve zweiter Classe bestimmen, so erhalten wir für diese Curve folgende 
Gleichung : 

(ch»— dfh^+fegh— Pg^w«+h«(he+fg)vwH-hV+fhW == o. ^ (16) 
Weiter können wir hier im Allgeir.einen nicht gehen. Die Gleichung (13) ist eine Bedin- 
gungs - Gleichung zwischen den Constanten der gegebenen Gleichung der Curve dritter Classe» 
die befriedigt werden muss , wenn diese Curve im Anfangspuncte mit einer Curve zweiter 
Classe einen ^echspunctigen Contact haben soll. Kine Curve dritter Classe hat nur in ge- 
wissen Pnncten ihres Umfangs mit einer Curve zweiter Classe einen sechspunctigen Contact* 
Wenn ein solcher Punct zum Anfangspuncte der Coordinaten, ifnd die Tangente in diesem 
Puncte sur ersten Axe genommen wird, so stellt die letzte Gleichung jene sechspunctig os- 
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gegeben ist, solche Hjpcrbeln sind, welche sich auf der ersten Axe in unendlicher Ent- 
fernung oscoUren* Für alle diese Curven ist das Prodnct der beiden Haupt Durchmesser 
derselben eine constantc (imaginäre) Grösse. Das Quadrat dieses Prodnctes ist nemlich 
(511) 9 wenn wir die allgemeine Gleichung zu Grunde legen, gleich: 

(AE-BD)MAC-B^)f AF-D^ 
A** 
und dieser Ausdruck reducirt sich, indem wir A ss 1, D » o und F =s o setzen, auf: 

£ ist aber nach der 53^* Nummer gleich dem Inhalte des von einer beliebigen Tangente 
und den beiden Asymptoten einer der gegebenen Hyperbeln gebildeten Dreiecks. > . 

In ,aUen Hyperbeln , fpelche sich in unendlicher Entfernung dreipunctig oscuUr^n^^ 
ist der Inhalt dUer Dreiecke^ die i^on dem Asymptoten -Winkel durch eine beliebige 
Tangente abgeschnitten werden^ constant. *) 



cnlirende Cur^e dar, und es gibt eigentlich keine fünfpunctig osealjrende Conre xweiter 
Classe flir diesen Punct 

Die Constniction des Krümmungshalbmessers, die wir in der 603« Nummer für den Fall, 
dass die gegebene Curve von der zweiten Classe ist, entwickelt haben , lässt sich auf belie- 
bige algeoFaiscbe Garven ausdehnen. Es sei: 
aw"H<bv+cu)wa-»+ , . +(dv«^-*4-euT«»*^-h . . fu»-2)w2+(gva-*+ • . +hi;»*«v+ku»n-*)w 

+W«'+ . . +mu»-V3+nu«*-^v* = o, 
die Glelchang irgend einer Curve ro. Classe. Der Krümmungshalbmesser dieser Carve im 
Anfangspnncte der Coordinaten ist alsdann gleich: 

2_ n 

m— l' 1' 
was uater Anderm auch aus der 544. Nummer folgt, nach welcher: 

fw^+hvw+(m-^l)kuw+nv* =* o, 
eine Curve zweiter Classe darstellt, welche die gegebene im Anfangspuncte der Coordina- 
ten dreipunctig osculirt. 

^ Wenn wir die Abstände derjenigen m Tangenten der gegebenen Curve, welche der 
zweiten Axe parallel sind, durch 971 » 3729 • • T^my ferner die Abstände derjenigen (m— 1) 
Tangenten, welche der ersten Axe parallel sind, durch •§! , §2 9 • • Sm-i u'^d endlich dieje- 
nigen Winkel, welche die durch den Anfangspunct gehenden (m— *2) Tangenten (die beiden 
in die erste Axe fallenden Tangenten nicht mitgerechnet) durch 'co^, ca2, • • a^.i bezeich- 
nen, AO erhalten wir^ abgesehen vom Zeichen, sogleich folgende Ausdrücke: 

n ' 

-j sa tangcDj^ . tangWi^ • • • ^«^«m-2> 

1 _ 

• = 5l • 5a • • • Sm'*» 
und hiemach ist der au bestimmende Kriimmungshalbmesser gleich: 

__. ^ 1 *^2 > « * ^m ^ i^jj^g^ ^ iang(02 • • . tang(aa,^2, 

™ — * 5i • 5a • • • sm-i 
Der Raum verbietet in die Discussion dieses bemerkenswerthen Ausdrucks, der zum 
Beispiel für den Fall, dass wir zum Anfangspuncte einen der Beriibrungspuncte auf einer 
solchen geraden Linie nehmen, welche swei oder mehrere Zweige der gegebenen Cunre zu- 
gleich berührt y unter der Form - erscheint. * 

*) Wenn irgend, eine Curve gegeben ist, die reelle Asymptoten bat, so ktSnnen wiriH^erbeln be- 
stimmen, welche mit der gegebenen Curve aqf jeder Asjmptote in uiiepdlic^cf Bnlfernang 
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60J. Wir haben in der 586. Nammer gesehen» dass, wenn wir in der Gleichang; 

2Bvw-«-Cv«+2Eav+u« = o, 
C nnd E beliebig annehmen, während wir B als ein fbr alle Mal gegeben betrachten« 
diese Glcichang solche Parabeln darstellt, die sich in unendlicher Entfernung dreipanctig 
oscnliren. Alle diese Parabeln haben, wie wir schon gezeigt haben, Dorchmpsser, die 
der ersten Axe parallel sind, und, wovon man sich leicht tiberzeugt, gleiche Parameter. 
Indem wir nemUch die Gleichung: 

2Bvw+Cv^-4-2Duw+2Euv+Fu« « o, 
zu Grunde gelegt, haben wir für den vierten Theil des Parameters der bezüglichen Corve 
in der 506. Nummer folgenden Ausdruck erhalten: 



einen dreipunctigen Contact haben. Wenn wir eine dieser otfcolirenden Hyperbeln dvrdi 
die Gleichung s 

wM-2Bvw+Cv^Env = o, - 

darstellen , so können wir E ab das IVI^ass der Kriimmang der gegebenen Conre anf einer 
der Asymptoten in unendlicher Entfernang betrachten. 

Es sei-: 

aw»H-(bv+ca)w»-^+ . . +(dv«-^env«-M- . . +fi^»-«)w«+(gv•-^• . . -fbn^-^vjw 
+lv«M- . • +nu«-^«+pn«-*v » o, 
die Gleichnng einer gegebenen Gorve m. Giasse. Die erste Axe ist dne Asymptote der 
Cnnre; denn wenn wir in der vorstehenden Gleichung w s o setien, kommt: 

v(lv»-M- . . +nu«-^+ptt«*-0 « o, 
und wenn wir v s ^^o setxen , so ergibt sich x ' 

w^(aw«-«+cawa-«+ , , +fu«-«) » o. 
Hiernach ergibt sich nach der 544. Nammer fdr eine der in Rede stehenden osculirende« 
Hyperbeln folgende Gleichnng: 

fw^H-hvw+nv^Cm— l)puv » o, 
und mithin: 

m— 1 p 

« - -T- f • 

Um diesen Ansdmck zu constroiren, wollen wir die Abstünde der (m-»2) Tanfeateo, 
die derjenigen Asymptote, auf welcher in nnendlicher Entfemong die dreipunctige Oscala« 
tiott Statt finden «oll, parallel sind, von dieser Asymptote, durch 171, 1721 • • ^m-a; die 
Abstände der m Tangenten, welche der zweiten Axe parallel sind, und also bei unserer 
Coordinaten- Annahme auf jener Asymptote senkrecht stehen, von der zweiten Axe, dnrdi 
it$ ht • • Sm; und endlich die Winkel, welche die (m— 1) durch den Anfangspunct gc« 
benden Tangenten, mit der Asymptote bilden, durch 0%» co^t • • «^n-i bezeichnen, -« so 
finden wir ohne Muhe: 

p 

Vi • V2'* • • 9mi 



a 



und endlich: 



^ 51 • «2 • ♦ • Sia-a ' 

Je grösser der Werth von E ist, desto langsamer nähert sich die Cnnre der in Rede 
stenenden Asymptote. Wenn wir diese Ann'aherung noch genauer bestimmen wollen, so »Ba- 
ien wir höhere Ordnungen der Osculation in unendUdier Entfernung betraditen* Wir ge* 
langet (lierzu, ohne irgend einer Schwierigkeit zu begegnen^ auf dem fn der Note ««r 
•05. Nummer dngeschbgenen Wege. 
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2(B»+2BDtfo*a4-D2)y, ' , 
aod. dieser Ansdruck redocirt sich, indem wie F a i und D s o setzen, anf 

sin\9 ^. 

-^v- > 

*} Die Gleichung irgead einer Canre m. Classe, welche ein Paar parabolischer Zweige hat, ist, 
nach der Note der 524. Nommer , von folgender Form : 

(Bv+C)w»-M-(Dv«+Ev+F)w«-24- . • . = o. 
Eine solche Cnrve berührt, wie die Parabel, eine anendlich weit liegende gerade Linie, die 
mit einer gegebenen parallel ist; das heisst, wenn man auf jedem der beiden ins Unendli- 
che hin sich erstreckenden Zweige immer weiter fortgeht, so nähert sich die Richtung der 
entsprechenden Tangenten immer mehr einer bestimmten Richtung und sogleich entfernen 
sich die Tangenten auf beiden Zweigen immer weiter, bis sie, nach entgegengesetzter. Seite 
ins Unendliche hin weiterrückend, zuletzt als zusammenfallend anzusehen sind. 

Wir können die yorstehende Gleichnng leicht und zwar nur auf eine einzige Weise in 
eine andere verwandeln, in welcher das mit w"^*^ behaflete Glied fehlt Lassen wir nem- 
lieh, indem wir von einem rechtwinkligen Coordinaten - Systeme zu einem rechtwinkligen 
übergehen , die beiden Axen um einen Winkel (p sich drehen , so geht (552 (D)) jene 
Gleichung in folgende über: ^ . 

^ — / / . — ^ Z--w«-M- elc, =5 o, 

«ad nimmt also, ipdem wir: 

C 

tangg> = g, 

setien, folgende Form ant 

' byw«-*-Kcv*+dnv+2fo*)w»-H- . . +!▼"+ . . pua-*v+qn« = o. 
Wenn wir in dieser Gleichung n » o setzen, so kommt: , 

v(bw™-*+dvw»-*4- . . +lva-*) :5= o, ' 
«ttd wenn wir y ss ^o setzen, so ergibt sich: 

uHfw»-rV . . . +qn"-^) = o. 
Wir sehen hieran^, dass die gegebene Gjirve m. Classe die unendlich weit entfernte der 
ersten Axe parallele gerade Linie beriUirt* 

Nach dier 544. Kammer . erhalten wir für eine, die gegebenen Curve auf der unendlich 
«eit entfernt liegenden geraden Linie , (y &=; o, a =s p}^ dreipunctig osculirende j^arabel, 
folgende Gleichung: 

(m— l)bvw+dv*+euvH-fu* =* ©• 
Der vierte Theil des Pfirameters dieser Parabel ist gleich : 

1 ' f 

m~l' b* 
Dm diesen Ansdrnck sn eonstmiren, wollen wir die Abstände derjoiige'n (m — 1) Tangenten, 
die der zweiten Axe parallel sind , von dieser Axe ,. durch li , $2 » • • Sm-i ; die Abstände 
der (m — 2), der ersten Axe parallelen Tangente (die in die unendlich weit liegende gerade 
Linie zusammenfallenden beiden Tangenten nicht mitgerechnet) von dieser Axe, durch r^^^ 
?29 • • ^fm-a» *ind endlich diejenigen Winkel, welche die m durch den Anfan^spunct ge* 
nenden Tangenten mit der ersten Axe bilden, durch C0|» 0^29 • f A>m beseichnen. Alsdann 
«rgiht sich 9 abgesehen voni Zeichen: * 

q 

4 

71 • 9a • • • 7m-^ 
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608. Wir kommen zq einer, namentlich in Beziehung auf die Annahme des Coordi- 
naten- Systems, allgemeinem Bestimmnng der Gleichungen solcher Cnnren, welche sich 
berühren nnd oscaliren, wenn wir za dem Schema der 539« Mammer snrikkgehen. Wir 
wollen ans hier auf den ersten Fall dieses Schema beschränken. 

Die allgemeine Gleichung: 

Aw'+aBvw+CvM-aDaw+aEuv+Fu* « o, (i) 

stellt, wenn alle in derselben vorkommenden Coefficienten, A nnd B aasgenommen, ein 

{tir aUe Mal gegeben sind und zwischen jenen beiden Coef&cienten folgende Bedingangs* 

Gleichung Statt findet: 

B « aA+b, (.) 

solche Curven zweiter Gasse dar, welche dieselben vier gegebenen (reellen oder imagi- 
nären) geraden Linien berühren. Yon diesen vier geraden Linien schneiden sich, im All- 
gemeinen, zwei im Anfangspnncte der Coordinaten, nnd ihre Richtung bestimmt sich 

durch die Gleichung: _ _ 

CvM-2Euv+Fu» « o. . (s) 

Die beiden übrigen geraden Linien schneiden sich in einem solchen Pnncte der ersten 

Coordinaten*Axe, dessen Abstand vom Anfangspnncte gleich (2a) ist, und ihre Rieh« 

tung bestimmt sich durch folgende Gleichung (538): 

(C— 4ab)vH-2(E— 2Da)uv-f-Fa* « o. (♦) 

Die Coordinaten des Mittelpunctes der darch (l) dargestellten Curve sind: 

B D 

* = A' ^==X- 



Den auf diese Weise bestimmten vierten Theü des Parameters einer den parabolischeii 
Zweig der gegebenen Curve in unendlicber Entfemang dreipunctig osculirenden Parabel, 
können wir als das Maass der Krümmung des parabolischen Zweiges iu anendttcher 
Entfernang betrachten* 

Wenn wir statt der dreipanctig oscuKrenden Parabel eine vierpunctfg oscnlirende betrach- 
ten, so erhalten wir für diese denselben Parameter als wir far jene erhalten haben: denn die 
beiden Parabeln haben nothwendig auch unter sich in unend liehet Entfernung einen drd- 
punctigen Contact. Die vierpdnctig osculirende Parabel unterscheidet sich von den andern 
nur dadurch, dass sie eine bestimmte gerade Linie au ihrer Axe hat, nnd wir erhalten eine 
solche Parabel , wenn wir eine dreipunctig oscnlirende beliebig so verrücken^ dass ihre Aze, 
während sie parallel mit sich selbst bleibt, mit jener bestimmten geraden Linie, die wir 
die Axe des parabolischen Zweiges nennen können, lusammenföllt* Es gibt un- 
endlich viele in unendlicher Entfernung vierpanctig osculirende Parabeln, unter denselben 
befindet sich eine einzige, welche den parabolischen Zweig in oneildlicher Entfernung fiinf* 
punctig oscnlirt; und die sich durch die Lage ihres Brennpunctes auf der eemeinschattlichen 
Axe bestimmen lässt. Durch diese Parabel können wir den Lauf des parabolischen Zweiges 
der gegebenen Curve auch noch in geringerer Entfernung annäherungsweise darstellen. 

Wir erhalten die eben bezeichneten verschiedenartig osculirenden Parabeln nach demsel- 
ben Verfahren als in der Note zur 605. Nummer. * Um ein einzelnes Beispiel zu geben, wol- 
len wir folgende Gleichung: 

cuw^+(dv^+euv+fu*)w+gv'+huv^-HuV+kn' » o, 
zu Grunde legen , welche die allgemeine Gleichung aller Curven dritter Classe ist, die einen 
parabolischen Zweig haben, wenn wir die zweite Coordinaten - Axe (ich nehme hier die 
zweite, wo ich bisher die erste Coordinaten - Axe genommen habe) parallel mit der Axe des 
parabolischen Zweiges annehmen. Alsdann brauchen wir, um die Gleichung derjeni^n Pa- 
rabel zu erhalten, welche die gegebene in unendlicher Entfernung fiinfpunctig osculirt, wie 
man leicht sieht, in der Gleioiung (16), in der Note zur 605. Nummer, bloss w mit u, 
und dann c mit f und d mit h gegenseitig zu vertauschen. Auf diese Weise kommt: 
(fd*— hcd«+cegd— cV)a-+2dHdc+cg)nv+3d'SrH-2cdV « o. — 
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Wenn wir xwischen diesen beiden Gleichangen nnd der Bodingangs^Gleichnng (2) die 
Coefficionten A nnd B climiniren, so kommt t 

D(x--a) = by. (5) 

Die Mittelponcte aller darch die allgemeine Gleichang (i) darstellbaren dorveh liegen 
also aof der darcb die vorstehende Gleichang {$) dargestellten geraden Linie. Diese ge*- 
rade Linie ist im Allgemeinen der zweiten Axe parallel, wenn b =3 o« Sie geht durch 
die Mitte der znr ersten Axe genommenen Diagonale derjenigen vierseitigen Figur, deren 
vier Seiten von allen in Rede stehenden Carven berührt werden. Da wir anf gleiche 
Weise jede der ^rei Diagonalen dieser vierseitigen Figur zur ersten Goordinaten-rAxe 
nehmen können, so siebt man sogleich, dass die gerade Linie (5) durch die Mitten aller 
drei Diagonalen geht, ond hiernach sich leicht constrniren lässt 

Wenn wir besondere Yoraussetzungen Über die. vier gegebenen CoefBcienten C, D, 
E ond F machen, so unterwerfen wir dadurch die vier, ebenfalls als gegeben zu be- 
trachtenden, geraden Linien, von welchen alle in Rede stehenden Cnrven berührt wer- 
den, gewissen gegenseitigen Beziehnngen« Hierüber wollen wir bcispielsweiie in ein aus- 
(ährlicheres Detail eingehen, 

1) Wenn wir 

. C«o . 

setzen > so zeigt die Gleichung (3), dass alsdann eine der gegebenen geraden Linien 
mit der zweiten Axe zusammenfallt 
Wenn zugleich: 

C s 0| b B o, 

so zeigt die Gleichung (/f), dass alsdann eine zweite der gegebenen geraden Linien 
mit der zweiten Axe parallel ist. Alle Gurven sind also einem Parallel -Trapez ein* 
geschrieben, von dessen parallelen Seiten eine in die zweite Axe» nnd dessen eine 
Diagonale in die erste Axe fallt 
9) Wenn wir 

D « o 
nehmen, so enthält, was die Gleichung (5) zeigt, die erste Axe die Mittelpunctc 
aller Gurven« 2we{ Diagonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebilde- 
ten vierseitigen Figur werden alsdann nothwcndig von der dritten Diagonale halbirt. 
Piese dritte Diagonale ist die erste Goordin^ten-Axe« 
Wenn zugleich 

= 0, b »c 0, 

so erscheint der Ausdruck für die Ordinate des Durchscbnittspuncte^ der geraden 
I^inie (5) mit der zweiten Axe, nemlich der Ausdruck; 

unter der nnbestimmtep, picht redncirbaren, form -• Der Grund hiervon ergibt 
siclj sogleich, wenn wir zn den Ausdrücken für y und x, aus welchen wir die Glei-' 
chung (5) hergeleitet tiaben, zurückgehen, wonach vfir sogleich y 9s 0, und x «s a 
erhalte!^ Alle Gurven haben also denselben Mittelpunct, und dieser liegt auf der er- 
sten Goordin^tenTiUef Die Richtung der zweite^ Ax« kann jede beliebige sein. Die 
geometrische Bedeutung der beiden letzten Bedingungs - Gleichungen ergibt sich s^Or 
gleich aus 4er Bemerkpng, dass alsdann die beiden Gleichnngen (9) nnd (4) idenb'sch 

2t* 
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werden. Alle Cnrven sind alsdann demselben Parallogram«! eingeschrieben, ein 
Winkelpanct desselben ist Anfangsponct der Coordinatcn und die durch denselben 
gehende Diagonale erste Coordinatcn -Aze. 
8) Wenn wir 

E td: 

setzen, so bilden, was die Gleichnng (3) zeigt, die beiden gegebenen dnrch den An- 
(angsponet gehenden geraden -Linien nn4 die beiden Coordinaten-Axen ein System 
von vier Harmonicalen. Wenn wir zugleich noch eine Bestimmung über b hinznfii- 
gen, so kann die allen Curven (l) umschriebene vierseitige Figur nicht mehr ]ede 
beliebige sein» 

4) Wenn wir zugleich 

C = o, D = o 

. setzen, so bleibt Alles wie in dem unter 2) betrachteten Falle ^ nur dass die zweite 
Axe, deren Richtung beliebig war, nun mit einer der beiden durch den Anfangspnnct 
' gehenden geraden Linien zusammenfällt. 

5) Wenn zugleich 

^ D = o, E « o, 

so berühren alle Curven die vier Seiten einer vollständigen vierseitigen Figur, daren 

zwei Diagonalen parallel sind und also von der dritten Diagonale halbirt werden« Die 

erste Axe fallt, wie im 2. Falle, mit der letztgenannten Diagonale zusammen. Die 

zweite Axe ist parallel mit jenen beiden parallelen Diagonalen. Wenn fiberdiess 

auch noch 

b =s o, 

so berühren alle Cnrven die Seiten eines Parallelogrammes, dessen ein Winkelpunct 

Anfangspnnct des Coordinaten ist. Die dnrch diesen Panct gehende Diagonale ist 

die erste Coordinaten - Axe , patallel mit der andern Diagonale ist die zweite Axe. 

6) W^enn zugleich 

C] Ä o, E «s o, 

so zeigt die Gleichung (3), dass alsdann zwei der gegebenen geraden Linien in der 
zweiten Axe zusammenfallen. Alle Curven berühren die drei Seiten eines gegebenen 
Dreiecks nnd zwar die eine dieser Seiten, welche zur zweiten Axe genommen wird, 
in demselben Pnncte , dem Anfangspnncte der Coordinaten. Die erste Axe gebt zu- 
gleich durch den dieser Seite gegenüberliegenden Winkelpnnct ' 

Wenn nberdiess 

b = 0, 

so sehen wir aus der Gleichung (4), dass alsdann eine det beideii gegebenen, durch 

den Punct (o, 2a) gehenden, geraden Linien mit der zweiten Axe parallel ist, und 

also alle Curven drei gegebene gerade Linien, von welchen zwei parallel sind, ond 

zwar eine dieser letztern in demselben Pnncte , berühren. 

7) Wenn ferner folgende drei Bedingnngs- Gleichungen: 

C = o, D =3 o, . E sss o 

zugleich befriedigt werden, so bleibt Alles wie in dem vorigen. Falle, nur dass über- 
. diess die beiden durch den Pnact (o, 2a) gehenden geraden Linien nnd jdie beiden 
Coordinaten-Axen die Richtungen von vier Harmonicalen haben. A^le. Curven ^ind 
demselben Dreieck eingeschrieben nnd berühren Ait eine Seite desselben, in einem fe- 
Sien Pnncte, in ihrer Mitte. 



Oerter zweiter Classe. 165 

Wenn iiberdie83 aacE noch 

b S3 o, 

so redacircn sich die Gleichungen (3) nnd (4) beide aof : 

U* sa o. 

ÄUc Curvcn berühren also zwei gegebene Paraliellinicn in denselben beiden Pancten» 
Die eine dieser beiden Parallellinien Ist zar zweiten Axe genommen, die erste Axe 
geht darch die beiden Berühmngspnnctc* 

8) Wenn wir 

f « o 
setzen, so zeigen die beiden Glelchnngen (3) und (4), dass alsdann zwei der vier ge- 
gebenen geraden Linien in der ersten Axe zusammenfallen, nnd also alle Corven 
demselben Dreiecke eingeschrieben sind, nnd die eine Seite dieses Dreiecks, die zur er- 
sten Axe genommen worden ist, in demselben Puncte berühren. Um diesen Funct 
zn bestimmen, brauchen wir nur den Pol der ersten Axe zu suchen. Für die Glei- 
chung dieses Poles ergibt sich sogleich, nach der 549. Nummer, wenn wir die Glei- 
chung (1) In Beziehung auf n düFerentliren : 

Dw+Ev = o, 
nnd der Abstand desselben von dem zum Anfangspuncte genommenen Winkelpunclc 
des Dreiecks ist also gleich 

, (§)• 

9) Wenn zugleich 

C =» o, F « o, 

so bleibt Alles wie Im vorigen Falle, nur dass eine Seite des Dreiecks mit der zwei- 
ten Axe zusammenfällt. 

Die Gleichung (5) ist noch Immer die Gleichung einer geraden Linie, des geo- 
metrischen Ortes, für die Mittelpnncte aller in Rede stehenden Carven. Nach einer 
einfachen Gränz - Betrachtung In der Constrnction ist aus dem Frühem klar, dass 
diese gerade Linie .dnrch die Mitte derjenigen Seite des allen Curvcn umschriebenen 
Dreiecks, welche in demselben Puncte berührt wird, und die Mitte der diesen Be- 
rührungspnnct mit dem gegenüberliegenden Winkelpuncte des Dreiecks verbindenden 
geraden Linie, geht. Wir finden diess auch unmittelbar bestätigt, denn die Glei- 
chung (5) wird befriedigt, einmal, wenn wir zugleich 

X =s a, y = o 

setzen, das andere Mal, wenn wir zugleich 

E E*-2Da 

setzen. 

Wenn wir über b eine bestimmte Voraussetzung machen» so kann, weil die 
Coordlnaten-Axcn beide vollkommen bestimmt sind, Aas, allen Curven niHSchriebene 
Dreieck nicht mehr jedes beliebige sein. Wenn wir insbesondere 

setzen, so folgt aus (4)^ dass alsdann alle Curvcn nicht eigentlich mehr demselben 
Dreiecke eingeschrieben sind, sondern dass dieselben die beiden Coordinaten-Axen^ 
nnd zwar die erste in demselben Puncte, und übcrdless dine der zweiten Axe paral- 
lele gerade Linie berühren. 
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10) Wenn Engleich 

O » o, F 8 o, 

so haben alle Garven die erste Ase sn einer ihrer Asymptoten (ifit) nnd berUhren 
Mberdicss irgend zwei gerade Linien, von welchen eine durch den Anfangspnnct geht. Ei 
folgt diess anch aus dem Ansdrocke (6), der, wenn wir D « o setzen, unendlich wird. 
Wenn ausserdem noch 

b s 0/ 

so redaciren sich die Gleichungen (3) nnd (4) heiie zugleich auf: 

CvH^uv « o, 
und alle in Rede stehenden Cnrven, mit einer gemeinschaftlichen Asymptote f beruh« 
ren also zwei gegebene parallele gerade Linien. 

11) Wenn 

C»o, 0^0, F«<Ot 

so bleibt Alles gerade wie io dem vorigen Falle« nnr dass eine gemeioscbafiKcbe 
Tangente aller Gurren mit der zweiten Axe «osammenfallt. 

12) Wenn wir 

E «0, F « Q. (7) 

setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (3) nnd (4)» dass alsdann drei gemein« 
schaftlichc Tangenten in der ersten Axe zusammenfallen, dass mithin afle Cunren auf 
dieser Axe sich dreipunctig oscoliren nnd zwar, was unter Anderm anch der Ans- 
druck (6) zeigt, im Anfangspuncte der Goordinaten. Ausserdem berühren alle Cur- 
Ten eine gegebene gerade Linie, welche von der ersten Axe ein Segment (^) ab- 
schneidet nnd deren Richtung durch die Gleichung 

V 2Da 

u (^4ab 

gegeben ist. Pie zweite Goordlnaten « Axe ist dieser gegebenen geraden Linie paral- 
lel, wenn 

C CS käh, 

sie ist derjenigen geraden Linie, welche die Mittelpuncte aller Gurven enthalt, pa- 
rallel, wenn 

b ca 0. 

W^nn neben den beiden vorstehenden Bedingungen (7) ancb noch folgende er- 
füllt wird: 

. * . a e» o, 

wonach sich die Gleichung: (2) auf 

^ B «b 

redncirt^ nnd also A jeden beliebigen^ Werth haben kanoi B aber gegeben Istt ao 
führen die Gleichungen (3) und (4) beide auf 

V* as o. 

Es fallen also alle vier gemeinschaftlichen Tangenten io die erste Axe, a}le Cnnren 
haben anf dieser Axe im Anfangspuncte einen vierpunctigen Contact (581). Wenn 

B = b « 0, 
so ist die zweite Goordinaten-Axe derjenigen geraden Linie, welche die Mittelpnncte 
aller Cnrren enthält, parallel 

13) Wenn wir 

F » o, E » 2Da 

setzen, so zeigen die beiden Gleicbung.en (3) nnd (4), das« alsdann alle Cnrren sich 



Oerter zweiter Classe. 16T 

dreiponctig auf der ersten Axe tn einer Entfernang vom Anfangspancte, die gleich 
(2a) ist, oscdliren, und ;ine solche gerade Linie berühren, die dorch den Anfangs* 
punct geht, und deren Richtang dnrch die Gleichnng 

Cv4-2Ea = 
gegeben ist Wenn also zugleich 

C BS o, 

so wird die zweite Coordinaten - Aze berohrt 

£s können anch die vier gemeinschaftlichen Tangenten der darch die allgemeine 
Gleichung dargestellten Carven , alle oder znm Theil , imaginär werden. Hierhin ge- 
hören insbesondere die folgenden Fälle« 
14) Wenn wir, indem 9 den Coordinaten •Winkel bezeichne^ 

F « C, E « Ccos9 (s) 

setzen, so ist der Anfangspnnct der Coordinaten gemeinschaftlicher Brennpnnct aller 
Corven. Es berühren dieselben obcrdiess zwei aaf der ersten Coordinaten • Aze sich 
schneidende Tangenten. Wenn 

F s C— 4ab, E-aDa = ¥cos9, (9) 

so berahrcn alle Cnrven zwei darch den Anfangspnnct gehende gerade Linien nnd 
haben einen gemeinschaftlichen Brennpnnct, welcher aaf der ersten Coordinaten - Aze 
liegt. Wenn wir cos9 =a o setzen, so ist das Coordinaten - System ein rechtwinkli- 
ges j wenn wir b s»o setzen, so ist die zweite Aze derjenigen geraden Linie paral- 
lel, welche der geometrische Ort für die Mittelpuncte aller Carven ist. In dem zu- 
letzt betrachteten Falle, kommt, indem wir b » o setzen: 

c = r, 

wonach wir die Richtang der letztgenannten geraden Linie leicht bestimmen können. 
Wenn die Gleichungen (8) nnd (9) alle zugleich befriedigt werden, oder wenn 
zugleich: 

F « C, E « Ccos9, D = o, b = o, 

' so erhalten wir solche Curven, welche zwei gegebene Pnncte, die auf der ersten 
Aze liegen nnd von denen der eine mit dem Anfangspuncte zazammen(allt> zu ih- 
ren ßrennpuncten haben. 

S. 8. ' 

Verbindung der Gleichungen irgend zweier Oerter zweiter Classe zu der 
Gleichung eines Systems vati zwei Puncten. 

609. Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen: 

A w«+2B vw+C Y^2D W+2E v+F» « o, , y. 

A'wM-aB'vw+CV-+-2D'w+QEV-f-F « o, . . ^'^ 
welche irgend zwei Oerter zweiter Classe darstellen, nach einander v nnd w eliminiren, 
so kommen wir zu zwei Gleichungen des vierten Grades in Beziehung auf. die. Übrigblei- 
benden veränderlichen Grössen. Die Worzeln dieser beiden Gleichungen gehören paar- 
weise zusammen nnd bestimmen vier gerade Linien: die gemeinschaftlichen Tangenten 
der beiden Oerter zweiter Classe. Es können l. diese gemeinschaftlichen Tangenten alle 
vier reell, 2. zwei derselben reell nnd die beiden übrige imaginär, 3. alle vier imaginär 
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gein. Wir können den Coordinaten-Werthen dieser vier gemeinschaftlicben Tangenten 
allgemein folgende Form geben: 

i. r = ^"' IL K '^ ""-"• 

= m-hn, 1^ \w *= m-*nj 

= p+q; 'v CS p— q* 

In dem ersten der oben bezeichneten drei Falle müssen vir unter n, q» v! ond q reelle 
Grossen verstehen , in dem zweiten Falle (etwa) unter p ond q reelle , unter n' nnd q' 
imaginäre Grössen von der Form bv/*^t} und im dritten Falle endlich nnter n^ q, n 
nnd q' vier imaginäre Grossen tohi der eben bezeichneten Form, m, P/ m' ond p' sind 
immer als reell za betrachten. 

Für den Darchschnittspunct der beiden ersten gemeinschaftlichen Tangenten (w', ▼') 

und (w", y") hat man folgende Gleichong; 

w""»w* 

und hieraus ergibt sich, wenn wir snbstitairen: 

qw— nv+(np— mq) = o. (a) 

Aus dieser Gleichung erhalten wir» indem wir accentoiren: 

q'w— nVHh(n'p'— jn'q') «= o, (3) 

£lir die Gleichung des Durchschnittspunctes der beiden übrigen Tangenten (w"", y^) nnd 

Die beiden Gleichungen (2) nnd (3) bleiben , wie man sogleich .sieht, in allen drei» 
eben bezeichneten, Fällen reell; die Tier, ^reellen oder imaginären) gemein« 
schaftlichen Tangenten schneiden sieb also immer in wenigstens zwei 
Ideellen Pnncten. 

Die Coordinaten der durch die beiden Pnncte (2) nnd (8) gehenden geraden Li- 
nie sind: 

(n y-m'q >-(np-mq)n 

y „ (n'p'-m'q )q— (np— mq)qf ^ ' 

■nq' — n'q ' 

Wenn wir auf demselben Wege, als vorhin, die Gleichung des Dorchschnittspimc- 
te« der beiden Tangenten (w', V) und (w^', V") suchen, so finden wir: 

[p'-p-Hj— q]w-[m.-ni+n'-.nJv-».[(iB'+n')(p+q)-(m+n)(p'+q')] -» o, (s) 
und hieraas ergibt sich, indem wir bloss das Zeichen von n, q, n' und q' ändern, fiir 
dea Darchschnittspdnct der beiden Tangenten (w", v") nnd (w"", v"") folgende Gleichni^« 

[p'_p_-(q'_q)]w-[m'-m-(n'-n)]l^f.[(m'-n•)(p-q)-(m-nXp•-q')] » «• (0 
Die beiden Poncte (5) nnd (6) sind nur in dem Falle, dass die beiden Cnrren (l) 
▼ier reelle gememschaftliche Tangenten haben, reell. Dorch Zosammenstellang der ba- 
den letzten Gleichungen erhalten wir für die, durch diese beiden Pnncte gehende, gerade 
Linie (w, v) folgende Coordinaten - Werthe : 

^. ^ (m'»-n'»)q-Km»~n')q^-(mm'— nn')(q'.Hl)~('P*n«.mn')(p'~p) 
(n'-n)(p-.p)-(m_m)(q-q) 



(p''~q>H<p«-q«)n'-(pp'-qqO(n.fnMp'q--pq'ym'~m> 
(n'-n)(p'-pMm'-m)(q'-q) 



(7) 



:J 
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Um' die Gleichnngen der beiden Oorchschnittspnncte der gemdnschaftUchen Tangen» 
ten (w', v) ond (w"", v""), (w", v") und (w", V"), nnd dann femer die Coordinaten- 
Wcrthe derjen^n geraden Linie (w, v), welche dnrch diese beiden Dorcbschnittsponcte 
geht, zaei^lten, brauchen wir offenbar nur die Yorzcichen von n' und ^'in den Glei- 
changCD (5), (6) und (7) zu ändern. Auf' diese Weise ergibt sich: 

[p'--p-(q'-H[)]w--[m'~m-(n'+n)]V+[(m'-nXp+q)-(m-n)(p'-q')] = 0, (.) 

[p-p4KqHiö]^~[«'--«»'^<«'+'»)>-K(m'-Hi')(p--q)--(m-n)(p'-H[')] » 05 («) 

und^ ■ . . . 

(m'*-n'*)q-(m'-n^q'-(""°-*-""')(q-qO-(*P'n-Hnn')(p'-y) 
•••-.- („•+„Xp_p)_(ai'-n,)(q'-Hi) ' 

(p'=C^'»)n-(p»-q»)n'-(pp'-Hq')(n-o')-(pq-pq')(m'-m) ^* ' 

" " („'4.n)(p'_p)_(m'-n,((q'-f.q) 

Pic Wcrthe von w und v, w^ und v ((7) und (lO)) sind reell, nicht nur in dem 
Falle, dass alle vier gemelnschaftlicho Tangenten der beiden Cnrven (l) reell sind^ son- 
dern auch , wie man leicht sieht, In dem Falle, dass dieselben alfe vier imaginär sind. 
lii dem' erstem Falle bilden die sechs Puncte (2) und (3), (5) und (6), (8) und (9) ^e 
Si^chs Wmkelpnncte einer vollständigen vierseitigen Figur, und bestimmen > paarweise 
genommen, die drei Diagonalen derselben« In dem letztern Falle bl«ibeii diese drei 
Diagonalen rc^ll, während die beiden Punc ten-Paare (5) und (6), (8) nnd 
(9) imaginär werden. 

Wenn die beiden gegebenen Oerter zweiter Classe (l) zwei reelle und zwei imaginär« 
gemeinschaftliche Tangenten haben, so sind nicht nur vier Winkelpuncte der ihnen bei. 
den liroschriebenea vierseitigen Figur, sondern auch zwei Diagonalen derselben imaginär, 
Diess erhellet sogleich aas dem Anblick der Gleichungen (7) und (10). Aber der 
Durchschnitt dieser 1>eiden imaginären Diagonalen ist ein reeller 
Pnnct. Um uns hiervon auf directem Wege zu überzcogen, brauchen wir nur die Glei^ 

chang dieses Durchschnittspunctes : 

♦ w— w* " . 

w— W' =s (V— v), 

zu entwickeln, indem wir für w**, w*, v** nnd v* die oben gefundenen Werthe substitui* 
ren. Aber zu demselben Resultate führt nnmUtelbar die allgemeine Theorie der Glei« 
chnngen, Denn^ in derjenfgcn Gleichung des dritten Grades in Beziehung auf j nnd x, 
welche das System der drei Diagonalen der den beiden gegebenen Curven zweiter Classe 
umschriebenen vierseitigen Figur darstellt,' sind nothwcndig alle Coefficienten Symmetrie 
sehe Functionen, sowol von w'^ w", w'" und w"", als von V, v", v'" nnd V^"*. Es folgt 
diess unmittelbar ans der Art, wie diese Gleichung gebildet wird. Und somit sind alle 
Cj>e{ficienten reell nnd rational. Eine der drei durch diese Gleichung ües dritten Grades 
daigesteUten Diagonalen ist immer reell. Indem wir denjenigen Factor, der auf diese 
reelle Htangente sich bezieht, fortlassen^ redpcirt sich die in Rede stehende Gleichung 
ftof.den zweiten Grad, und stellt, da ihre Coefficienten nothwendig reell bleiben, entwe- 
der zwei reelle oder zwei solche imaginäre gerade I^inien dar , die sich in einem reelloo 
Puncte schneiden, (234) 

Jede der beiden Diagonalen, welche ein imaginäres Puncten^Paar (5) und (6) oder 
(8) ond (9) verbindet, lässt sich durch eine Gleichung des zweiten Grades darstellen. 
Um die Gleichnngen dieser beiden Diagonalen zn erhalten, brauchen wir nur die ersten 
TheiUt der Gleichnng!en (5) n^d (6)^ (8) nnd (9) mit einander %\ji mnlüpliciren und dann 

II. ?2 
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das Prodact gleich Null za scUcn« Äaf diese. Weise kommt: 

[(p'-p)'T(q+q)«]w^ 
-2[(m'-mXp-p)-(n'TnXq'Tq)]vw 
4-[(m'— m)2T(nTn)»]v» 
+2((p'^p)[(m'p-mp')i:(nq--nqJ]±(q'Tq)[(m'qTmq')±(n>Tnp^^^^ 
~2C(m'— m)[(m'p-mp')±(n'q--nq)]±(nq:n)[(m'q+mq)±(n'pq4ip')])v 
H<Cö^'^-n'2)(p^^q^H<m^--n2)(p'2-q^)-(m'mTnnXpp'Tqq)+^^^ « o. (ip) 

Je nachdem wir die obern oder nntcrn Zeichen nehmen > stellt diese Gleichnng die ge- 
rade Linie (w-y v) oder die gerade Linie (w, y*-) dar. Darin ^ däss alle Coefliclenlea 
in dieser Glcichang, in dem Falle, dass die beiden gegebenen Canren keine reellen ge- 
meinschaftlicfacn Tangenten haben, reell sind, liegt ein nencr Beweis, dass alsdann auch 
jene beiden geraden Linien reell sind. 

Wenn wir die ersten Tfaeile der vier Gleichungen (5), (6), (8) und (Q) in einander 
mnlUpliciren und das Prodact gleich Null setzen, so kommen wir zu einer Gleichung des 
vierten Grades in Beziehung auf w und v, und jdiese Gleichung wird einen, in allen 
Fällen reellen, Punct darstellen. 

Indem wir zusammenfassen, kommen wir also zu folgendem Satze: 

Je nachdem zwei Carmen zweiter Classe 

1) pier reelle f 

2) <ner imaginäre oder endlich 

3) zwei reelle und zwei imaginäre 
gemeinschaftliche Tangenten haben, sind 

1) die Winkelpunete der^ beiden Carmen umschriebenen , i^ollständigen (vierseitigen Fi- 
gur alle sechs reell , die drei Diagonalen dieser Figur , und die drei Durchschnitts- 
punctc Je zweier derselben reell; 

2) zwei Winkelpunete reell und vier imaginär ^ die drei Diagonalen und mithin auch 
die drei Durchschnittspuncte je zweier derselben reell; 

3) zwei Winkelpunete reell, die vier übrigen imaginär, eine Diagonale reell, die 
beiden übrigen imaginär; der Durchschnittspunct dieser beiden imaginären Diago- 
nalen reell, die beiden übrigen Durchschnittspuncte imaginär* 

6lO« Nach der vorigen Nummer gibt es also in dem Falle, dass die gemeinschaflli- 
chen Tangenten zweier gegebener Curven zweiter Classe, alle oder zum Theil, imaginär 
werden, immer zwei reelle Puncte, deren Coordinaten auf dieselbe Weise durch die Coef- 
ficienfen in den Gleichungen der beiden gegebenen Curven ausgedrückt werden , als die 
Coordinaten der Durchschnittspuncte der, paarweise genommenen, gcmemschaftlichen Tan- 
genten der beiden Curven, in dem Falte, dass diese Tangenten reell sind. Jene beiden 
reellen Puncte stehen also zu den beiden gegebenen Curven gerade in derselben Bezie- 
hung^ als diese Durchschnittspuncte reeller gemeinschaftlicher Tangenten zu den bezäg- 
liehen Curven; und alle Eigenschaften dieser letztgenannten Puncte, bei denen die fiea- 
Htät der durch dieselben gehenden Tangenten nicht in Betracht kommt ^ gelten unmittel- 
bar auch für jene beiden reellen Puncte. Wir müssen hier ein allgemeines Wort einfüh- 
ren, um den reellen Durchschnittspunct irgend zweier, reeller oder imaginärer, gemein- 
schaftlicher Tangenten zu bezeichnen. Da sich mir indcss sogleich kein characterisdscbes 
Wort darbietet, so übersetze ich den von H# PONGELET gebrauchten Ausdruch y^eerUre 



Ocrter aweiter Classe« 17i 

rf* homologie% indem ich soldie Puncte: «.homologe Panctc in Bezichnng auf 
die beiden gegebenen Gnrveh sw«iter Clasfie^S nenne. 

Nor in dem Falle , dass die beiden gegebenen Ctiryen vier reelle gemeinschaftliche 
Tangenten haben, gibt e$ sechs, sich paarweise zasammenordnendery homologer Ponctc: 
drei Systeme von zwei reellen homologen Pnncten. In den ttbrigeo Fällen gibt es nur 
ein cinfeigiss Systetn^otcher Pnncte. Es existiren aber, nach dem Yorstcbcnden , anch 
in dem Falle, dass alle vier gemeinschaftliche Tangenten imaginär sind, reelle gerade 
Linien, welche , analytisch, anf dieselbe Weise durch die CocfEcienten in den Gleichun- 
gen der bezüglichen Cnrvea bestimmt sind , und also auch dieselben Eigenschaften ge- 
nicssen, ;lls, m dem Falle reeller gemeinschaftlicher Tangenten, diejenigen geradto Li- 
nien, Welche zwei astsammengehorige reelle homologe Puncte verbinden« Für solche ge- 
rade Linien bedürfen wir ein neues, allgemeines, Woit; ich nenne dieselben „homo- 
loge geraide Linive^i IQ Beziehung auf die beiden gegebenen Cnrven 
zweiter Classe**. *) ' 

Wiip können auch weiter gehen und die Durchschnittspnncte je' zweier der drei ho- 
mologen geraden Linien zweier Gnrren zweiter Classe „homologe Pnncte zweiter 
Ordnung^ nennen. Es gibt (lir je zwei Cnnren zweiter Clässe immer einen reellen ho- 
mologen Pnnct- zweiter' Ordnung; das heisst, einen Punc<, der alle Eigenschaften sol- 
cher Pnncte besitzt» in wclcheii sich, für den Fall reeller gemeinschaftlicher Tangenten, 
zwei Piagonalea 4or^>iieq gegebenen Carren beiden zugleich umschriebenen, vierseitigen 
Figur schneiden. **) . 



*) Nach H, POKCELET yfixea iPkomologU^. Vergl. Prop. pro}. 298. 

^*) Die ^e^ £alwicklaageA der 609. Mammer analogen Eatwicklong^n im dritteo Abschnitte des 
ersten Bandes, können wir noch dahin vervollständigen, dass, in dem Falle) wo zwei Cnr- 
vea zweiter Ordnung (und »weiter C(asse) sich Ja swei reellen und zwei imaginären Puncten 
schneiden, und man zwei Paare imaginärer gemeinschafllicher Chorden erhält, auch die bei- 
den Durbhschnütspuncte der zusammengehörigen fma^ASr^n' Chorden imaginär sind, aber 
diejenige gerade Linie, welche diese beiden imaginären Oarchschnittspuncte enthält, reell 
ist. — 

Man sieht leicht ein, wie die Befrachtongsweisen der beiden letzten Nummern des Textes 
sich ins Uebergränzte ausdehnen lassen, wenn wir, statt Curven zweiter Classe, Curven 
von b^liebi^en Classen betrachtep. Ich beschränke -mich hier darauf, nnr den. ersten Schritt 
zu diesem Ziele zu thon. Es seien: 

. . T(w, v) = o, V'(w, y) 5= o, ^ 

irgend vfA Gleichungen des m. und n. Grades , In Beziehung auf die beiden veränderlichen 
Grössen w und v. "Wenn vir zwischen diesen beiden Gleichtingen nach ein^bder v und w 
eliminireli, so erhalten Wir zwei Gleichungen, die, wie bekannt. In Beziehung auf die je« 
desmalig übrigbleibende Veränderliche Grösse, im Allgemeinen zum mn. Grade ansteigen» 
Wenn m oder n eine gerade Zahl ist, oder wenn m und n beide gerade Zahlen sind, so 
können alle gemeinschaftlichen Tangenten der beiden bezüglichen tlurven der m; und n, 
Classe imaginär sein. Wenn m und'n beide ungerade Zahlen sind, so haben die beiden 
Cur\'en nbthwendig^ eine reelle gemeinschaftliche Tangente. Alle übngen gemeinschaftlichen 
Tangenten können imaginär iscin. Die imafginSren gemeinschaftlichen Tangenten ordneu sich 
'indess paarweise so;, zusammen, dass etq solches Paar Coordinatep*Wertbe von folgender 
Form hat; . . 

(w s=r m+nV/— ^1, . (w Ä m— nV — 1> " 

V ^ P+qK— 1| W s= p— qV^— 1; 

und also ist, nach der Schlusswelse der 609. Nummer, der Durchschniftspunct der beiden 
imaginären Tangenten eines solchen Paares ein reeller Pnnct, der alle Eigenschaften t%m 
x^ts OorchschniUspunotes reeller geii)etnschaft)icber Tangenten* bat« Hiernach ergibt fich^ 
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6ll. Wenn die beiden Gleichungen: 

Aw»+aBvw+Cv.^faDuw-wEBT4*Fn« « o, ., . 

A'wM^BW+CVH-aD'nw+aE'nT+Fa» ^^ o, . ^*^ 
irgend zwei gegebene geametnscbc Ocrter zweiter Cla&ie darslellen» so erbaltea wir die 
'allgemeine Gleicbcing aller Oerter derselben Glassc, welche mit den beiden- gegebenm 
dieselben vier' (reellen oder imaginären) gemeinscbafdichen Taogenien haben, wenn .wir 
die beiden vorstebenden Gleichungen addiren, nachdem ym eine derselben, etwa die 
zweite, mit einem anbestimmten Coefficienten fi mnltiplicirt haben. Auf diese Weise 
kommt: 

(A4^A0wM-2(B4,^B')TW+(C+juC0v^a(D+iuD>w+2(E^ » o. 

Wenn diese Gleichnn^ ein System yon zwei reellen oder imaginären Pancten darstdleo 
soll, so erhalten wir folgende Bedingnngs - Gleicfaosg (4^); 

KA+M'XF+mF'MD+mDT] « o, (t) 

die, wenn wir entwickeln, in folgende übergeht: 

[A'E'»^2B'D'E'— A'C'F+CD'M-B'n/t*? ... . 

4{AE'^2A'EE'.2BD'E'.2B'D£'.2B'D'E+CD'M^2r;0D4.B'T+jaB'r^^^ 
+CAE24^2AEE'-3BDE'-sd5D'E-«B'DE+CD«+2CDD'+B«F'4^ 

+[AE»— 2BDE-.ACF+CDH^BF2]:,p. 0- . <0 
'Wir können ako ddrch algeWaische Yerbindong det beidep gegebenen Gleichnngen 
(1), im Allgemeinen, bei einer dreifachen Bestimmung des unbestimmtto CoefiScien* 
ten fif zu der Gleichung eines Systemes zweier reeller oder imaginärer Puncto, d» h. kd 



mdem ynr die Benennung der eiO« Nummer auch auf den allgemeinen fall atfadehneo , fol- 
g^der Sats: 

2iit>e6 Curpen m. wid n. Cläaae haben y im jßlgememen , Je nachdem' im eine gerade 

oder ungerad^^Zahl iei^ ^fßnigatena --« oder *— ^ — reeUe homologe I^uncte*^ 

Ohne in nähert Erörterungen einzugehen, können wir neben den vorstehenden Satc 
sogleich folgenden stellen : . 

Zti^ei Qtrpen m, und n. Ordnung haben, im AUgemeineH, je nachdem mn eine gerade 

oder ungerade 2kM iet, ' wenigetene- — ^^ oder - ■ reeUe gerade JCJnfeen b» gemeinechqfc- 

lichen Chorden, '■ ' , • , 

Es ist .klar, d^ss die vorstehenden {(esvltate, auf die ^^ «le mir scheint» die neuen Be- 
handlui^wei&en der Gf^ometrie. sich hauptsächlich sjtützen, anders nichts ^ii)d, ,al& die un- 
mittelbarste geometrische Interpretation desjenigen Sataes, welcher 
die Grundlage der Theorie der algebraischen ^'leichungen bildet, des 
Satzes nemiich, ^dass jede ganze algebraische Function einer veränderlidien Grösse von ei- 
nem beliebigen Grade sich in reelle Factoren. des ersten oder zweiten Grades zerlegen lässt** 
Ich zweifle , ob man auf rein geomeätrischem Weg^ zu [enen allgemeinen {Resultaten gelan- 
gen Icann: wenn qaan es könnte, so erhielte man eioen geopietrischen Beweis ypn-dem eben 
angeführten Satz<>, über die Zerlegung algebraischer -Functionen« .Denn Jede algebraische 
Fun(;üon, etwa F(k}, können wir ab das Resultat ^4er,£liiiu|iation von* 7. zwischen den Glei<* 
chungen algebraischer Curven ansehen» Wir brauchen zu diesem Ende z^im Beispid nur 
folgende beide Gleichungen: i ' ^ 

in denen wir irgend «in« beliebige, alg^braiscne Function von x dorch ^) beieichaea, fSr 
die Gleidiangen der b^dea .Carren sa nehmen. ■ <. t....! 
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der^Gleicbong eines Systemes. eweier bomologcr Pitnctc oder einer homologen geraden 
Linie der heilen Cnrven (1). 'Die Gleichnng (3) reducirt $ich nur dann anfdcn j^hcUclo 
Grad, wenn einer von folgenden beiden AusdrBcken: ' 

A'E'*-2B'D'E'+CD ^BT'^^A'OT', 
AE^— aBDE^CD^-f-BF^— ACF, 
yerschwindet ^ also nur in dem Falle» dass eine der beiden Gleichungen (i) schon ein 
System von zwei Poncten oder eine gefade Linie darstellt; sie redncirt sich auf den er- 
sten Grad} wenn die vorstehenden Ausdrücke beide zugleich verschwinden. Wenn die 
beiden Gleichungen (1) zwei Cnrven darstellen, so gibt also die Gleichung (d) nolh- 
wendig einen reclleif Werth för /», dem ein System zweier homologer Pnncte cnt-. 
spricht« Dass diese beiden homologen Pnncte reell sind, folgt aus der 6CK). Nuinrnei\ 
Es folgt diess (459) anch daraus, dass nolhwendfg eine reelle Wurzel der G}eichu\ig (3) 
dem folgenden x^nsdmckc : ' 

einen negativen Werth gibt Statt aber in die hierdurch angezeigten Entwicklungen -ein- 
zugehen, wollen wir dasselbe Resultat nocK anf einem andern Wege« herleiten. 

612. Wenn wir, ohne die Ri<ihtnng der beiden Axen zq ändern, den Anf^ngspunct 
der Coordinaten in irgend einen Punct fy, x) verlegen, so erhalten wir statt (1) zwei 
Gleichungen von derselben Form, ftir welche wir folgende beide nehmen wollen: 

awM-abvw+cvH-Sdnw+^^uv+fu^ ess o, 
aw^2bVw+c'v*4-2d'uW+2e nv+f n^ »0. 
Alsdann bat man nach der 455. Nmnmer, indem man A =. a und A' « a' setzt : 
c « C— 2Bx^.Ax^ c' r= C'-iB'xH-A'xS 

e « E— Dx-By+Axy, c =s. E— D'x— B'y+A'xy, 

£ « F-*2Dy+Ay^ f ^ F-sD'y+Ay^. 

Wenn wir die Coordinaten des neuen Anfangspnnctes (y, x) so bestimmen» das$ 

ff c_c' .; 

io ist dieser Pnnct offenbar derDurchscbnitlspunct zweier (reeller oder imagiaiirer) ge- , 
meinschaftlicher Tangenten der beiden gegebenen Cnrven; denn die Richtungen dcf Lei- 
den von diesem Pnncte an jede der beiden Corven gelggten Tangenten sind alsdaun. durch 

folgende Gleichung gcgel^jen: . ^ v 

cv^+2euv+fu^ =• o. ... 

Wir wollen annehmen , jass die zweite ursprüngliche Coordinaten - Axc ,dort]i die. 

Mittelpuncte der beiden gegebenen Cnrven gehe. Alsdann ist B « B' =» o und zur ßt- 

stimmnng von y und x erhalten wir aus (4) folgende beide Gleichungen : 

F-2Dy+Ay« F'-sDy+AV . .... 

Wcmi wir tttwickeliii $p kommt: * \ * . , » - ' \ . \, ' 

lC'E-CEV(CD~CD>4KC'A-CA')xy+(A'E-AE>MÄl>--AD>* « o. (6) 

Die DnrcKschnittspuncte der darch di|^ yorstcbendcn beiden Gleichungen, wenn wir. 
31 «nd y als veränderlich betrachten, dargestellten Curven siäd;. also : die. &nicb«chnMls- 
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pnnctc je zweier gemeinscliaftlicher Tangenten der beiden gegebenen Canren zweiter 
Classe. In der Glcicbong (6) kommt y nor in der ersten Potenz vor. Nehmen wir ans 
dieser Gleichung den Werth von y, nemlich: 

_ (A'D-AD>>-(A'E>>AE)x'4KCD->CD>^(CE~C F;) 

y CA-CA' • 

nnd sabstitniren denselben in (5), so erballen wir offenbar eine Gleicbong von folgender 

Form: 

Mx^+Nx^+PxM-Q « o. (7) 

.Die sechs Wurzeln dieser Gleichung nnd die sechs entsprechenden Wertbe von y, sind 
die Coordinalcn der sechs Dorcbschnittspuncte je zweier der vier gemebscbaitliphen Tan- 
genten. Die. Form dieser Gleichung, in der keine mit nngeraddn Potenzen von x, behaf- 
teten GUeder vorkommen, wird dadurch bedingt, dass jene sechs Durchschnittspancte, 
paarweise genommen, gleich weit voi^ der zweiten Axe abstehen, odeo P^it andern Wor- 
ten, dass diejenige gerade Linie, welche die Mitte der drei Diagonalen der von den vier 
gemeinschaftlichen Tangenten' gebildeten vollständigen vierseitigen Figur enthält, znr 
zweiten Axe gcüommen worden ist. Die Gleichung (7) gibt notbwendig einen Werth iifr 

x^ der reell und iiberdiess positiv ist* Denn !^ , wofür man leicht folgenden Ausdruck 

erhält: 

/ CE-CE' \^ 

~VAt)-ADV/ ' 

ist immer negativ. Es sind also zwei Wurzeln der Gleichung (7) reell: die Gleithnngen 
irgend zweier Oerter zweiter Classe lassen sich zu der Gleichung eines Systemcs zweier 
reeller Pnncte verbinden, oder, was dasselbe beisst^ zwei zusammengehörige homologe 
Puncte der beiden Oerter sind immer reell. 

Die beiden übrigen Wertbe von x\ welche die Gleichung (7) befriedigen, können: 

1) beide reell und posisiv, 

S) beide imaginär oder endlich 

3) beide reell und negativ 
sein. Diesen drei Fällen entsprechen die drei in der 609. Nnmmer schon nnterschiede* 
nen Fälle. 

613. Aus der vorigen Nnnmier ergibt sich, dass wir, im AUgemdnen^ wenn iigend 
zwei Oerter zweiter Classe gegeben sind, immer und wenigstens abf eine zwiefache Art» 
indem wir den Anfangspunct geborig bc^tiipmep , diese beiden Curven dntch folgendt 
Gleichungen darstellen können: 

v'+aÄvw+Fa'+sDuw+aEuv+Aw* « o, 

v'+2B'vw+Fo^+?D'uw+2Euv+A'w5» « o. 
Wir Icönnen ferner, indem wir die Richtung der beiden Coordinaten * Axen gehörig-be* 
stimmen, E s setzen, (wenn .die beideil dorcb dein neuen Anfangspunct gebenden 
Tangenten reell sind, so brauchen wir zu diesem Ende die ursprünglichen Coordinaten- 
Axcn bloss so anzunehmen, dass dieselben mit denjenigea geraden, Linien, welche die 
von diesen Tangenten gebildeten Scheitelwinkel baljbircn, parallel sind) und alsdann den 
letzten beiden Gleichangen folgende Form geben: 

mdetn-x^; dir Kürzet 4isJb6r,«*>'* • ** li^i'?: f : . v* ».j-» )c Ji» h.l.u vy i ." ■ . 
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•-B =* V, --B' « V, 

D -^^ D' „ 

setzen, und obcrdicss w a 1 nehmen« Die geometrische Bedentnng der Conslanten in 
den beiden Gleicfanngen (8) ergibt sich- anf dieselbe Weise als in der 560. und 56l. Num- 
mer, (v, n) nnd (v", d") sind die Polaren des Anfangspnnctes , rücksichtlich der beiden^ 
durch diese Gleichung dargestellten Gurren. F ist^ wie man sogleich einsiehjt, positiv 
oder negativ^ je nachdem der Anfangspnnct innerhalb oder ausserhalb der hciden Curven 
liegt, das*^ hcisst, je nachdem die bezöglichen gemeinschaftlichen Tangenten derselben 
imaginär oder reell sind^ 

Auf demselben Wege, als in der 567. Nummer, können wir nachweisen, dass die 
beiden Gleichungen (8) sich verbinden lassen, 1. zn den beiden Gleichungen zweier Sy* 
Sterne von zwei Puncten, wenn die bezüglichen Curven vier reelle gemeinschaftliche Tan- 
genten haben; 2. zu den beiden Gleichungen zweier gerader Linien, wenn alle gemein- 
schaftliche Tangenten imag'när sind; 3. weder zu der Gleichung eines Puncten - Systems, 
noch einer geraden Linie, wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten reell und zwei imagi- 
när sind. Durch Abziehen der beiden Gleichungen (8) von einander erhalten ^-ir die 
Gleichung des mit dem Anfangspnnctc zusammengehörigen homologen Pnnctes. 

Wir erhalten in den letzten Nummern eine Bestätigung der Resultate der 609. Num- . 
mer. Wir könnten hierbei auch an die Stelle der vorliegenden Nummer Entwicklunge« 
setzen, die denen der 286. and 287. Nummer des ersten Bandes analog sind. Wir he* 
schränken uns hier indess auf diese blosse* Andeutung. 

diu. In dieser und den folgenden Nunimern wollen wir einige einzelne Fälle beson- 
ders hervorheben. 

Wenn die beiden gegebenen Curven sich berühren^ so fallen zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten zusammen und die drei Systeme homologer Pnncte derselben sind 1. das 
System des Berührungspunctes und des Dnrchschnittspunctcs der beiden, die Curven in 
diesem Puncto nicht berührenden, gemeinschaftlichen Tangenten nnd 2. zwei identische 
Systeme, von denen jedes aus den beiden Durchschniltspuncten der gemeinschaftlichen 
Tangente im Benihrungspuncte der Curven mit den beiden öbrigen gemeinschaftlichen 
Tangenten besteht. In diesem Falle hat nothwcndig die Gleichung (3) zwei gleiche 
Wurzeln* Um dicss auf directem Wege zu zeigen, wollen wir den Beriihningspunct der 
beiden Curven zum Anfangspnncte der Coordinatcn, die gemeinschaftliche Tangente in 
demselben zur ersten Axe nehmen nnd demgemäss von folgenden beiden Gleichungen 
ausgehen: ' ' 

A^+2ßvw-fCv«+?Duw «? 0, * 

A'2+2B Vw+CV^+2D uw = o, ^^^ 
wonach sich die Gleichung (2) oder (3) in folgende verwandelt: 

(C-h/iCOCD+iuD^^ = 0, ' (.0) 

und wir sehen so^eich, dass diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, von deilcn 

jede gleich ( — jp J ist, und eine dritte Wurzel, die gleich ist Y — .^ Y Dieser drit- 
ten Wurzel cntspncht folgende resnltirende Gleichung: 
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\v[(AC— A'C)w+2(BC— B'C)v+2(D(;— D'Qo] « o, 
nad jeder der beiden gleichen Warzeln folgende: 

(äD'^A'D)w«+2(BD'-.BD')w+(CD.-CD)v* « 0. 

Es hat die Gleichung (11) and also auch die entsprechende Gleichung (3) nsr dani 

drei »eiche Warzeln, wenn 

^ G D 

rr '^ ß ' 

das heissta wenn die beiden gegebenen CurTcn sich dreipanctig oscolircn (580). Die 
drei Systeme homologer X^anctc sind alsdann , was man sogleich aach a priori sieht, 
identisch und jedes derselben besteht aas dem Oscalationspancte und dem DarchschnitLs- 
punctc der Tangente in demselben mit der, einzig noch übrigen , gemeinschaftlichen 
Tangente. - . 

In dem Falle einer vierpanctigcn Osculation {allen die beiden homologen 
Puncto jedes der drei identischen Systeme in dem Oscolationspuncte zusammen. 

6l5. Wir finden die vorstehenden Resultate bestätigt, wenn wir die Coordinaten der 
homologen Puncte der beiden gegebenen Curven suchen^ Wenn wijr zu diesem Enda 
von den beiden Gleichungen (9) der vorigen Nnmmer ausgehen « 60 können wir uns, im 
Allgemeinen^ nicht mehr der Gleichungen (5) und (6) bedienen, sondern nur in dem bc- 
sondern Falle, dass diejenige gerade Linie, welche die Mittelpuncte der beiden gegebe- 
nen Curven verbindet , zugleich auch durch den Beriihrungspunct der Curven geht. In 
diesem Falle verwandeln sich die beiden zuletzt' genannten Gleichangen in folgende: 
y[2(CD-CD')-(C'A^CA')y+2(A'D-AD>«] « o, 
x[(C'D-CDV(CA-CA')y+(A'D-AD>^] « o. 
Jede dieser beiden Gleichungen stellt das System einer Coordinaten * Axc und einer sol- 
chen Parabel dar, deren Durchmesser der andern Axe parallel sin4* Die beiden Coordi- 
natea-Axen, denen die Facloren y und z in den vorstehenden beiden Gleichungen ent- 
sprechen, schneiden sich im Berührungspuncte der beiden gegebenen Curven, der zag«- 
hörige homologe Punct ist der. einzige Panct f in welchem die der ersten Gleichung ent- 
sprechende Parabel von der zweiten Axe geschnitten wird« Die beiden Puncte, in wel* 
dien die, der zweiten Gleichung entsprechende, Parajbel von der ersten Axe geschnitten 
wird, sind dieselben Puncte, in welchen die beiden Parabeln sich schneiden; denn wenn 
man die Gleichung der zweiten Parabel mit 2 multiplicirt und dann von der Gleichung 
der ersten Parabel abzieht, and den constanten Factor (CA*<CA) fortlasse, ergibt sich: 

Aus diesen beiden, auf der gemeinschaftlichen Tangente der beiden gegebenen Curven 
liegenden, Durchschnittspnncte besteht jedes der beiden noch übrigen, identischen, Sy- 
steme homologer Pancte der beiden Curven. 

Wenn wir in dem allgemeinern Falle uns der Gleichungen (5) und (6) bedienen wol- 
len , müssen wir, statt von den Gleichungen (9), von folgenden beiden drleichangen aas- 
gehen: 

Aw2+2Bvw-f-Cv24-2Duw-H2Euv = o, • . 

A'w24-aP'vw+CV+2D'aw+2E'nv « o, ^"^ 

nndjL nm auszudrücken, dass die bezüglichen Curven die erste Axe in demselben Ponett 
berühren: 

:.. ' • E E' ■ . . 
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setzen. Die Gleichung (5) verwandelt sich alsdann wiederum in folgende: 

y[2(C0-CDV(CA-.CA')y+a{A'D-AD>«] « o, 
nnd wenn wir ans dieser Gleichung die beiden Wertbe von y nehmen, die den Factoren 
des ersten Theiles derselben entsprechen, nnd nach einander in (6) suhstftniren, so er- 
halten wir, znr Bestifnmnng der sechs Werthe von x, folgende beiden Gleichungen des 
dritten Grades: 

(C'E-CE')--(CD-CD>+(A'E^AE'>»-.(A D-AD>» « o, ' . 

(C'E~CE')+(CD-CD>+(A'E-AEV+(AD-AD>3 « o. ^'^^ 

Man tiberzcngt siqh ohne Mühe, wenn man die Bcdingnngs- Gleichung (13) berücksich- 
tigt, dass die vorstehenden, beiden Gleichungen folgenden Factor des zweiten Grades : 

(CE^CE')+(A'E-AE>% 
gemeinschaftlich nnd folglich zwei Paare gleiche Wurzeln haben. 

Für den Fall einer vierj^nctigen Osculation reduciren sich, indem wir (580) £ &= o, 
B =s und CD a CD' setzen, die Gleichungen (13) beide auf: 

X« = o. 

6l5. Die Entwicklungen der beiden vorigen Nummern erleiden nur einfache Modifi- 
cationen, ^wenn die beiden gegebenen Curven, statt sich. zu berühren, eine gemeinschaft-^ 
^ liebe Asymptote nnd ausserdem also nur noch zwei gemeinschaftliche Tangenten haben. 
In diesem .Falle sind offenbar die drei Systeme homologer Pnnctc l) das System des 
Dnrcbschnittspunctes der beiden gemeinschaftlichen Tangenten und eines nach der Rich- 
tung der gemeinschaftlichen Asymptote hin unendlich weit entfernt liegenden Punctes; 
2) zwei identische Systeme, von denen jedes aus den beiden Durcfascbnittspuncten der 
beidei^ gei)s,einschaftlich<;n Tangenten mit der gemeinschaftlichen Asymptote besteht. Yon 
den drei, homologen geraden Linien fallen zwei in die gemeinschaftliche Asymptote zusam- 
men und. die drifte ist dieser Asymptote parallel nnd geht durch den Durchschnittspunct 
der beiden, gemicinschaftlichen Tangenten. 

Die Gleichungen der beiden Curven erhalten, indem wir die, gemeinschaftliche Asymp- 
tote derselben zur zweiten Coordinaten-Axe nehmen, folgende Form: 

A w2+2D UW+2E uv+F u* = o, 
Aw*4-2D'uw+2Env-+-F'u^ «= o, 
und hiernach reducirt sich die Gleichung (3) auf folgende : 

(A+^V)CE+/uE7 «.0. 

Die 'beiden gleichen Wurzeln dieser Gleichung sind ( — p>)j die dritte Wurzel ist 
f — 2r/)5 Jenen entspricht die resultirende Gleicliung: 

(AE~A'E)w^+2(DE'^D'E)uw+(FE'-F'E)a^ « o, 
nnd dieser die Gleichung: 

n[2(A'D-AD>+2(AE^AE')v+(A'F-AF')u] = o. 
Für den vorliegenden Fall gehen die Gleichungen (5) nnd (6) in folgende ober: 
V[(AF-AF0-2CA'D--AD')y] « o, 
' : x^[(A?E-AEV2(Al>-AD')x] « o, 

nnd versagen ihren Dienst zur vollständigen Bestimmung der Coordinaten der homologen 
Puncte der beiden gegebenen Hyperbeln. Sie zeigen indess , dass alle diese Puncte, 
ein einziger ausgenommen, auf der zweiten Coordinaten-Axe liegen. Den Coordinaten 
!l. ' 23 
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dieses Panctes (des Darchschnittsponcies der beiden gemeinschaftlichen Tangenten) ent* 
sprechen die zweiten Factorcn in den ersten Theilen der vorstehenden Gleichangen. 
IHe Factoren x^ dieser beiden Gleichnngen , zasammengcstellt, beziehen sich offenbar aof 
die beiden Paare znsammenfallendery aof der zweiten Aze liegender, homologer Ponctei 
Den noch übrigen > nach der Richtung der zweiten Axe hin, nnendlith weit liegenden 
homologen Ponct, erhalten wir, wenn wir einen Factor z ans der ersten Gleichoi^ mit 
dem zweiten Factor der zweiten Gleichung zusammenstellen. 

616. Wenn zwei gegebene Cnryen zweiter Classe nnter einander einen doppelten 

Gontact haben, so sind die drei Systeme homologer Pancte 1) das System der beiden 

. (reellen oder imaginären) Berdfarmigspnncte; 2) zwei identische Systeme zweier reeller m 

den Darchschnittspnnct der beiden (reellen oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangen* 

ten zusammenfallender Pnncte. 

Die letztgenannten beiden Systeme bestehen, wenn wir die Bezeichnung der 609. 
Nummer beibehalten, ans den Puncten (2) und (8), (8) und (9) und diese Pnncte sind 
identisch dieselben 1 wenn wir m' &% m, n ss n, p' » p und (( ^ ({ setzen. Den bei- 
den Bertthrungspuncten entspredien die Gleichungen (5) und (6)} doch die CoefSdenten 
in diesen Gleichungen können wir nur durch Differential - Ausdrücke darstellen. Setzen 
wir zu diesem Ende: 

m' «« m+dm, n' = n-|-<In, p as p-f-dp, q » q4-dqb 

so gehen diese Gleichungen in folgende über:. 

(dp^^q)w^(dm-^n)v+[(dm-Mn)(p+q)--(dp+dq)(m-Hi)3 « o, 
(dp^dq)w— (dm— dn)v+[(dm— dn)(p— q)— dp— dq)(m— n)] « o. 

Die drei homologen geraden Linien der beiden gegebenen Cnrven bestehen l) ans 
der Berührnngs-Chorde; 2) aus zwei reellen geraden Linien > welche beide durch den 
Dnrchschnittspuntt der beiden gemeinschaftlichen Tangenten gehen. Die BerÜhrungs- 
Chorde ist immer reell, auch wenn der doppelte Gontact ein imaginärer ist» die Ans- 
drticke (y) geben fiir die Coordinaten derselben: 

— ( q^'P"^'P^<I^P^ p) ^'P"H [qd n— ndq— mdp>dn 
^ *" " dndp— dmdq^ ' 

(ndp^pdn— qdm)dp'->(ndq'^ qdn^— pdm)dq 
dndp— dmdq 

Was die beiden Übrigen homologen geraden Linien betrifft, so konnte es, da jede 
derselben durch zwei zusammenfallende Puncte geht, scheinen, als ob ihre Richtung 
jede beliebige sein könnte. Nichts desto weniger aber ist ihre Riefatnbg eine vollkommen 
bestimmte. Aus den zweiten Gleichungen bei (4) nnd (10) erhält man nemlich luv den 
vorliegenden Fall, mit Yernachlässigung der verschwindenden Grossen; 

^ p(ndq----qdn>|-q(qdm-^ndp) ^ . 

y.. ^ npdp-qA-qan) 
ndp—- qdm 
Da wir bisher über die beidei^ Coo<6ittaten- Axen durchaus keine Bestimmung ge- 
macht haben, so können wir die Richtung derselben nun so bestimmen, dass 

V- » N, T SS o. 

Die erste dieser. Bedingungen gibtt 
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ond hiernach die zweite dersdben: 

-^ p «a O. 

Bei diesen Yoranssetaongen erhält man: 

V «a 0# 

Es ist also die eine homologe gerade Linie (w, v) der BerHhnmgs-Chorde («r, r) pa- 
rallel. Da man femer» weil p verschwindet, 

▼ •t-v =3 
erhält I so bilden die beiden gemeinschafdicbcn Tangenten der beiden sich doppelt be- 
rührenden Oerter zweiter Classen, ond diejenigen beiden homologen geraden Linien, de- 
nen wir die Coordinatep-Azen parallel genommen haben, und die durch den 0arch- . 
schnitt jener gemeinschaftlichen Tangenten gehen, eia System von vier Harmonioalen 
(I., 36). Da die eine dieser homologen geraden Linien der Berührongs-Chorde parallel 
ist, so geht die andere darch die Mitte dieser €horde nnd also dnrch den Darchschnitt 
der gemeinschaftlichen Tangenten nnd die Mittelpnncte der beiden Oerter. 

617. Zwei Hyperbeln mit denselben Asymptoten haben in unendlicher fintfemang 
einen reellen doppelten Contact; zwei ähnliche, ähnlich liegende nnd concentrische El- 
lipsen haben in nnendlicher Entfernung rinen imaginären doppelten Contact. . In' bei- 
den Fällen liegen zwei homologe Puncte unendlich weit, und die vier übrigen fallen in 
dem Miaelpuncte der Cnrve zusammen. Wir wollen diese Bemerkungen durch einige- 
analytische Entwicklungen unterstützen. 

Zwei Ellipsen, die denselben Pnnct zum Mittelpnncte haben, kiSnneo wir immer 
dnrch folgende beide Gleichungen darstellen: 

Aw^+Cv^+Fu^ = 0, 
Aw^H-C'vH-Fu« ==0, ^'*^ 

indem wir diejenigen beiden Durchmesser, die für beide Curvcn zogcordncte sind, zu 
Coordlnaten-Axen nehmen. *) Für den vorliegenden Fall verwandelt sich die Gleichung 
(2) in folgende: 

(A+MXC+A*Q(F+^Fy = o. ^ (16) 

Die drei Wurzeln dieser Gleichung sind ( — p V ( — .-^ )i ( — r?, ) und die Glci- 



^ Um die Richtungen derjenigen beidien Durchmesser, die zugleich für beide darch folgende 
Gteichangeu dargestellte Oerter: 

AwM-CV^4-2Euv+Fn« = o, 
A'w^+C'v^+2E'ov+F'u^ 5= o, 
zugeordnete sind, zx^ bestimmen., erhalten wir nach der 486* Nummer folgende beiden 
Gleichungen: 

CvV+E(v'+v")+F Ä 0, 
CVV+E'(v+v")+F' « o. ^ 
Hiernach sind v und v" Wurzeln folgender quadratischen Gleichung : 
(C'E— CEV-f(C'F-CF')v+(E'F— EF') •= o, 
und diese Wurzeln sind immer reell, wenn eine der beiden gegebenen Carven, etwa die 
erste, eine Ellipse ist. Denn setzen wir, was erlaubt ist, £ «= o, so komm): 

E'F-i^Er F ' . 

CE^CE' ^ ""C' 
und dieser Ausdruck ist nothwendig negativ, wenn die erste gegebene Curre eine El- 
lipse ist, ^ 
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chongen der drei entsprechenden Systemen von zwei Poncten : 

(A'C-A,C)vM-(A'F-AF'y m o, 

(AC-A'C)wM-(C:F-CF'K = o, (i6) 

(AF-AT)w«+(CF-CF)v» « o. 
Jede der beiden letzten Gleichungen drückt ein System von zwei Poncten aaSj die auf 
einer der Coordinaten - Axcn liegen. Diese beiden Paare homologer Pnncte sind die (reel- 
len oder imaginären) Winkelpancte eines Parallelogrammes » die beiden entsprechenden 
homologen geraden Linien die (immer reellen) Diagonalen desselben, mithin diejenigen 
beiden Durchmesser der beiden gegebenen Ellipsen» die i&t beide zugeordnete sind. Dai 
durch die erste der vorstehenden Gleichungen dargestellte Paar homologer Pnncte liegt 
nach den Richtungen der Seiten des eben bezeichneten Parallelogrammes nnendlich writ 

Um auszudrftcken , dass die beiden Gleichungen (14) ähnliche Ellipsen darsteUeni er- 
halten wir die Bedingungs- Gleichung: 

CF = CT, 
wonach die Gleichung (l5) zwei gleiche Wurzeln erhält. Alsdann rednciren sich die bei- 
den letzten der Gleichungen (16) auf 

w« « 0, (ir) 

und die erste dieser Gleichungen reducirt sich auf 

Cv^+Fu« « o. (fi) 

Die Gleichung (17) zeigt, dass vier- homologe Pnncte in den gemeinschaftlichen Mittel- 
punct der beiden gegebenen Ellipsen zusammenfallen» und die Gleichung (18), dass die 
beiden übrigen nnendlich weit liegen und imaginär sind. 

Da je zwei zugeordnete Durchmesser einer der beiden zuletzt betrachteten älipsen 
auch zugeordnete Durchmesser der andern sind, so kann man jedes System solcher zu- 
geordneter Durchmesser als das System zweier homologer gerader Linien der beiden Cnr- 
ven betrachten, und jeden beliebigen Durchmesser als einzelne homq^oge gerade Linien. 
Die dritte homologe gerade Linie liegt unendlich weit und ihre Richtung ist hiemach eine 
durchaus unbestimmte. 

618. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall ganz unberücksichtigt gelassen, dass die 
gegebenen Oerter zweiter Classe beide Parabeln sind. Indem wir dieselben als Ueber* 
gangs-Curven von Ellipsen zu Hyperbeln betrachten, können wir die nachstehenden Ae^ 
snltate unmittelbar aus den vorhergehenden herleiten, wenn wir annehmen, dass ^wei 
Parabeln nur drei gemeinschaftliche Tangenten haben, weil die vierte unendlich 
weit liegt. Diese Annahme rechtfertigt sich sogleich, wenn wir, indem wir w ss t 
setzen, von folgenden beiden allgemeinen Gleichungen ausgehen: 

A+2Bv+Cv«+2Dn+2Euv+Fu* « o, 

A'+2B'v+C'v2+2DW2Euv+Fu« = 0. 
Denn in dem Falle , dass die beiden Coefficienten A und A' zugleich verschwinden und 
nur in diesem einzigen^ Falle werden diese beiden Gleichungen befriedigt, wenn wir 
zugleich 

V == a, n = o 

setzen. Eine Tangente liegt also nnendlich weit, ihre Richtung ist unbestimmt» denn 

V ♦ A ~ 

der Ausdruck fdr - erscheint railer der unbestimmten, nicht reducirbaren ^ Form -. Die 
n o 
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Coordinaten-Werthe der drei übrigen gemeinschaftlichen Tangenten sind darcfa Glci- 
chnngen des dritten Grades gegeben: eine gemeinschaftliche Tangente irgend zweier ge-^ 
gebener Parabeln ist also noth'wendig reell, die beiden übrigen sind entweder beide reell 
oder beide imaginär. 

In dem Falle dreier reeller gemeinschaftlicher Tangenten erhält man drei reelle Sy- 
steme zweier homologer Pnncte, von denen jedesmal einer der Darchschnittspnnct zweier 
gemeinschaftlicher Tangenten ist nnd der andere , nach der Richtnng der dritten^ gemein- 
schaftlichen Tangente hin, unendlich weit liegt Indem wir von den unendlich weit lie- 
genden Poncten abstrahiren, sind also die Winkel pnncte des von den drei gemeinschaft-^ 
liehen Tangenten gebildeten Dreiecks die drei Lomologcn Pancte. Die drei homologen 
geraden Linien der beiden Parabeln sind in dem vorliegenden Falle ebenfalls reell, und 
jede derselben geht durch einen Winkelpnnct des von den gemeinschiS^itlichen Tangenten 
gebildeten Dreiecks nnd ist der diesem Winkelponcte gegenüberliegenden Seite dieses 
Dreiecks parallel* 

In dem Falle zweier imaginärer Tangenten der beiden gegebenen Parabeln gibt es 
nar einen einzigen reellen homologen Panct: den Darchschnittspunct dieser beiden ima- 
ginären Tangenten; nnd nnr eine einzige reelle homologe gerade Linie: diejenige gerade 
Linie, welche durch diesen homologen Pnnct geht, nnd der einzigen reellen gemein- 
schaftlichen Tangente parallel ist 

619« Durch Verbindung der Gleichungen zweier gegebener Parabeln r 
2Bvw+Cv«+2Duw-i-2Euv+Fu2 « o, 
2B'vw+CV^2Duw+2E'nv+F'n' » o, ^'^ 

erhalten wir folgende allgemeine Gleichung des zweiten Grades: 

2(B+A*B')vw+(&FittC)vH-2(D+Ad)'>uw4-2(E-l-A«E>v-h(F4-/^^^^ « 0. (*) 
Diese Gleichung stellt, wie wir auch den- unbestimmten Coefficienten fi bestimmen mögen, 
nur Parabeln dar, diejenigen besondern Fälle bloss abgerechnet, wo dieselben ein Sy- 
stem von zwei Puncten darstellt, von denen alsdann einer unendlich weit liegt Um aus- 
zudrücken, dass die letzte Gleichung ein solches Puncten -System (System homologer 
Pnncte) darstelle, erhalten wir, nach der 466. Nummer, folgende Bediugungs - Glei- 
chung, die in Beziehung auf /ci bis zum dritten Grade steigt: 

(C-huC)(D+iMD')^2(B-hAiB'XD+ttD0(E+ittE')+(F+^0(B^^^ « 0. 
Auf dieselbe Gleichung redacirt sich die Gleichung (d) der 61 1. Nummer, wenn wir in 
derselben A nnd A' gleich Null setzen. 

Wenn wir für ik eine Wurzel der letzten Gleichung nehmen, so stellt die Gleicbnng 
(2)9 nach der eben angezogenen Nummer» das System solcher zwei Puncte dar» von de- 
nen einer folgender ist: 

oad der andere nach derjenigen Richtung hin unendlich weit liegt, die durch folgende 
Gleichung gegeben ist: 

(B+iMB')%'+(D+/tD')u = 0. 

620. Um die Coordinaten der drei homologen Puncte irgend zweier gegebener Pa^ 
rebeln (1) zu bestimmen > können wir auch auf eine ähnliche Weise, wie in der 6l2* 
Nammer verfahren» Wenn wir die Bezeichnungsweise dieser Nummer beibehalten, und 
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bloss A 8 A' s setzen, and den Anfkogspimct der Coordioaten in einen homologen 
Pcmct der Beiden Parabeln verlegen,* so erbalten wir 

c e' <j e' 
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das belssti wenn wir sobstitoiren m&d die Coordinaten jenes homologen Panctes Jr imd z 
nennen : 

E-J3x--By E— D'x-^Bj 
C-2ffir "" Cr-2B'x • 
E^ Dx-^By _ E--Dx~B> ^^^ 

F— 2Dy ^ . F--2D'y ' 
Wenn wir entwickeln, so kommt: 

a(DB'-D'B)x^-((DC .-D'C)+2(EB'--E'B))x-(BC-~B'C)y+(EC-E C) « o, . . 
2(BD'-B'D)y^-((BF-BT)+2(ED'-E'D))y--(DF-D'F)x-KEr-ET) « o, ^*^ 
und wenn wir diese beiden Gleichungen von einander abziehen, so ergibt sich: 

2(ÖD'-B'D)Ij«+x*]-(B(F'~C)— B'(F-.C)+2(ED'-E'D))y-.{D(F-CVD'(F-~C)+ 

2(EB'-E'B))x+(E(F-C)-E'(F-C)) « o* (s) 

Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (4) nach einander x and y eliminieren, 
so erhalten wir zwei Gleichungen, die in Beziehung auf die übrigbleibende unbekannte 
Grösse bis zum vierten Grade steigen. Drei Wnrzelpaare beziehen sich auf die drei 
homologen Puncto der beiden gegebenen Parabeln, das vierte Paar enthält fremde 
^^nrzeln. Die geometrische Bedeutung dieser fremden Wurzeln ergibt sich leicht 
Die Gleichungen (3) werden nemlich beide befriedigt, wenn wir zugleich: 

c « E-Dx— By « o, 
e' « E'-D'x-B'y = o, 
setzen. Die durch diese beiden Gleichungen bestimmten, immer reellen, Werthe von y 
und X beziehen sich offenbar auf keinen der drei homologen Puncte, sondern auf denje- 
nigen Pnnct, in welchen wir den Anfangspunct der Coordinaten verlegen müssen, wenn 
aus den Gleichungen beider Parabeln, ohne dass wir die Richtung der Coordinaten- 
Axen ändern, die mit nv behafteten Glieder ausfallen sollen. Wenn wir rechtwinklige 
Coordinaten voraussetzen, so bilden (471) die beiden Tangenten, die sich, von diesem 
Pqncte aus, an die eine Parabel legen lassen, mit den beiden durch denselben Punct ge- 
henden Tangenten der andern Parabel gleiche Winkel. Bei dieser Voraussetzung stellt 
die Gleichung (5), wenn wir y nnd x als veränderliche Grössen betrachten, einen Kreis 
dat lind dieser Kreis ist der geometrische Ort aller solcher entsprechender Punkte, die 
wi^ erhalten, wenn wir das rechtwinklige Coordinaten- System behebig drehen. 

Da es hiernach nothwendig ein Paar reeller zusammengehöriger Werthe von j nnd 
X gibt, welche den beiden Gleichungen (4) Genüge leisten, so gibt es ausserdem auch 
noch ein zweites Paar solcher reeller Werthe und diese sind die Coordinaten eines ho- 
mologen Punctes der beiden gegebenen Parabeln, der also immer reell bleibt, wahrend 
die beiden übrigen imaginär werden können. * 

Der durch die drei Dnrcbscbnittspuncte je zweier der drei gemeinschaftlicheii Tan- 
genten, der beiden gegebenen Parabeln gehende, und durch diese drei Puncte vollkom- 
men bestimmte Kreis geht durch den Brennpunct jeder der beiden Parabeln. Wenn wir, 
um diess zu zeigen, den Brennpunct einer derselben, etwa der ersten, zum Anfangs- 



j 
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pancte rechtwinkliger Coordinaten ndunfen, so erhalten wir (476): 

E = O, C « F; 

nnd htemacli fällt ans der Gleichnng (5), die den in Rede stehenden Kreis darstellt, das 
von y nnd x unabhängige Glied ans , nnd der bezOgliche Kreis geht also durch den An* 
. fangspnnet der Coordinaten. Hiemach ergibt sich folgender bekannter Satz (841) : - 

Die Brennpuncte aller derjenigen Parabeln , Vielehe die drei Seiten eines gegebe- 
nen "Dreiecks berühren^ liegen auf dem Umfange eines Kreises^ der durch die drei 
Winkelpuncte des Dreiecks geht. *) 

Zugleich erhält man hier folgenden Satz: 

Wenn irgend ein Dreieck gegeben ist und man legt i^n irgend einem Puncte des 
Umfanges des diesem Dreiecke umschriebenen Kreises Tangenten -Paare an solche Pa- 
rabeln, welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks berühren ^ so bilden Je zwei 
solcher Tangenten' Paare mit einander gleiche Winkel. 

Wenn wir berlScksichtigen , dass mit den Parabeln , welche die drei Seiten des ge* 
gebenen Dreiecks berühren» anch drei Systeme homologer Pnncte, deren einer unendlich 
weit Hegt, zusammengehören, nnd den letzten Satz auf zwei jener drei Systeme* anwen- 
den, so bq;egnen wir dem bekannten Satze, ^dass Paripherie* Winkel, die auf demsel- 
ben Bogen stehen, einander gleich sind.^ 

Aus der Zusammenstellung einer Parabel mit einem der drei Systeme homologer 
Puncte ergibt sich eine Constrnction beliebig vieler Tangenten einer Parabel, wenn vier 
Tangentea derselben gegeben sind« ^ 

S. 9- 

Verbindung der Qhichungen zweier Oerter zweiter Classe zu der Gleichung 
irgend einei neuen Orte$ derselben Clasie* Theorie der Transversalen. 

621. Wenn ü|;end zwei gegebene Oerter zweiter Classe durch folgende beiden Glei- 
chnngen dargestellt werden : 

AwM-aBvw+Gv^+aDüw+aEuv+Fu? = 0, 

AVM-2B'vw+C'v«+2D'nw+2E'uv+Fn« = o, ^'^ 

so erhalten wir für die allgemeine Gleichung aller deijenigen Oerter derselben Classe, 
welche mit den beiden gegebenen dieselben vier gemeinschaftliche Tangenten hab^n, 
folgende: 

(A+M')w«44^(B+iMB')vw^<G+f*C)vM-2CD+KIy)uw+2(E-^|uE0uv+(^^^ « o. (») 



*) Zu demselben Resultate komm^ wir auch, nacb der 580«. jNumnier, wenn wir swlschen den 
beiden Gleiebungen der- 480t Nummer. 

2BE— D(C— F) 

^ ** ' 2(B«-fD2) ' 
2DE+B(C— F) 

* " 2(BM-D*; ' 
B oder D eliminireB. 
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Wenn also: 

A"w»+3B''vwC+''v«+2D"üw+2E"aY+FV « o, (3) 

die Gleichnng irgend eines solchen Ortes ist, so ergeben sich, bei gehöriger Beitimmong 
des anbestimmten Coeffieientcn (i^ folgende Gleichongcn: 

A+A/t' "■ A" 



k"> 
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A+^A' ~ a:' 

A+/«A' " ^A"' 
E+>«E' • E" 



w> 



A+iuA' "" A 

F+juF r 

A+M' ^ AT' 
ans denen sich noch 10 andere herleiten lassen , indem wir je zwei derselben in einander 
dividiren* 

622. Ans dem blossen Anblick der l5 Gleichangen, die anf diese Weise sich erge- 
ben, lassen sich eine Reihe von Sätzen herleiten. Wir wollen zuerst einige dieser Glei- 
chungen, einzeln für sich, betrachten. 

Jede der beiden Gleichungen: 

E+fiB' BT D+A<D' D;' 

'K^W ^ K" Ä+;;iX ** A" 

gibt folgenden bekannten Satz: 

Die Mätelpuncte aller Oerter zweiter Classe^ -welche vier gegebene gerade Urnen 
berühren , insbesondere die Mitten der drei Diagonalen der , von diesen geraden Li- 
nien gebildeten f vollständigen vierseitigen Figur, liegen in gerader Linie. 

Wenn wir nemlieh die erste oder zweite Goordinaten-Axe dorch die Mittelponcte 
der beiden Cnryen (l) legen, so ist 

D « O' s o, B s B' 8 o, 

nnd mithin anch 

D" « 0, B" « 0, 

623. Anf gleiche Weise gibt die Gleichung : 

folgenden Satz (469}: 

Wenn man von irgend einem Puncte aus an jeden von drei^ demselben Viereck 
eingeschriebenen, Oerter zweiter Classe zwei Tangenten legt, so bilden diese drei 
Tangenten -Paare eine Involi^ion von sechs geraden Linien. *) 



*) 1. Solche Sjsteme von sechs geraden Linien und von sechs Pancten, die IttTolationen bilden, 
verdienen ganz die besondere Aufmerksamkeit, welche einige Geometer denselben geschenkt 
haben. Ich erlaube mir hier einige Bemerkungen über die Art, wie man bei der Betrach- 
tung derselben verfahren kann. 
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Dieser SaU enthält als besondem Fall den bereits schon in der 440« Nnmmer 
hergeleiteten Satz Ton - einer yollstandigen Tierseitigen Figar. Wenn wir eine Curve mit 
zv:ei I^ün^en « Systemen zasammensteHen, ^0 erhalten wir einen Satz vonüinnischricbenen 
Yicreck nnd nach diesem Satze können wir> wenn fünf Tapgenten einer Curve zweiter 



Die nachstehenden Definitionen scheinen mir die zwcckmässigsten : 

Drei Paare Port' geraden Linien, von denen jedes mit zu^ei ges^ebenen geraden Linien 
vier Jiarmonicalen bUdet^ bilden unter sich eine Inuolution uon sechs geraden Linien.' 

Drei Paare von Puncten, von denen jedes nüt zwei gegebenen Vuncten vier harnioni^ ' 
sehe Tfieilungspuncte bildet^ bilden unter sich eine Involution von ^echs Pimcten. 

£s folgt unmittelbar au^ den vorstehenden Definitioneni dass jede Transversale eine In- 
volution von sechs geraden Linien in solchen Pnncten schneidet, die eine Involution voq 
sechs Puncten bilden, und, andererseits, das« man eine Involution von sechs geraden I^i- 
nien erhält, wenn man, von einem belifbigei^ Puni:te au^, sechs gerade- Linien nach einer 
Involution von sechs Puncten zieht« Zugleich, ist ersichtlich, d^ss, wenn wir eine Involution 
von sechs Pnncten oder von sechs geraden Linien projiciren, gleichviel ob orthographisch 
oder perspecti>Msch, wir in der Projection wiederum eine Involution von sechs Puncten oder 
von sechs geraden Linien erhalten. ^ Und endlich ist klar, dass, da die Pole von vier Har- 
monicalen, in Beziehung auf irgend einen gegebenen Kegelschnitt, vier harmonische Thet- 
lnn£[spuncte, und die Polaren von vier harmonischen Theilungspuncten vier Harmonicalen 
sind, auch die Pole einer Involution von sechs geraden Linien eine Involntiofi von sechs 
Puncten und die Polaren einer Involution von sechs Puncten eine Involution von "sechs ge- 
raden Lihieu bilden. 

Da von vier harmonischen Theilungspuncten zwei imaginär sein könneii',' so können 
anch die Puncte einer Involution , paarweise genommen , imaginär werden. Wenn die bei- 
den Pnncte eines Puncten - Paares der Involution zusammenfallen, so geschieht diess in ei- 
nem derjenigen beiden Puncte» die mit jedem Paare der Involution vier harmonische Thei- 
lungspuncte bilden. (Auch diese beiden Puncte k()nnen imaginär sein). Mit diesen beiden 
Puncten können zwei Puncten - Paare zusammenfallen. Alsdann erhalten wir also, statt der' 
Involution, bloss vier harmonische Theilungspuncte« 

Beziehungen, welche den letzten ganz »nalog sind, ergeben sich für eine Involution 
von sechs geraden Linien. «- 

11. Nach der ersten Definition ergibt sich sogleich folgender Satz: 

Wenn eine Involution Pon sechs geraden Linien gegeben ist y so kann man, im AUh 
gemeinen y ein-e JVansversale auf doppelte TVeise so when, dass zwischen je zwei Linien- 
Paaren der Involution gleicJie StUche derselben liegen. 

Aus der zweiten Definition geht folgender Satz her\'or (1Ö2) ; 

Wenn eine Inuolution von seche Puncten gegeben ist, so schneiden sich diejenigen 
drei Kreise y welche man itber den Abständen der Puncte jedes Paares dieser sechs Puncte, 
als Durchmesser y beschreiben kann^ in denselben beiden {reellän oder inuiginäreii) Puncten. 
Diese Durchschniltspuncte sind zwei solcJie Puncte y die die Eigenschaften besitzen ^ dasSy 
wenn man von einem derselben zwei gerade Linien nach jedem Puncten^ Paare der Invo* 
iution zieht y je zwei solclier drei Linien- Paare mU einander gleiche Winkel bilden. 

Es sind die beiden in Rede stehenden Durcbschnittspuncte reell oder imaginär, je 
nachdem diejenigen beiden Puncte, welche mit den beiden Puncten jedes Paares der Invo- ^ 
Iution vier harmonische Theilungspuncte bilden, umgekehrt, imaginär oder reell sind. Die 
gemeinschaAIiche Chorde jener drei Kreise halbirt diejenige gerade Linie, welche die letzt- 
genannten beiden Puncte verbindet and steht auf derselben senkrecht. Diese beiden Puncte 
selbst sind zugeordnete Pole in Beziehung auf jeden der drei Kreise- (d09); sie sind die 
Cbordalpuncte (363) je zweier derselben. 

Eine unmittelbare Atawendung des letzten Satzes gibt folgenden Satz : 

Wenn drei Paare von Kreisen, die dieselben beiden Mittelpuncte haben^ gegeben sind, 
so haben diejenigen drei Kreise^ welche über den Abständen der Durchschnätspuncte der in- 
nern und der äussern gemeinsc/iaftächen Tangenten der gegebenen Kreise der drei Paare, 
als Durchmesser f beschrieben werden können, eine gemeinschaftliche {ideaU) Chorde. 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich ^ect, wenn wir nach der Gleichung (6) der 186. 
Nummer die Gleichungen zweier solcher Kreise bilden. Auf diese Weise ergibt sich, indem 

II. ^ ' 2k 
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Classe gelben sindj eine sechste Tangente constroiren» indem wir sn (lOnf gegebenen 
geraden Linien einer Involntion die sechst^ bestimmen« 

Alle Resnkafe dieser Nummer gelten anch fiir .solche Parabeln i welche die drei 
Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren« 



wir b SS i? a o und a+a =3 setsens 

pM-r» 



'2 



'midtiQ, wenn wir absieben, und durch den constanten Fa(itor des ersten Gliedes divtdiren: 

X =s o, 
eine Gletchong, die von der Grösse der Radien der verscbiedenen Kreise nnabb3ngig ist. 
Man kann diesen Beweis auch als den Beweis des letzten Satzes ansehen. 

' Aus dem vorletzten Satze ei^'bt sich eine leichte Constmction des sechsten Ponctes ei- 
ner Involution, wenn fünf Pnncte derselben gegeben sind; ond hiemach also anch der 
sechsten geraden Linie einer Involution, wenn fünf gerade Linien derselben gegeben sind. — 

HL Da die Summe der reciproken Abstände zweier zusammengehöriger harmonischer Theilungs- 
puncte von einem der beiden übrigen Theilungspuncte dem doppelten reciproken Abstände 
der beiden letztgenannten Puncte von einander gleich ist, (Seite 100 ^ Note) so ergibt sich 
ferner der folgende Satz: 

'Wenn sechs Puncte finer geraden Linie, die eine Involution bilden ^ gegeben sind^ 
so gibt es, im allgemeinen ^ zwei solclie Puncte derselben geraden Unie, für deren jeden 
die Summe der beiden reciprolen abstände pon den beiden Puneten Jedes Paares der In^ 
Solution derselben Grösse gleich ist. 

lY. Das Product der Absende zweier zusammengehöriger harmonischer Theilungspuncte von der 
Mitte der beiden übrigen Theilungspuncte ist gleich dem Quadrate des halben Abstandcs 
dieser letztgenannten Puncte von einander. 

Dieser Satz ergibt sich sogleich* Dean nennt man jene beiden Abstünde p und q , und 
diesen halben Abstand b, so gibt die harmonische Proportion: 

b+p : b— p =3 i+q : q— b, 
und folglich kommt % 

pq f= b*. 
Wenn die beiden ersten harmonischen Theilungspuncte reell sind, so ist auch b reell; 
wenn jene Puncte imaginär sind, nimmt b die Form ^V^— 1 an und b^ ist negativ. Im er» 
Stern Falle sind p und q reell und haben dasselbe Zeichen, oder sind imagioär; im zwei- 
ten Falle sind p und q uotbwendig reell und von entgegengesetztem Zeichen. So lange nur 
die beiden letzten Theilungspuncte reell sind, sind auch p und q reell. 

Nach der zweiten Definition ergibt sich hiernach folgender Satz; 

Wenn eine Involution von sechs Puneten gegeben ist, so gibt es immer einen sieba%» 
ten Punct derse&en geraden Linie, welcher die Eigenschaft besitzt, dast das Produet 
der Abstände desselben von den beiden Puneten jedes Paares der Involution ein und der^ 
selben Grosse gleich ist. 

Diesen siebenten Punct kann man den Mitte Ipunct der Involution nennen. 
Wenn ein Punct einer Involution unendlich weit liegt, so ist der zugehörige Punct der 
Mittelpunct derselben. 

y. Wenn man einen der Scheitelwinkel fcs. 2^}, welche zwei gegebene geitade Linien mit ein* 
ander bilden, durch eine gerade Linie halbirt und irgend zwei andere gerade Linien zieht, 
welche als Harmonicalen zu den beiden gegebenen g^ören, und mit der Halbirungs - Linie 
Winkel bilden, die man 17 und $ nennt, so ist: 

tangf^ • tcmg'^ = tang'^^, 
Es folgt dieser Satz unmitlelhar aus dem letzten Satze von vier harmonischen Theilongs» 
puneten, wenn man eine Transversale zieht, die auf jener- Halbirungs -Linie senkrecht 
steht, und die Durchschnitte derselben mit den vier Harmonicalen betrachtet» Hiernach gibt 
die erste Definition folgenden Satz: 



Onter «weiter Classe. 187 

Wenn wir an&ebflie&t dass die beiden gegebenen Carren einen Mittelpnnct La- 
ben, nnd ^ _ -. •. 

B a B' » o, O » D' « 

teuen» so haben alle in Bede atebendea Corven denselben Mittelpnnct nnd sind 



y ■ 

fPerm eins Involution pon sechv geraden Unien gegeben iet , eö gibt ee immer zwei 
auf einander senkrecht siehsnde gerade Linien , deren Jede die Eigeneciiaft heeitst , dass^ 
wenn man die Iflhisl, welche die drei Linisn^JPaare der Jnt^oluUon mit derselben bilden, 
9j nnd 5, 17' und ^, tj" und 5" nennt: 

tangrftangX = tangfftang'^ = tangi{* tang^\ 
Diese beiden geraden Lioieo kann man die A x e n der gegebenen Invcrlution von '«ecfia 
geraden Linien nennen« Die beiden Axen bilden mX je xwei Juuien«^£aaren der Invokition 
eine neue Involution. 

Die letxte Gleicbong gibt, in IJebereinstimmang mit IL, insbesondere aucb folgen- 
den Satz: 

Die Schenkel dreier rechter fFinkel^ die einen gemeinechaftlichen Scheüelpunct haben, 
bilden eine Jnpolutian von eeche geraden Unien. — 
VI. Wenn die beiden Gleicbangen 

w-H>u sss o, w— bu s=s o, 

irgend xwei Ponete darstellen, die anf der zweiten Axe xu beiden Seiten des Adfangspnnctes 
gleich weit von demselben entfernt liefen, so stellen nach der 410, Mommer nnd der zwei- 
ten Definition, wenn ^, ju und ^* irgend drei beliebige Coefiicienten bedeuten, folgende 
drei Gleichungen - Paare : 

(H-iW)w+(l— /M)bu « o, (i+^')w+(l— /£')ba s» o, ' (l-|-iu"}w+(l— |u")bu = o, 
(1— /u)w-KH.^)bn = o, (l-/t')w+(;n./t')bu « o, (1— ^Ow+(l-f-/u'')bu =s o, 
eine Involution von sechs Puncten dar, bezogen auf ihren Mittelpnnct, als Anfangsponct 
der Coordinaten. Diese Gleichungen zeigen wiederum, dass das Product der Abstände ei- 
nes beliebigen Puncten - Paares der Involution vom Mittelpuncte derselben gleich ,b^ ist. 
Ferner erhält man, wenn man die drei Puncten -Paare $ wie sie den vorstehenden drei 
Gleichungen «-Paaren entsprechen, V und U, V. und -U', V" und V nennt: 

vir _ Qi^ -1-^0(1-/0 

und indem man diese drei Gleichungen in einander mulliplicirt, kommt, wenn man zugleich 
auf die Vorzeichen Rücksicht nimmt: 

IT'V.üV'.CV "* ""*• ^^ 

Da min V mit Ü, V mit U und V" mit ü" beliebig vertausdien kann, so ergeben sich 
aus der vorstehenden Gleichung noch folgende drei: 

U"U.Ü'V".VV' "" ^' ü''V.V'V".tü' ~ *' V "V.U'ü'.üV * ^ 

Wenn wir nach einander die Gleichung (a) in jede der Gleichungen (b) *di\idiren , so ge- 
laneen wir zu folgenden drei .Gleichungen: 

vv",vü" ur,ür VW Xü _ vv .trv v"v^.v"ir ^ ux,crv 

Die sieben Gleichafagen (a), (b) und (c) entsprechen den schon in der 439. Nummer er- 
^ wähnten , von H. Bbunchon aufgestellten, Gleichungen. — 
VIL Wenn die beiden Gleichungen: 

y = eanga.iy j « —tanga.x, ^ , 

irgend zwei darch den Anfangspunct der Coordinaten (von denen wir annehmen, dass sie 
rechtwinklige seien) gehende gerade Linien darstellen, welche xu beiden Seiten^ der ersten 
Axe liegen und mit derselben gleiche Winkel bilden, so erhalten, nach der ersten Defini- 

24 * 
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demselben Parallelogramm eiogeschricbeo« Unier dieser .Toransseüoiig enthält die GIci- 
chang (4) folgenden Satz: (497) 

Alle Curven zweiter Classe^ die demselben Parallelogramm eingeschrieben sind^ 
haben Seide dieselben Zfi^i geraden Liniert zu zugeordneten ^Durchmessern. * 

Diese beiden zugeordneten Durchmesser sind offenbar die beiden Diagonalea- des 
Parallelogramms. Denn wenn wir yon einer Gurve zu einem Systeme von zwei Poncten 
iibergehen , so fällt von irgend zweien zugeordneten Dorchmessem einer immer in die, 
diese beiden Poncte verbindende, gerade Linie. Es folgt hieraus ferner folgender Satz; 

Von allen in ein gegebenes, Perallelogramm beschriebenen Ellipsen nähert sich die- 
jenige dem Kreise am meistern, deren gleiche zugeordnete Durchmesser die beiden Dia- 
pönalen des gegebenen Parallelogramms sind und deren Axen also die i^n diesen Dia- 
gonalen gebildeten Scheitelmnkel halbireru — 

625. Etwas allgemeiner 9 als die Beweisführung in den letzten beiden Nummern, ist 

die nachstehende Betrachung^weise : 

Die Gleichung 

B+AtB' _ B" 

die wir-beisplelsweise nehmen wollen, redncirt sich, wenn wir 

B B' 

setzen , auf folgende : 

Wir konvmen also zu folgendem allgemeinern Resulsale: 

Wenn in der Gleichung einer gegebenen^ Curve zv^eiUr Classe der Quotient irgend 
zweier Coejjßcienten gleich ist dem Quotienten der entsprechenden Cöejjßcienten in der 
Gleichung einer zweiten solchen gegebenen Cun^e^s so erhält man denselben Quotienten 
auch dann 9 wenn man, statt einer der beiden gegebenen Cun^en, irgend eine dritte be- 
trachtet, welche mit diesen dieselben ider gemeinschaßlichen Tangenten hat. 

Es ergeben sich hier 15 yerschiedene Fälle, von denen wir einige besonders bervor- 
.hehcn wollen. 

fiOQ und Dach IV., wenn fi, (i und fi" beliebig zu bestimmende GoefiScienten sind, (ur 
Irgend eine beliebige Involution von sechs geraden Linien, Ov und Oa, Ov' und Ou', Ov" 
und Ou", deren Axen die beiden 'Coordinateu - Axen sind» folgende Gleichungen: 

(l+/^)y = (1-A*>x, (l-hujj = (1— iu')ax» CH-/Oy = (1— /Htx, 

Hiernach erhält man, nach leichten Beductionen: 

tangy''Ovt "^ (/i"VXl-/i^")* 
tangvOu" _ Qi'+fiX^'-'/ii fi) 

tangy Ou "" (^| +^ )(1— ft'/x") ' 

tan^ Ou" ^ (ji^'+fi)(l — ft/ji ) * 
und, indem man diese drei Gleichungen mit einander multipUcirt, kommt: 

tangv" Ou Jangv'OvL'JangyOvL ^ . 

tan^u'OyJanguOy'janguOv "^ 
Aus dieser Gleichung ergeben sich unmittelbar noch sechs andere, die den Gleichungen 
(b) und (c) entsprechen, — ■ » 
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C26. Aas jeder von folgenden drei Gleichangen: 

B+^B' B^ D+/cD' _ D" D+fiD' _ D ' 

ergibt sich biemach der Satz der &3. Nmnmcr. 

Aaf ähnliche Weise folgt aas jeder von folgenden sechs Gleichungen: 

C^mC C' E+juE' _ E" E+A*E' ET 

E-f^E' E" F+//F F" ■ F+//F _ F" ^^^ 

J5Ti^^W'' Ü+^'"^W ET^-E^' 

nachstehender bekannter Satz : (525) 

Der geometrische Ortjur die Pole einer beliebigen Transi^ersalen , in Beziehung 
auf alle Ellipsen oder Hyperbeln^, welche demselben Viereck eingeschrieben sind^ oder 
in Beziehung auf alle Parabeln^ welche die drei Seiten desselben Dreiecks berühren^ 
ist eine gerade Linie: 

Ans diesem Satze folgt der zn Anfang dieser Nummer angezogene (darch Granz-Be* 
trachtnngen in der Constmclion) indem man die beliebige ' Transversale sich nncndKch 
weit entfernt denkt {n der analytischen Entwicklung vertauschen sich, beim Uebergang 
von einem Satze znm andern, bloss die zusammen zn stellenden GoefHciehtcn der alige- 
meinen Gleichung. 

Wenn man, statt drei Curven, die drei Paare gegenüberstehender Winkelpnncte ei- 
ner vollständigen vierseitigen Figur zusammenstellt, so erhält man den Satz der 4^5. 
Nommer (526). Die in diesem Satze bestimmte gerade Linie geht also ' durch den Pol 
der beliebigen Transversalen, in Beziehong auf jede der vierseitigen Figur eingeschriebene 
Cnrve zweiter Classe. Wenn flihf gerade Linien gegeben sind, so erhält man 
ftinf gegebene vierseitige Figuren und mithin auch, einer beliebigen' Trahsversalen entspre- 
chend, fünf gerade Linien, welche durch ein und denselben Pnnct gehen, durch den 
Fol dieser Transversalen, in Beziehung auf diejenige Ciirve zweiter Classe , welche yon 
den fiinf gegebenen geraden Linien berührt wird* Diesen Pol können wir also, ohne 
dass die Gurve selbst gegeben ist, durch den Durchschnitt irgend zweier von jenän fünf 
durch denselben Pnnct gehenden geraden Linien construiren. 

627« Den Satz der 624* Nummer erhalten wir unmittelbar aus folgenden beiden Glei- 
chungen, welche schon unter den Gleichungen (5) vorkommen: 

E^fiE E" E+/eE E" • / 

und ferner auch ans folgender: 

^ F+z^F f;^ .. 

Wenn wir nemlich, was die letzte Gleichung anbetrI(Tt> vom Anfangspuncle der Coor- 
dinaten, für den wir jeden beliebigen Punct nehmen können^ zwei Tangi^.nten an jede 
der beiden gegebenen Curven legen, ferner der zweiten Axe, der wir eine beliebige 
Richtung geben können, irgend eine gerade Linie parallel ziehen, die den an die erste 
Cui've gelegten Tangentenr^n dca beiden Pnncten u und v, und den an die zweite Gurve 
gelegten Tangenten in n und v' begegnet, und dann die erste Axe durch einen solchen 
Ponct P dieser geraden Linie legen, der dadurch, und zwar auf einzige Weise, bestimmt 
ist, dass 
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PdJt « PuPy, 



CO ist oDfenbar: 
and al<o nach (7) : 
and mithin aoch: 



FF 

F P P* 

C * (7* (f' 



Pa.Pv « Pu •Pt = Pu •.Pv", («) 

wenn wir die entsprechenden Darchscbnitte der durch den Anfitngspnnct an die drike Car?e 
gelegten Tangenten n ' nnd v ' nennen. Es führt also die Glcichong (7) wieder tth dem Satze 
der 624. Nammcr, indem wir die in der Note zn dieser Nammcr nnter V. entwickelte Eigen- 
schaft einer Involution von sechs geraden Linien berlicksichtigen. Ein besonderer Fall 
ist derjenige, wo» bei der Yoraossetzong rechtwinkliger Coordinaten - Axen : 

C C " C "" ~*\ 

Diess ftihrt za Resultaten, bei denen wir später ausführlicher verweilen werden. 

628. Der Satz der 624« Nummer, und namentlich die Umschreibung desselben in der 
Gleichung (8) der vorigen Nummer, besteht auch dann noch, wenn wir annehmen, dass 
alle Tangenten, statt durch denselben Pnnct zu gehen, nnter einander parallel sind. Es 
folgt diess einerseits aus Gränz -Betrachtungen in der Construction, und andrerseits, wenn 
wir eine der beiden Gleichungen: 

A+M" ** A'"' Ä^vlA? " A"' 

behandeln, wie in der vorigen Nummer die Gleichung (7). 

Die Discussion des in Rede stehenden Falles führt in mehrem speciellen Sätzen, 
Fig. 17. von denen wir einige hervorheben wollen. Wir wollen, zu diesem Ende, wie in der 17. 
Figur, eine Gnrve mit zwei Pnncten -Paaren, A und C, B nnd D, zusammenstellen, 
nnd eine beliebige Transversale MN betrachten, welche von den sechs Parallelen in den 
Pnncten n und v, u nnd v, n" und v' geschnitten werde. Es ist alsdann, nach der 
Gleichung (a) der Note zur 624. Nummer: 

V"ü VTJ U'V" 

Yü" ■* TU" • CHT' 
und hieraus folgt: 

"" V"ü HB EG 

Der erste Theil dieser Gleichung ist das Yerhältniss der beiden Yierecksseiten BC and 
AD, wenn man dieselben an{ die Transversale MN nach der Richtung der parallelen 
Tangenten EG und FH projicirt; er ist also das Terhältniss dieser Seiten selbst, wenn 
dieselben parallel sind. 

' Die zweite der Gleichungen (c) gibt: 

FD HB 6B ED 
PÜHA "• GAEÜ' 
Wenn die gegebene Corve eine Parabel ist, so liegt eine der beiden parallelen Tan- 
genten, etwa FH, unendlich weit Alsdann ist, nach der Note zur foZ|. Nummer (IV), 
*ü' der Mittelpunct der Involution und also: 

U'Ü.UT « Ü'Ü".U'V"; 



J 
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Die Producie der Abstände je zipeier gegenüberliegender Winkelpuncie einer belie- 
bigen^ um eine gegebene Parabel beschriebenen^ vierseitigen Figur von einer beliebigen 
festen Tangente sind einander gleich. 

Indem man einer Seite des nmschriebenen Vierecks andere Lagen gibt» und die drei 
übrigen Seiten nnvcrandert lässt /ergibt sich sogleich folgender Satz: 

Das Ferhältnsss der Abstände der beiden- Durchschnittspuncle einer betpeglichen 
Tangente mit zwei festen Tangenten einer gegebenen Parabel von einer dritten Jesten 
Tangente ist constant. 

Hiernach lassen sich leicht, wenn Tier Tangenten einer Parabel gegeben sind, belie- 
big viele Tangenten derselben bestimmen* «- 

629« Man sieht, anf den ersten Blick» wie alle die vorstehenden Resaltate onter ein- 
ander in der genauesten Beziehang stehen, nnd alle aof eine einfache Weise aas einem 
derselben, dem Satze der 624* Nummer, werden hervorgehen müssen. 

Zu denselben Resultaten kommen wir auch noch durch Elimination von /i. Wenn 
wir s. B. A 9 A' a A" BS 1 setzen, nnd dann zwischen den beiden Gleichungen: 

ft eliminiren, so kommt: 

B '(D'-D)+B'(D-D"H-B(D' -D') « o. 
Diese Gleichung ist; in Beziehung auf B'' nnd D", vom ersten Grade und stellt also, 
wenn wir diese Grössen als veränderlich, als x nnd j, betrachten, eine gerade Linie 
dar nnd diese gerade Linie geht durch die beiden Pnncte (D', B') nnd (D, B). Anf 
diese Weise erhalten wur also den Satz der 623. Nummer. 

In die übrigen analogen Entwicklungen gehen wir hier nicht ein, sondern thnn gleich 
einen Schritt weiter. 

630. Wenn in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades (3), welcbc ans der Ver- 
bindung der beiden Gleichungen zweier gegebener Oerter zweiter Classe (l) hervorgeht, 
zwischen zweien Quotienten irgend zweier Coeflicienten -Paare irgend eine Bedingungs- 
Glcichung gegeben ist, so haben diese beiden Quoticfnten bestimmte, zusammengeborige 
Werthe. Die Anzahl dieser Werthe ist im Allgemeinen gleich dem Grade der Bcdin* 
gnngs- Gleichung, oder doppelt so gross. 

Diese Behauptungen ergeben sich anmittelbar. So haben wir zum Beispiel : 

B+fJär _ b;; p+fiP' d ' 

A+M^'^A"'^ A+M^'^A"* 

mid wenn wir zo diesen beiden Gleichungen noch irgend eine Bedihgungs- Gleichung, 

B" D" 

von irgend einem n. Grade, in Beauehung aof j^ und -p, die wir allgemein durch . 



D" R" 

bezeichnen wollen, hinzufügen, so sind -pv und -p; vollkommen bestimmt, und zwar 

erhalten wir für diese beiden Grossen im Allgemeinen n Paare von Werthen. Es 
sind diess die Goordinaten- Werthe der Durchschnittspuncte derjenigen geraden Linie, 
welche der geometrische Ort (ur die Mittelpuncte aller derjenigen Oerter zweiter Classe 
ist,, die mit den beiden gegebenen (1) dieselben gemeinschaftlichen Tangenten haben. 
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mit der darch (9) (wenn wir ^ and-p; als veränderlich, als y und x, betrachten) dar- 
gestellten Carve n. Ordnnng. Ganz analoge Fälle ergeben sich oficnbar' 

.^ = 20. 
1.2.3 

Wir haben ferner auch: 

B+^' B" F-f/iF F" 

und wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen ft climinircn, so kommt: ^ 

(D'A--DA')J! . ßl+(AT-AF)^!+(DBD'-«)^+(F'B-FB') = o, 

eine Gleichong:, die nicht mehr, wie in den Torigcn 20 Fällen^ sich, in Beziehung auf 

TV' V ' 

die Quotienten -rj, und «rro auf den ersten Grad rcducirt Wenn also zwischen dcnsel« 

ben beiden Quotienten noch eine Bcdingnngs - Gleichung irgend eines n. Grades gegeben 

ist, so erhalten wir für diese Quotienten eine 2 n fache Bestimmung. Es ist gut, zu be* 

merken, dass in dem vorliegenden. Falle eine Bedingungs- Gleichung des m« Grades, in 

B" • • F" 

Bczicliung auf p, und des m'. Grades, in Beziehung auf jp^ bis zum (m+m'). Grade, iir 

Beziehung (etwa) auf ^., , jy, , ^^ und ^„ , ansteigt. 

Aui ähnliche Weise ergibt sich, dass, wenn zwischen dreij vier oder fünf Quo- 
tienten beliebiger Co efficnten- Paare der allgemeinen resnltirenden Gleichung (2) eine ge- 
gebene Bedingungs- Gleichung Slatt findet, diese drei, vier oder fttnf Quotienten voll- 
kommen bestimmt sind. Die Zahl der möglichen verschiedenen Bestiuamungen ist, wenn 
ein und derselbe Coefßcient als Nenner in allen Quotienten vorkommt (ein Fall, auf den 
wir uns hier beschränken wollen) gleich dem Grade der gegebenen Bedingungs-GIeichnng. 

Es ist zum Beispiel: _ ■ ^ ^ _ ^ 

i - 4[ (A^'E"-B"D'0^^CA"C"-B"^)(A^'r~D'^^)3^iy^ 
tang'fj - f(A"C''-^B''«)+2(A'E''--B''D>£:5iH-(AT'--D''2)]i' 
eine Bcdingnngs - Gleichung des vierten Grades (etwa) zwischen den fünf Coeflicienten 
A^' 7*" yT" X" ^^^ A^* ^^ ^^ daher im Allgemeinen (490) vier verschiedene Hyper- 
beln, deren Asymptoten einen gegebenen Winkel 17 mit einander bilden nnd mit zwei 
gegebenen Curven zweiter Classe dieselben \ier (reellen oder imaginären) gemeinschaftli- 
chen Tangenten haben, das faeisst, demselben Yiereck eingeschrieben sind. Es gibt aber 
insbesondere nur zwei gleichseitige Hyperbeln , die vier gegebene gerade Linien beröbFcn, 
weil die vorstehende Bedingungs - Gleichung für diesen Fall auf folgende sich redocirt: 

(A'C"-B"^)+2(A"E"-B"D>o5^A''F"--D"«) « o. 
Diese Gleichung rcducirt sich wiederum, wenn wir B" s» D" a o setzen, auf folgende: 

C"+2E"ro^^+F" « o, 

E* F* 

auf eine Gleichung des ersten Grades in Beuehang auf die beiden Quotienten p» nnd j^ 

Es gibt also nur eine einzige gleichseitige Hyperbel, welche die vier Seiten eines 
Parallelogramms berührt* 

Um noch ein Beispiel zu haben, wollen wir folgende Bedingongs-Gleichnng nehiDem 

£"z C"F' D"* 

(C"+F')* ■= 5777» 
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welche 9 bei der Voraussetzung^ rechtwinUicbcr Coordinaten-Axen, ansdröckt, dass der 
darch den Anfangspunct der Coordinaten , gehende Darchmesser der resaltircndcn Carve 
mit der ersten Coordinaten - Axe einen Winkel bildet, der demjenigen gleich ist, wel- 
chen die dorch den Anfangspnnct gehenden Tangenten der Cnnre mit einander bilden. 
Da diese Bedingnngs - Gleichung bis zum vierten Grade steigt, so gibt es im Allgemeinen 
vier Corven, welche, von einem gegebenen Pnncte ans, nnler einem Winkel gesehen 
werden, der demjenigen gleich ist, welchen der dnrch den gegebenen Ponct gehende 
Dmchmesser der Carve mit einer gegebenen geraden Linie bildet 

Anf ähnliche Weise ergibt sich (49O), dass es im Allgemeinen sechs Carven zweiter 
Classe gibt, die von einem gegebenen Pnncte ans nnter einem Solchen Winkel gesehen 
werden, der dem Asymptoten - Winkel der Carve oder dessen Nebenwinkel gleich ist. 

631. Wenn wir anf das zn Anfange der vorigen Nnmmcr angeführte Beispiel noch- 
mals zarückblicken, so finden wir, dass 77«' und -n nnabhäogig 3ind von den Coefficien- 

tcn C, £, F and C, E', F der beiden Glcichnngen (l). Statt der darch diese beiden 
Gleichungen dargestellten Carven hätten wir also auch irgend zwei andere Curven nel)^- 
men können, in deren Gleichungen die entsprechenden sechs Coefficienten belielfige an- 
dere Werthe haben« Indem wir diese Bemerkung aaf alle Fälle ausdehnen, erhalten wir 
folgenden Satz: 

fVenn zfpischen zppei^ drei oder vier Quotienten beliebiger Coefficienten der re^uf- 
tir enden Gleichung (2) eine gegebene Bedingungs - Gleichung Stattfindet ^ so bestimmen 
sich diese Quotienten -auf dieselbe Weise, me wir auch die Werthe derjenigen Coeffi- 
cienten der beiden Gleichungen (1), welche den in jenen Quotienten nicht vorkommenden 
CoeJfidenJteu der resultir enden Gleichung (^) entsprechen ^ anders bestimmen mögen. 

Einzelne Fälle dieses Satzes wollen wir beispielsweise hervorheben und geometrisch 
deuten. 

632. Die beiden Gleichungen (1) stellen, wenn wir in denselben ' nur die f^chs C06& 
(dienten C^ E, F und C, EV F' als gegeben betrachten, die übrigen sechs Coefficicn- 
len aber unbestimmt lassen, solche zwei beliebige Oerter zwelt^er Classe dar, die zw^i 
Paare fester, durch den Anfangspnnct der Coordinaten gehender gerader Linien berühr 
ren. Für solche Oerter zweiter Classe können wir insbesondere auch, zwei beli^ebige Sy«* 
Sterne von zwei Puncten nehmen, die auf vier festen, durch den Anfaagsponct gebenden, 
geraden Linien liegen. Die durch die resultirende ^Gleichung (3) ds^rstellbaren Carven 
sind also solchen beliebigen Yierccken eingeschrieben, deren Winkelpuncte auf jenen yie^ 
fe&ten geraden Linien sich befinden. 

Die Gleichung 

^ E"*-C'F" = o 

drückt aus, dass die bezügliche Curve durch den Anfangspunct der Coordinaten geht, und 
zeigt zugleich, dass es, im Allgemeinen, zwei Curven zweiter Classe gibt, die vier gege- 
bene gerade Linien berühren und überdicss durch einen gegebenen Punct gehen. Hier«- 
nach ergibt sich folgender Satz: 

Alle Curven zweiter Classe, welche durch einen gegebenen Punct gehen, und sol- 
chen beliebigen Vierecken eingeschrieben sind, deren vier Winkelpuncte auf vier gegs* 
kenen, durch den gegebenen Punct gehenden, geraden lAnien liegen, berühren in dem 
gegebenen Puncte eine von i^wei festen geraden Linicnn 

IL ?5 
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Bei der Yoraasseixnng rechtwinkliger Coordinaten • Azen erhält man ohne Mühe: 

wenn C derjenige Winkel ist, unter welchem die bezügliche resoltirende Carve vom An- 
fangspuncte der Coordinaten ans gesehen wird. Es gibt also im Allgemeinen zwei dem« 
selben Viereck eingeschriebene Corven, welche, von einem gegebenen Pancte ans, nn- 
ter einem gegebenen Winkel gesehen werden. Es gibt nur eine solche CarvCi wenn der 
gegebene Winkel ein rechter ist, denn^ wenn $ a %n:, gibt die letzte Gleichung: 
C+F SS o. Hiemach erhalten wir folgenden Satz: 

Alle CwTQen zweiter Ctasse^ welche i^on einem gegebenen Puncte aus unter einem 
gegebenen Winkel {oder dessen Nebenwinkel) gesehen werden^ und solchen beliebigen 
Vierecken eingeschrieben sindy deren i^ier Winkelpuncte auf i^ier gegebenen ^ durch din 
gegebenen Punct gehenden^ geraden Linien liegen i berühren zwei feste ^ durch densel- 
ben Punct gehende^ gerade Linien* 

Wenn der gegebene Winkel kein rechter ist^ so erhalten wir f&c diese beiden fe» 
sten geraden Linien eine zwiefache Bestimmang. 

633. Bei der Yoraassetzang rechtwinkliger Coordinaten ist der Aasdrack 

C"-f-F" B"H.D"» 

""A^ A"« 

gleich dem doppelten Quadrate der Hälfte einer der beiden gleichen zugeordneten Durch- 
messer der, durch die resnltirende Gleichung dargestellten, Cnryc zweiter. Classe (Ellipse) 
(512). Wenn wii| daher den vorstehenden Ausdruck einer gegehenen Constanten K^ gleich 
setzen, so ist die Grösse der gleichen zugeordneten Durchmesser der durch die resnlti- 
rende Gleichung dargestellten Curvc. gegeben, und zwar durch eine Gleichung des zweiten 
Grades zwischen den vier Coefficicnten -j,i, p,, j-,, und j-„. Die Bestimmung dieser Quo- 
tienten ist von E und £' durchaus unabhängig. Hiernach ergibt sich folgender Satz (534) : 
Wenn irgend zwei Rechtecke mit parallelen Seiten gegeben sind und man be- 
schreibt in jedes derselben irgend eine beliebige CurQe zweiter Classe ^ so sind diejeni- 
gen Ellipsen f welche mit solchen zwei Cun^en zweiter Classe dieselben gemeinschaftli- 
chen Tangenten haben und deren gleiche zugeordnete Durchmesser, der Grösse nachy 
gegeben sind, alle einem i^ön zwei (vollkommen bestimmten Rechtecken eingeschrieben, 
deren Seiten den Seiten der beiden gegebenen parallel und deren Diagonalen den^ der 
Grösse nach , gegebenen gleichen zugeordneten Durchmessern gleich sind. 

Wenn wir K^ s= o setzen, so sind alle resnltirende Curven gleichseitige Hyperbeln* 
in dem vorstehenden Satze ändert sich alsdann weiter nichts, als dass zwei Seiten der 
dj&nselben umschriebenen Rechtecke imaginär werden. 

634. Wir haben (51 1) , um noch ein letztes Beispiel zu betrachten : 

(V, ß„. 

** ■" Ä" • Ä^' 

irenn wir den labalt der rcsaltirendcn Corve Qa nejincn, und annehmen» dass die bei- 
den gegebenen Gurren die erste Coordinaten • Axe im An£angsponcte berUbren, wonach 
F, E, F, E'.« nnd also ancb f ", E" =« o. (Vergl. die 65S. Nummer). Betrachten 
wir jenen Inhalt als gegeben, so ist die vorstehende Glcichoog eine Bedingung« -Gleicbni^ 
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C" D" 
des dritten Grades -swischen den beiden Quotienten -in, nnd -n* Die Bestimmung dieser 

Quotienten ist von den Cocfficienten B nnd B' in den beiden Gleichungen (l) nnabbän» 
gig. Hiernach ergibt sich auf dieselbe Weise , als bisher > folgender Satz: 

Wenn Zfpei Curven zweiter Classe eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen 
Puncte berühren 9 so gibt es ein^ beiden Cwven umschriebenes^ Dreieck und in dieses 
Dreieck kann man im Allgemeinen drei Cun^en zweiter Classe (fon gegebenem Inhalte 
beschreiben y welche die eine Seite desselben^ die gegebene gerade Linie ^ in dem gege^ 
bencn Puncte berühren. Wenn man^ statt jeder der beiden ersten Curven^ nirgend eine 
aridfire nimmt ^ welche dieselbe im gegebenen Puncte osculirt^ und mit ihr eine zweite 
gemeinschafi liehe Tangente haty die der gegebenen parallel ist (58l), so erhält man 
ein neues umschriebenes Dreieck und drei neue^ diesem Dreieck eingeschriebene Curven 
zweiter Classe von dem gegebenen Inhalte. Auf diesem Wege kommt man zu drei 
Qruppen sich oscuür ender Lunten, welchen Parallel -Trapezen eingeschrieben sind, dß^^ 
ren beide parallele Seiten^ von welchen die eine überdiess in demselben Puncte berührt^ 
wird; in dieselben beiden geraden JUnien fallen. 

635, An das Vorstehende schliessen sich unmittelbar auch noch die nachstehenden 
Entwicklungen an« ' ' 

Wenn wir folgende lineare Bedingungs « Gleichung : < : 

CV«-2E"i'+F' = 0, (0 ^ 

in der z' irgend eine gegebene Grosse bedeutet, zu Grunde legen ^ so gibt es ausser der 

gegebenen Grosse z' noch eine zweite Grosse z", welche, wenn wir p und -^^ als be- 
kannt ansehen, fiir z' snbstitnirt^ die letzte Gleichung befriedigt, und man erhält alsdann:. 

7ir, «=' Z*f»Z^ .9^ oa Z2 • 

£s ist durch die Gleichung (l) eine, durch den Anfangspunct gehende, eine fünfte, Tau- 
gente der resnitirenden Cnrve gegeben und aus der linearen Form der obigen Bedin- 
gungs - Gleichung folgt, dass es nur eine einzige solche resultircnde Curve gibt. Die 
zweite durch den Anfangspunct gehende Tangente, deren Richtung z" entspricht, ist eme 
einzige und vollkommen bestimmte. • . t • i :o \; 

Auf ähnliche Weise, wie bisher, ergibt sich, dass diese zweite durch den Anfangs- 
punct der Coordinaten gehende Tangente für alle resnkirendea Gmrven di.4selbie blcibl^ 
wenn wir die beiden gegebenen Curven mit andern vertauschen, welche dieselbeili idurfif 
den Anfangspunct gehenden , geraden Linien berühren« Es folgt dieser SataS auch nnmik^ 
telbar aus dem Satze der 623. Nummer und, umgekehrt, dieser Satz ergibt sich sogleich 
aus jenem. 

Wenn wir insbesondere voraussetzen, dass die resultirende GleTchaa|;r'ein flj^tena 

von zwei Puncten, (y', .x') und (y% x"), darstelle, so erhält diescli^e fel^d« Forjn: 

i»?H<z'-l-x")vwH.xVV»4<3r'4-y )uw^<xy>xy)uv+yy'u^ .=? o, 
nnd man bat : 

Wenn wir ferner annehmen, dass die erste gegebene Curvennveran^erlicb 4)9«^l>4tbidbtt 
ap die SuUe der zweiten aber wiederm geliürig bestimmte P^acfcn -»Systeme tf^tep, fp 
gelangen wir zu folgendem Sat^e; -^ i, .iinu tv^.y 

25 ♦ 
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Wenn irgend eine Curi^e zweiter Classe gegeben islf und man beschreibt um die- 
stelbe beliebige Vierecke ^ deren drei Winkelpuncte auf drei gegebenen ^ durch einen ge- 
gebenen Punct gehenden geraden Linien liegen j so liegen die vierten Winkelpjmfite auf 
einer vierten^ ebenfalls durch den gegebenen Punct gehenden ^ geraden Linie. *) 

Wenn wir zwei solcher umschriebenen "Vierecke betrachten, welche einen Winkel- 
pnnct gemein haben, so folgt aus dem TOrstehenden Satze unmittelbar der Satz von 
BRIAKGHON: „dass die drei Diagonalen eines um eine Curvc zweiter Classe beschriebenen, 
Sechsecks sich in demselben Puncte schneiden»^ 

6d6. Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Entwicklungen heschliessen, welche 
aus einer sehr einfachen Schln3sweise sich ergeben und zuerst diese Schlussweisc selbst 
allgemein aoistellcn* 

Wenn wir die Gleichung eines geometrischen Ortes «zweiter Classe zwischen den 

Coordinat^n n, v und w» der Kürze halber, durch 

ü = (l) 

darstellen und 

eine solche fileichung zwischen denselben veränderlichen Grössen bedeutet ^ in welcher 

(was wir in Beziehung auf das Folgende hier gleich voraussetzen) die XloefiGcienten der 

gegebenen Glcichong (l) n«r auf lineare Weise vorkommen » so können wir, wenn eine 

zweite Carve zweiter Classe durch die Gleichung 

IT « o (3) 

gegeben ist, eine Gleichung 

'so bildi^n, dass in Y' die Constanten von U' gerade auf dieselbe Weise vorkommen, als 

in' Y die Constanlen - von U«- Die Gleichungen (2) und (4) stellen alsdann offenbar zwei 

Curven ein nnd derselben beliebigen Classe dar, von Urelchen die erste mit der ersten ge* 

gebeoen Cnrve (l) in derselben geometrischen Beziehung steht, als die zweite mit der 

zweiten gegebenen Cnrve (d). Wenn irgend eine dritte Curve zweiter Classe 

. ü" = o (0 

gegeben ist, so entspricht derselben eine neue ^urve: 

Y" = o. (6) . 

Wenn wir nun 

'^^ . ' ' : - U+iuü' = ü"' (7) 

wkiitn\ das heisst, wenn Wir annehmen, dass die dref gegebenen Curven dieselben vier 
g^oinscfaaftlichen Tangenten haben , oder^ mit andern Worten, derselben vierseitigen 
Figur eingeschrieben sind, so ergibt sich auch, was sogleich in die Augen springt: 

das heisst, auch die drei Curven (2), (4) nnd (6) haben, paarweise genonunen, diesel- 
ben« gemeinschaftlichen Tangenten, deren Anzahl nach der besondem Nator dieser Cnr- 
ven^ond nämentiich nach dem Grade ihrer Gleichnngen sich bestimmt. 



Dieser Satx ist nur ein einielber und besonderer aus einer Reihe von Sätzen ond Consfrttc« 
tionen, über die H. PoMCELST sich ia den letzten Capiteln seines öAer schon angefubr- 
Jen Werkes, ansfuhrlich verbreitet {Prop. proj. Sect. IV. Chap. IL, III. p. 280 — 308)«^ 

'bksdfien Reserltite fliessen ebenfalls aas allgemeinen und einfacben analjtiscben Befrachtnngs- 
./Mbfti;: doch, diese, gehören tdebt hierher, weil sh sich^an Gldohongen von h<^hecii Gra* 
den anknüpfen. . ^^ 1 . . ' 
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Wenn ferner 

W = o (•) 

irgend eine Glcichang zwi^hen den Panct-Coordinaten x, j nnd z bedeutet, 4cren Coeffi- 
cientcn durch die Cocfficienten der gegebenen Glcicbang (1) sich auf lineare Weise aas- 
drücken lassen, nnd 

W' - o, W" ^ o (9) 

solche, in Beziehung auf (3) nnd (5), ahnlich gebildete Gleichnngeo bedeaten, und end- 
lich wiederum die Gleichang (7) Statt findet, so ergibt sich 

W+A*W' = W"; 
das heisst, wenn die drei gegebenen Gurren derselben vierseitigen Figur eingeschrieben 
sind, so schneiden sich die drei Cnnrca (8) und (9) in denselben Puncten, deren Anzahl 
VOQ der Natur dieser Curven abhängt« 

637. Wir gehen zur Anwendung des Vorstehenden auf einige besondere Fälle «her. 
Wenn wir die Gleichung: v 

AwM.i2Bvw-f.CvM-3Dnw-H2EnH-Fo^ 00, (1) 

xn Grunde legen, so erhalten wir: 

(Aw'4-Bv4-Du)w-KBw'+Cv+Eu>-HDw'+Ev+Fn')a «= 0, 
für die Gleichnng des P.oles irgend einer gegebenen geraden Linie (w', v', n') (5/|8) nnd: 

Aw4-Bv4-Dn = o, 
fiir die Gleichung des Mittelpnnctes der gegebenen Cnrve. Hiernach gelangen wir, da in 
den beiden letzten Glcichnngcn die Constanten der Gleichung (1) nur in der ersten Po- 
tenz vorkommen, sogleich die Sätze der 626. und 622. Nummer, dass die Pole einer be- 
liebigen geraden Linie ^ in Beziehuiig anf alle Oerter zweiter Classe, die derselben vier- 
seitigen Figur «ingesckfrieben sind, nnd insbesondere auch alle Mittelpuncte solcher Cur-* 
ven, in gerader Linie liegen. Und diese Sätze sind zugleich auch für die beso'ndern 
Fälle, dass die Seiten der vierseitigen ' Figur alle oder zum Theil zusammenfallen oder 
imaginär werden, bewiesen, nnd auch für Puncten- Systeme , die sich mit jenen Curven . 
zusammenstellen« 

638* Dieselben Sätze, von denen der letztere als besonderer Fall des erstem anzu- 
sehen ist, ergeben sich auch auf folgende Weise, die in der Allgemeinheit der Bezeich- 
nungsart (welche eine unmittelbare Uebertragung auf Cürvcn beliebiger Classcn gestattet) 
den Vorzug verdient. Aus der Gleichung: 

V+fiU ^ U", 
folet dnrch Differentiation: 

' dü^ du; ^ du;- 

. 3w . dw dw ' 

worin der obige Satz, in Beziehung auf die IVIitlelpnncte , nnd 

du AU du" du dU' dU" 

^ •d;'*"^d7 ^ i[f' d^^^^du =" 'du"*' 

worin der Satz, iti Beziehung anf die Pole einer der beiden, beliebig anzunehmenden, 
Coordinatcn*Axen, enthalten ist (549)- Wollen wir die Coordinaten<> Axcn als gegebeiv 
Gebrachten, nnd den Satz direct, in Beziehnng auf die Pole einer beliebigen geraden Li- 
nie (w', v', u), beweisen, so brauchen wir nur folgende Gleichnng zn bilden: 
tdü .^4Ü , dÜ ,).. idÜ' , du' , dir ,> .dU" , du" , dU" A 
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die wir erhalcen, wenn wir die letzten drei Glclcbungcn addiren, nachdem wir zoror die 
erste mit w', die zweite mit y' und die dritte mit n mnltiplicirt haben. 

F. 19. 18. 689. Wenn wir wiederum von der Glcichong (0 der 637. Nummer ausgehen, so 
stellt > bei der Yoraussetzung rechtwinkliger Coordinatoi * A^^^^ * nach der i|83. Nammer 
(bigende Gleichang: 

A(f +x«)-2Dy-2Bx+(F+q) *r o, (0 

* den geometrischen Ort derjenigen Pnncte dar, von welchen aus die dorch (l) dargestellte 
Cnnre zweiter Classe nnter rechten Winkeln gesehen wird Dieser Ort ist derjenige 
Kreis, desisen Mittelpnnct der Mittelpunct der Cunre ist und dessen Radius gleich ist der 
Quadrat -Wurzel aus der Quadrat-Summe der beiden halben Äsen der Curve, also Üx 
den Fall der Ellipse, gleich derjenigen Chorde, welche die Endpuncte der beiden .Axen 
derselben verbindet. Da in der Gleichung (2) die CoefBcienten der Gleichung (1) niA- 
auf lineare Weise vorkommen, und zwei Kreise sich im Allgemeinen in zwei Pnncten 
schneiden, so ergibt sich folgender Satz: 

Alle O erler zfpeiter Classe ^ tvelche einer gegebenen vierseitigen Figur eingeschrie- 
ben sindj werden t im Allgemeinen j i^on za^ei festen Puncten aus^ unter rechten Win- 
keln gesehen. 

Wenn wir die drei Pnncten «^ Systeme» die zn dieseii Oerterp gehören, betrachten, 
10 folgt: 

Diejenigen drei Kreise y die man Ober den drei Diagonalen einer gegebenen pqII- 
ständigen vierseitigen Figur ^ als Durchmesser y beschreiben kann 9 gehen durch diesd^ 
ben beiden Puncte. 

Hiernach können wir jene beiden festen Pnncte, die wir Q und Q' oaonen wollen, 
leicht constrniren. Sie liegen zu beiden Seiten der geraden Linie (LN), welche die }SjXr 
telpnncte aller eingeschriebenen Curven zweiter Gasse enthält, gleichwe^t von ihr entfernt 
nnd auf einer solchen geraden Linie, welche auf LM senkrecht steht« Wenn die dre^ 
letztbezeichneten Kreise sich nicht in reellen Pnncten schneiden, so haben sie wenigstens 
eine reelle gerade Linie zur (idealen) gemeinschaftlichen Chorde« 

Die Construcfion folgender Aufgabe; 

In eine gegebene vierseitige Figur eine Curve zweiter Classe zu beschreiben^ eUe 
von einem gegebenen Puncte^ P, aus unter einem rechten Winkel gesehen mrd^ 
kommt, wenn wir zuerst den Mittelpunct der Curve bestimmen, daranf hinaus, den 
Mittelpnnct desjenigen Kreises zn finden, der durch den gegebenen Punct P und durch 
die beiden festen Pnncte Q nnd Q' geht Wir können diesen Mittelpnnct auch dann be- 
stimmen, wenn die beiden Pnncte Q und Q' imaginär werden (120). 

In eine gegebene vierseitige Figur eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben. 

Da für den Fall einer gleichseitigen Hyperbel der Kreis (2) auf einen Pnnct, dm 
Mittelpnnct derselben^ sich reducirt, so erhalten wir die Mittelpnncte derjenigen beiden 
Hyperbeln, welche, im Allgemeinen, der Aufgabe Genüge leisten, wenn wir die Choc- 
dal-Puncte (303, 124) derjenigen beiden Kreise Sachen, welche Über irgend swei Diago* 
nalen der gegebenen vierseitigen Fignr, ab Durchmesser ^ beschrieben werden kooneD. 
Wenn jene Hyperbeln reell sem sollen , so müssen die Durchscfanittspnhcte dieser b«- 
den Kreise imaginär sein. 

640. Wenn wir, wie in der vorig(>n Nommer, Cnrven zweiter Cl^sise^ dk tier gcge* 
bene gerade Linien berühren, dadurch bestimmen, dass wir die Mittelpnncte d[er8plbcB 
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constroiren» so tritt nns die Frage entgegen , was för eine Art von Corven zweiter Cla»e 
den gegebenen oder dorch Gonstraction gcfnndencn Mittelponcten entspricht leb nebmc 
um so lieber Erörterungen hierüber mit einiger Aosfübrlicbkeit aof, als wir ancb noch 
in dem folgenden Paragraphen öfter aof dieselben zarbckzukommcn Veranlassung finden 
werden. 

In der 18. Figur seien die vier stärker gezogenen geraden Linien irgend vier gege- Fig, 18. 
bfene, welche eine vollständige vierseitige Figur bilden, in der die Mitten der drei Dia- 
gonalen M, M' und M" sind. Durch diese drei Mitten geht diejenige gerade Linie LN, 
welche der geometrische Ort für die IMittelpnncte derjenigen Oerter zweiter Classe ist, 
welche von den vier gegebenen geraden Linien berührt werden. Da keine dieser Cnrven, 
so lange die gegebenen geraden Linien reell bleiben, imaginär werden kann, so ist jeder 
Punct der geraden Linie L^f nothwendig der Mittelpunct eines reellen Ortes zweiter 
Classe (nicht der reelle Mittelpunct einer imaginären Cnrve). Aber ist die Curvc, die 
einem beliebig' aof LN angenommenen Pnncte entspricht, eine Ellipse oder Hyperbel» 
und welche Lage hat dieselbe in Beziehung auf die vier gegebenen geraden Linien? 

Aus der 521. Nummer folgt zunächst^ dass die Pnncte- M» M' nnd M" jedesmal Ue- 
bergänge von Ellipsen zu Hyperbeln anzeigen. 

Man überzeugt sich sogleich aus dem Anblick der !& Figur, dass vom Pnncte M", 
der Mitte der dritten Diagonalen, aus, nach N hin, die Mittelpunkte solcher Ellipsen 
liegen, welche die beiden Seiten FD und FE selbst,. die beiden Seiten AD und AE aber 
in ihren Yerlängernngen berühren, nnd dass dicste Ellipsen sich einer, nach N hin sich 
öflEnendon, Parabel inuner mehr nähern, je weiter der Mittelpunct sich von M" entfernt 
Zwischen M''#ind M' liegen die Mittelpnncte eingeschriebener Hyperbeln« Von M' bis M 
erstrecken sich die Mittelpnncte solcher Ellipsen, die dem Vierecke ABFC (im engem 
Sinne des Wortes) eingeschrieben sind. Von M nach L hin endlich liegen wiederum 
die Mittelpnncte von eingeschriebenen Hyperbeln. 

Wir wollen' ferner die Durchschnittspuncte von LN mit den vier gegebenen geraden 
Linien durch Gf, H, I und K bezeichnen, nnd zunächst Poncte von G aus nach L hin 
zu Mittelpuncten nehmen. Man sieht leicht ein, dass alsdann ein nnd derselbe Zweig je* . 
der der bezüglichen Hyperbeln von den vier gegebenen geraden Linien berührt wird , und 
zwar von FD und FE selbst, von AD und AE in ihren Yerlängernngen. Dieser Zweig 
nähert sich der von den vier gegebenen^ geraden Linien berührten Parabel immer mehr, 
während der Mittelpunct, von G ans, immer weiter rückt, und also auch der andere 
Zweig, der innerhalb des Winkels RAG fallt, sich immer weiter entfernt. Wenn wir 
den Mittelpunct' im Pnncte G annehmen, so ist die ein^ gegebene gerade Linie AB 
Asymptote der bezüglichen H}^erbeL Wenn der Mittelpunct von G ans nach H htn 
fortrückt» ^o berührt ein Zweig der bezüglichen Hyperbel die drei gegebenen geraden Li-* 
nien FE, FT nnd ES, ähnlich wie eben, nnd der andere Zweig die vierte gegebene ge- 
radc Linie AU auf derselben Seite, nach welcher hin der Punct R liegt» Wenn wir den 
Alittclpnnct im Pnncte H annehmen, so ist AE Asymptote. Wenn der Mittelpunct zwi- 
schen H nnd M fällt, so fallen die beiden Zweige der bezüglichen Hyperbel in die bei-* 
den Winkel BAU und DFE nnd berühren die Schenkel dieser Winkel. 

Wir sehen ferner leicht ein^ dass, wenn wir den Mittelpunct zwischen M'' und K 
annehmen, AD nnd FD den einen, AE und FE den andern Zweig der bezüglichen Hy- 
perbel berühren, nnd zwar so, dass jener Zweig innerhalb des Winkels ADT, nnd 
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dieser innerhalb des Winkels AEV Hegt Wenn wir den Panel. K znm Mittelpnnct 
nehmen, so wird DG Asymptote« Wenn der Mittelpanct swischen K nnd I angenom« 
men wird, so berührt ein Zweig der bezüglichen Hyperbel die drei Seiten: FE, FT nnd 
ES 9 ict andere berührt AD anf derjenigen Seite, nach welcher bin der Pnnct R liegt. 
Wenn der Mittclpunct mit I zasammcnföllt, so ist BE Asymptote, Wenn endlich der 
Mittelpanct zwischen 1 nnd M' fällt, so berührt ein Zweig ier bezüglichen Hyperbel FT 
nnd ES nnd liegt innerhalb des Winkels TCS, der andere Zweig berührt AD nnd BF 
nnd liegt innerhalb des Winkels ABW, 

Wir erhalten also, indem wir zusammenfassen? 

1) ein nach einer Seite hin unbcgränztes Segment, GL, fdr den Ort der Mittelpnnclc 
solcher Hyperbeln, deren ein und derselbe Zweig Ton den vier gegebenen geraden 
Linien berührt wird; 

2) zwei Segmente, GH und IK, welche die Mittelpnnctc solcheip Hyperbeln enthalten, 
deren ein Zweig eine bestimmte gegebene gerade Linie, nemlich diejenige, welche 
das eben genannte Segment GL begränzt, berührt, nnd deren anderer Zweig die 
drei übrigen gegebenen geraden Linien berührt ; 

3) drei Segmente, HM, Ml und KM", welche die Mittelpancte solcher Hyperbeln 
enthalten, deren ein Zweig irgend zwei der vier gegebenen geraden Linien nnd deren 
anderer Zweig die beiden übrigen berührt^ (Die drei Segmente bezieben sich auf die 
drei maglichcn Combinationen von vier geraden Linien zu zwei und zwei.) 

ft) ein Segment, MM', Ort der Mittelpancte derjenigen Ellipsen, welche dem von den 
gegebenen geraden Linien gebildeten Viereck, ohne einspringende Winkel, im en* 
gern Sinne des Wortes, eingeschrieben sind; » 

5) endlich ein nach einer Seite hin nnbegränztes Segment, M"N, Ort fiir die Mittel* 
pnncte derjenigen Ellipsen, welche die Seiten jene^ Vierecks in ihren Verlängemn- 
gen berühren* 

Wir bemerken beiläufig, dass immer durch ein Puncten - System hindurcfa eine Ellipse 
in eine solche Hyperbel übergeht, deren beide Zweige die vier gegebenen geraden Li- 
nien, paarweise genommen, berühren« 

Die letzten Resultate erhalten nur leichte* Modificationen in dem Falle , dass eine 
Diagonale der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten vierseitigen Figur von 
einer zweiten Diagonalen halbirt wird. Diese zweite Diagonale halbirt alsdann ;auch die 
dritte Diagonale und ist der geometrische Ort für die Mittelpuncle der eingeschriebenen 
Oerter zweiter Classe. Die unter 2) bezeichneten beiden Segmente verschwinden also, 
oder reduciren sich vielmehr auf zwei Pnncte. Jeder dieser beiden Pnncte ist der Mittcl- 
punct einer solchen Curve zweiter Classe, welche die beiden in demselben sich schnei- 
denden gegebenen geraden Linien zn Asymptoten hat und die beiden übrigen berührt 

Figf 10. ^^- Wenn zwei Seiten eines einer Curve zweiter Classe umschriebenen Vierecks in^ 
ein nnd dieselbe gerade Linie zusammenfallen, so erhalten wir, statt des Vierecks, ein 
umschriebenes Dreieck nnd auf einer Seite desselben den Berührungspnnct Wenn ein 
solches Dreieck ADC nnd auf einer Seite desselben der Berübrnngspunct F gegeben ist, 
so erhält man den geometrischen Ort für die Mittelpnhcte aller eingeschriebenen Cnnren 
zweiter Gasse, wenn man AF zieht und die beiden Mitten von AF nnd CD, die Pnncte 
M und M', durch eine gerade Linie LN verbindet» Wenn man sich 4ic 19^ Figur »uß 
det XQ. dadurch entstanden denkt, dass BE um den Pnnct F so lange sicK dreht | bi^ j^ 
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«od D» C und E zDsammcnfalleDy so sieht maoi wie alsdann die drei Segmente Ml, 
IK nnd KM" Terschwinden. Den übrig bleibenden fttnf Segmenten entsprechen, wenn 
wir von L nach N vorwärts gehen, der Ordnung nach, die Mittelpnncte f. von Hyper* 
heln, deren ein Zweig AD nnd AG, in ihren Yerlängemngcn, nnd DG in F berührt; 
d. yon Hyperbeln, deren ein Zweig DG in F nnd GS nnd deren anderer Zweig AD be- 
rührt; 3. Ton Hyperbeln, deren ein Zweig die Schenkel des Winkels RAG, nnd deren 
anderer Zweig DG in F berührt; 4. von Ellipsen, die dem Dreiecke eingeschrieben sind 
nnd 5. endlich von Ellipsen 1 welche DG in F nnd AD nnd AG in ihren Yerlängernngen 
berühren.. 

Wenn alle Cnrven zweiter Glasse die drd Seiten eines gegebenen Dreiecks ADG, 
nnd zwar die eine derselben, AG, in einem gegebenen . Pnncte E ihrer Yerlängcrnng, be- 
rühren» so erhalten wir, ähnlich wie eben^ den geometrischen Ort für die ^Mittelpnncte 
solcher Gnrven, indem wir darch die beiden Mitten von AG nnd DE,* dnrch die Poncte 
M' nnd M", die' gerade Linie LN legen. Wir können nns die bezügliche 20. Figur aas 
der 18. dadurch entstanden denken, dass die gerade Linie EB in der letztgenannten Figor 
sich so lange nm den Pnnct E dreht, bis sie mit EA zusammenfällt. Alsdann vereinigen 
sich die vier Pnncte Hj M, M' nnd I in dem Pnncte M der 20. Figur. Wir erhalten 
also hier wiederum, indem wir vom Pnncte L zum Puncte N fortschreiten, fünf Seg- 
mente. Diesen entsprechen, der Ordnung nach> die Mittelpuncte 1. von Hyperbeln, de-^ 
ren ein und derselbe Zweig die drei gegebenen Seiten des Dreiecks, nnd zwar GD selbst, 
die beiden übrigen aber in ihren Verlängerungen berührt , und deren anderer Zweig io^ 
nerhalb des Winkels RAG liegt; 2. von Hyperbeln, deren ein Zweig die Seite DA in 
ihrer Verlängerung, über A hinaus, berührt, und deren anderer Zweig innerhalb des 
Winkels DGE liegt nnd die Schenkel desselben berührt; 3. von Hyperbeln, deren ein 
Zweig die Seite AD selbst , nnd deren anderer Zweig die Seiten AG nnd D(^ in ihren 
Verlängerungen, über G hinaus, berührt; A* von Hyperbeln, deren ein Zweig innerhalb 
des Winkels ADT liegt nnd die Schenkel desselben berührt , und deren anderer Zweig 
AE in E berührt nnd unterhalb dieser geraden Linie sich erstreckt; 5. von Ellipsen, wel- 
che die Seite DG selbst und die beiden Seiten AD nnd AG in ihreq Verlän&;erungen be-r 
rühren. 

Wemi wir zn Gnrven übergehen, welche sich in demselben Ppncte dreipupctig 
osculiren, und überdiess eine gegebene gerade Linie berühren, so rednciren sich jene 
fttnf Segmente auf drei. (Indem wir z. B. in der IQ. Figur AG und DG zusammenfallen 
lassen, verschwinden die beiden Segmente HM nnd MM'). Zweien dieser drei Segmentp 
entsprechen immer Hyperbeln nnd einem Ellipsen. « 

Wenn endlich alle Gnrven sich in demselben Pnncte ylerptnctlg o^cnlirep^ 
fo liegen aof der einen Seite dieses j^nnctes die Mittelpuncte der Ellipsen , auf der lin- 
deren, Seite die Mittelpuncte der Hyperbeln« Von .den ursprünglichen ^cht Segmenten $Ia4 
luuc die beiden änsser^ten geblieben. 

6i^. Die Resultate der 639. Nnmmer bestehen ai|oh, nur mj^ Mqdific^tipneni die 
sich von selbst darbieten, wenn die vier gegebefipn ger^deii {iinieq alle pd^r zqni T\{^ 
«usammenfallen* yVit wolUn |uer beispi^l^w^s^ ^e Gp^stfn^liof} fplfof^d^ A^^^«!?* 
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Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben ^ welche irgend eine gegebene Ellipse 
oder Hyperbel in einem gegebenen Puncte vierpunctig oscüliri^ 

Die drei Kreise» welche, in dem Falle der 18. Figor^ sich in Q und Q' schneiden, 
redacir.en sich im' vorliegenden Falle ofiTenbar aof den gegebenen Oscnlationspnnct Be- 
schreibt man daher aas dem Mittelpuncte der gegebenen Carve, als Mittelpnncte, 
nnd mit einem Radias, dessen Qaadrat der Snmme der Quadrate der beiden halben 
Axen der Cnrve gleich ist, einen Kreis, so ist der Mittelpnnct der verlangten Hyperbel 
der zugeordnete Pol des gegebenen Osculationspunctes, in Beziehung anf den eben be- 
stimmten Kreis. Die Aa%abc gestattet nur eine, immer reelle^ Aaflosnng nnd auch tn 
dem Falle, dass dieser Kreis imaginär wird, wenn nemlich die gegebene Cnrve eine Hy- 
perbel nnd ihr Asymptoten -Winkel grösser als ^2^ ist, bietet sich sogleich eine Con- 
straction jenes zugeordneten Poles dar (134» 130). Wenn die gegebene Cnrve selbst eine 
gleichseitige Hyperbel ist, so (aUt mit derselben die gesuchte gleichseitige Hyperbel zu- 
sammen. — * 

643. Wenn fünf gerade Linien gegeben sind, so bestimmen dieselben fiinf versdiie- 
denc vierseitige Figuren, und da nur eine einzige Curve zweiter Classe von fünf gegebe- 
nen geraden Linien berührt wird, so erhält man. unmittelbar fünf Puncten- Paare, die 
auf dem Umfange ein nnd desselben Kreises liegen, desjenigen Kreises nerolich, auf weK 
•ehern sich irgend zwei, auf einander senkrechte, Tangenten jener Cnrve schneiden^ 
Wenn die gegebenen geraden Linien theilweise zusammenfallen, so ergeben sich einfache 
Modificationen. Wir erhalten zum Beispiel folgenden Satz, wenn wir zugleich auf den 
letzten Satz der 2^2. Nummer Rücksicht nehmen. 

ffenn ein Dreieck ABC und drei gerade Linien AD^ BE und CF, welche pon 
den drei WinAelpuncten des Dreiecks nach den gegenüberliegenden Seiten gehen und in 
demselben Puncte sich schneiden, gegeben sind, und man beschreibt Kreise über den 
Dreiecks ' Seiten BC, AC und AB, und über den gegebenen geraden Linien, so schnei- 
den sich diese Kreise^ paar weise genommen^ in dreimal zwei Puncten, die auf dem 
Umfange eines neuen Kreises liegen. Wenn man femer über den Seiten, FE, FD 
und DE, des dem gegebenen Dreieck eingeschriebenen Dreiecks DEF drei neue Krdse 
beschreibt, so sind die Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks A, B und C Chor dal- 
puncte dieser drei Kreise und desjenigen Kreises, auf welchem jene dreimal zwei 
Durchschnittspurtcte liegen. 

6/f4. Für den Fall der Parabel reducirt sich die Gleichung (3) der 689. Nnmmer auf: 

3Dy+2Bx « F+C, (3> 

und stellt die Directrix derselben dar (483). Also : 

Die Dir ectricen aller Parabeln, welche drei gegebene gerade Linien berühren, ge- 
hen durch einen festen Punct. 

IVIit den Parabeln, welche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, gehö- 
ren auch drei Systeme von zwei Punctcn, von welchen einer ein Winkelpnnct des gege- 
benen Dreiecks isf , und der andere , nach der Richtung der gegenüberstehenden Seite 
hin^ unendlich weit Hegt, zusammen. Die Directrix eines solchen Punctcn »Systems ist 
das vom Winkelpuncte des Dreiecks auf die gegenüberliegende Seite gefällte Perpendikel. 
Es folgt diess aus Gränz -Betrachtungen in der Constmction , oder auch aus der Glei- 
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chong (a), wenn man dieselbe fiir ein solches Poncten- System, bezogen auf ein schick^ 
licltfs Coordmatcn- System, amformt Also: 

Dk drei von den Winkelpuncten eines gegebenen Dreiecks auf die gegenüberliegen- 
d£gf. Seiten desselben gefällten Perpendikel schneiden sich in ein und demselben Puncte. 
Durch diesen Punct gehen die Directricen aller Parabeln^ vpelche die drei Seiten des 
gegebenen Dreiecks berühren* 

Da vier gegebene gerade Linien vier verschiedene Dreiecke bestimmen , nnd nur eine 
einzige Parabel berühren, so ei^t sich folgender Satz: 

Die pier Kreuzungspuncte der von den Winkelpuncten auf die 'gegenüberliegenden 
Seiten geföUten Perpendikel in solchen vier Dreiecken ^ welche von vier gegebenen gera- 
den Unten gebildet werden 9 liegen in gerader Linie. Diese gerade Linie ist die Di- 
rectrix derjenigen Parabel ^ welche die vier gegebenen geraden Linien berührt > 

Hiernach können wir leicht die Directrix einer Parabel constroiren, wenn vier Tan-Fig« 18 
genten derselben gegeben sind. Wir erhalten dieselbe aber aach noch anf einem andern 
Wege. Denn wenn wir uns aof die 18. Figur beziehen, in welcher AD, A£, DC. und 
BE die vier gegebenen geraden Linien sind, so ist QQ' die in Rede stehende Directrix. 

Wenn die Directrix bekannt ist, so erhalten wir onmittelhar noch vier nene Tangen- 
ten, welche aaf den gegebenen in ihren Dorchschnitten mit der Directrix senkrecht ste- 
hen. Wir erhalten femer auch vier gerade Linien, welche alle dnrch den Brennponct 
gehen. Zwei derselben aind in der 18. Figur Zf und Wf, welche dadurch bestimmt sind, 
dass die Winkel 

Q'ZC « £ZC, QWB « fWB. 

Eine Parabel zu beschreiben^ die eine gegebene Curve zweiter Classe in einem ge- 
gebenen Puncte vierpunctig osculirt 

Man erhält die Directrix der verlangten Parabel , wenn man einen Kreis^ beschreibt^ 
defiscn Mittelpunct der Mittelpunct der gegebenen Curve ist, und dessen Radios einer 
solchen Chorde dieser Curve gleich ist, welche einen Scheitel ihrer grossen Axe mit ei- 
nem Scheitel ihrer kleinen Axe verbindet, nnd dann die Chordale dieses Kreises nnd des 
gegebenen Oscnlationsponctes sucht (102), Weun man die beiden halben Axen der ge- 
gebenen Curve A und B, und denjenigen halben Durchmesser derselben, der durch den 
Osculaüonspnnct geh^, C nennt, so erhält man für den Abstand der Directrix von dem 
Mittelpuncte der gegebenen Curve sogleich folgenden Ausdruck: 

A^+B^+C^ 
iC 
£s redacirt sich dieser Ausdruck fttr den Fall der gleichseitigen Hyperbel auf ^C. Die' 
Directrix derjenigen Parabel also , welche eine gegebene gleichseitige Hyperbel in eiuem 
gegebenen Puncte vierpunctig osculirt, halbirt den durch diesen Punct gehenden Halb* . 
dprchmcsser und steht auf demselben senkrecht Hiernach ergibt sich auch die Construc- 
tion folgender Aufgabe? , 

Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben 9 die eine gegebene Parabel in einem ge- 
gebenen Puncte vierpunctig osculirt. 

Wenn wir den Mittelpunct der Hyperbel direct suchen, so ergibt sich ebenfalls &q- 
gleich, dass er eben so weit von der Directrix der gegebenen Parabel entfernt ist, als 
der gegebene Osculationspunct, und das s die gerade Linie, welche d^esc beiden* Punote 
Ve^Mndet, auf der Directrix senkrecht steht Oenn dictse Directrix is\ di^ Ql^Afd^lff 
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solcber Kreise, deren beide Chordalpnncte jene beiden Paiicte sind. Zagleich ergibi sich 
folgender SaUs 

Die Mittelpuncie aller gleichseitigen Hyperbeln y tpelche eine gegebene Parabel be- 
rühren , liegen auf einer zweiten Parabel^ die mit der gegebenen denselben Parameter 
und dieselbe Diredris hat, sich aber nach entgegengesetzter Seite hin 6ffhet. 

.6/|5. Nach der 481 • Nammer stellt die Gleichung: 

ßy+Dx-E « ö, (4) 

wenn wir wiedemm annehmen, dass die bezügliche 'Carve eine Parabel ist, diejenige ge- 
rade Linie dar, welche die BcrBhningspnncte anf den beiden, den Coordinaten« Axen 
parallelen, Tangenten verbindet. Diese gerade Linie geht, bei der Yoranssetzang recht- 
winkliger Coordinaten, durch den Brennpnnct der Parabel f- nnd ist also durch diesen 
Brennpnnct und den Bertthrnngspunct auf der, einer Aze, etwa der ersten» parallelen 
Tangente vollkommen bestimmt. Folgende Gleichung: 

2(Dy-.Bx)+C-F = o, . (5) 

stellt unter denselben Yoraussetzungen eine andere gerade Linie dar, welche anf der . 
bestimmten im Brcnnpnncte senkrecht steht (48i2). Da die Richtung der ersten Aze^jede 
beliebige sein kann und in den vorstehenden beiden Gleichungen (4) nnd (5) die Coeffi- 
cienten aus der Gleichung der bezüglichen Parabel nur auf lineare Weise vorkommen, 
so gelangen wir zu folgenden Sätzen: 

Wenn man an solche Parabeln y welche die drei Seiten eines gegebenen Dreiedis 
berühren y Tangenten legt, die einer gegebenen geraden Linie parallel sind, so gehen 
diejenigen geraden Linien, welche in den ^rschiedenen Parabeln den Berührungspunct 
auf der, jener gegebenen geraden Linie parallelen, Tangente mit dem Brennpuncte 
verbinden , durch ein und denselben Punct. Ferner gehen auch diejenigen geraden Li- 
nien, welche auf den eben bezeichneten in den bezüglichen Brennpuncten senkrecht ste- 
hen, durch ein und denselben Punct. 

Um die beiden festen Punctc, in welchen sich die geraden Linien (4) und (5) schnei- 
den, und dfe wir Q und Q' nennen wollen, zu construiren, wollen wir das System eines 
YVinkclponctes des gegebenen Dreiecks und eines nach der Richtung der gegenüberliegen- 
den Seite hin unendlich weit liegenden Punctes durch die Gleichung: 

w(Bv4-Du) « o, 
darstellen und dieses Pnnctcn - System , als mit jenen Parabeln zusammengehörend, be- 
trachten. Der Gleichung (4) entspricht alsdann folgende: 

By+Dx = 0, 
woraus man sieht , dass die bezügliche gerade Linie durch jenen VYinkelpunct des gege- 
benen Dreiecks geht und mit der ersten Coordinaten -Axe dieselben Winkel, als die ge- 
genüberliegende Seite des Dreiecks, bildet, ohne derselben parallel zu sein. Die bezüg- 
liche gerade Linie (5): 

Dy-^Bx = 0, 
steht auf der eben bestimmten geraden Linie senkrecht im Anfangspuncte der Coordina- 
ten. Also : 

Wenn irgend ein Dreieck gegeben ist, und überdiess eine gerade Linie {der Bich- 
tung nach) und man legt durch jeden Winkelpunct des Dreiecks eine solche gerade Li- 
nie, die von der gegebenen unter denselben Winkeln geschnitten wird, als die dem 
Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks gegenüberliegende Seite, so erhält man drei 
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gerade Linien ^ welche durch ein und denselben Punct R gehen. Man erhält noch drei 
andere, durch denselben Punct R gehende gerade Linien^ fpenn man auf den drei 
eben bezeichneten in den drei Winkelptmcten des gegebenen Dreiecks drei Perpendikel 
errichtet. 

Wenn die {gegebene gerade Linie senkrecht anf derjenigen steht, welche den Schei- 
teil* Winkel eines gegebenen, einer Parabel nmschriebenen, Dreiecks balbirt, so ist o& 
fenbar der Scheitelpnnct dieses Winkels der Panct R« Wenn also das gegebene Dreieck 
ein gleichschenkliges ist, so ist jene gerade Linie der Basis desselben parallel. Der Be«> 
rtihrangspanct anf der Basis, der gegenüberliegende Winkelpnnct nnd der Brcnnponct 
der Parabel liegen, also in gerader Lioie. Betrachten wir, statt des gleichschenkligen 
Dreiecks, ein gleichseitiges # sa erhalten wir insbesondere den nachstehenden bekannten 
Satz: 

Wenn irgend eine Parabel die drei Seiten eines gleichseitigen Dreiecks berührt, 
MO schneiden sich diejenigen drei geraden Idnien, tvelche die JVinkelpuncte des Dreiecks 
mit den Berührungspuncten auf den gegenüberliegenden Seiten desselben verbinden, in 
dem Brennpuncte der Parabel. 

Wenn wir die Richtnng der gegebenen geraden Linie nm einen rechten Winkel ver* 
ändern, so vertanschen sich offenbar die beiden Pancte R nnd R' ontcr einander« Der 
geometrische Ort für die Pnncte R nnd K', wenn wir der gegebenen geraden Linie nach 
einander alle möglichen Richtungen geben, ist also ein nnd derselbe, er enthalt die drei 
Winkelpancte des umschriebenen Dreiecks nnd ist kein anderer als der diesem Drei- 
ecke amschriebene Kreis.. Wenn man nemlich von irgend einem Pancte S des in 
Rede stehenden Ortes drei gerade Linien nach den drei Winkelpuncten des Dreiecks 
zieht, so resnltirt ein Viereck mit seinen beiden Diagonalen, nnd wenn man die Winkel, 
welche die gegenüberliegenden Seiten des Yierecks, gehörig verlängert, nnd die beiden 
Diagonalen desselben mit einander bilden, darch gerade Linien halbirt, so erhält man 
sechs solcher Linien, von denen drei anf den drei übrigen senkrecht stehen und unter 
einander parallel sind. Durch diese zwei mal drei Parallcllinien sind solche Richtungen 
bestimmt, zu welchen der Punct S als Punct R und R' gebort. Die^eben erwähnte Ei- 
genschaft des Punctes S kommt demselben aber nur dann zu, wenn derselbe,, mit den 
drei Winkelpuncten des Dreiecks, auf dem Umfange ein und desselben Kreises licjgt: 
eine Folgerung, welche sich unmittelbar aus der 5293. Nummer ergibt 

Der geometrische Ort für die Pnncte R und R' ist zugleich also auch der geometri- 
sche Ort für die Brennpnncte aller eingeschriebenen Parabeln (620). Wenn der 
Brennpnnct einer Parabel und zwei Tangenten derselben gegeben sind, so kann man hier- 
nach leicht beliebig viele Tangenten derselben bestimmen. Man begegnet hierbei folgen- 
dem Satze; 

Wenn zwei gerade Linien und ein Punct gegeben sind, -und man beschreibt belie- 
bige Kreise, welche durch diesen Punct und durch den Durchschnitt jener beiden ge- 
raden Linien gehen, und dieselben überdiess also noch in irgend zwei Puncten schnei- 
den 9 so umhüllen diejenigen geraden Linien, die durch diese jedesmaligen beiden 
Durchschnitte gehen, ein und dieselbe Parabel, welche die beiden gegebenen garaden 
Linien berührt und den gegebenen Punct 'zum Brennpuncte hat. 

Wir würden nns zu weit von unscrm eigentlichen Gegenstande entfernen , wenn wir 
die vorstehenden Erörterungen hier nicht abbrächen. — 
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5. la 
CanntrucUon verschiedener Aufgaben. 

646. In ein gegebenes Parallelogramm eine JEllipse zu beschreiben ^ welche mit ei- 
nem gegebenen Kreise gleichen Inhalt hat 

Nach der 534- Nammer können wir, indem wir die Coordinaten-Axea den Seiten de» 
gegebenen Parallelogramms parallel nehmen, alle diesem Parallclograunme eingeschrie- 
bene Corven zweiter Classe darch folgende Gleicbnng darstellen t 

Aw'+2Bvw+CvH2Daw+2Eov+Fa* » o, (i) 

wenn wir in dieser GIcichang den Coefficienten E unbestimmt lassen. Wir können fer- 
ner A = 1 nnd, indem wir den Mittelpanct des gegebenen Parallelogramms tom An* 
fangsponcte der Gbordinaten nehmen, B «s D t» .0 setsen« Alsdann Ist C gleich dem, 
mit negativem Zeichen genommenen, Quadrate der Hälfte eiocr derjenigen beiden Seiten 
des Parallclogrammes , welche der ersten Coordinaten • Aze parallel sind und F gleich 
dem, mit negativem Zeichen genommenen» Qaadrate der Hälfte emer der beiden übri- 
gen Seiten. 

\ Die Grösse der, der ersten und zy^citen Coordinaten*Axe parallelen, Seiten des ^s- 
gc4>encn Parallelogrammes wollen wir s und t^ die Winkel desselben 9 nnd (»— ^) nnd 
endlich den Radius desjenigen Kreises, mit welchem die demselben eingeschriebene Corvt 
(1) gleichen Inhalt haben soll, r nennen. Alsdann ergibt sich nach der Sit« Mammer: 

r* « (CF-E^)äV^, (•) 

mithin : 

V^ ^ TP J^ sH^siri'd^x/^ A'-r» <A^>r»)(A->r«) 

wenn wir den Inhalt des gegebenen Parallelogrammes, der Kttrze halber, 4A nennen. 
Wir erhalten also für £ zwei gleiche und entgegengesetzte Werthe. Diesen beiden Wer- 
then von E entsprechen zwei verschiedene Ellipsen; in jeder derselben können wir so- 
gleich zwei Paar zugeordneter Durchmesser bestimmen^ nnd wenn diese bekannt sind, 
die beiden Axen derselben. Derjenige Durchmesser nemlich*, dessen zugeordneter in dis 
zweite.Coordinaten- Axe fällt» schneidet in denjenigen «Pnnct der auf der positiven Seite 
der z liegenden, jener Axe parallelen, Seite des gegebenen Parallelogramms ein, dessen 

Ordinate gleich ist: 

E £ 

Derjenige Durchmesser femer, dessen zugeordneter in die erste Coordinaten - Axe 
fallt, schneidet die nach der positiven Seite der y liegende Seite des g^ebenea Paralle- 
logramms in demjenigen Puncte, dessen Abscisse gleich ist: 

E E 
*P-"t- 
Aus der 498. Nummer endlich und ans der Note zur 623* Nnmmer folgt, »dass ir- 
gend drei Paare zugeordneter Durchmesser einer Gurve zweiter Glasse, eine Involn^cm 
«von sechs geraden Linien bilden.^ Die Bestlmnmng der Richtung der beiden Aun Jer 
Cnrve , wenn zwei Paare zugeordneter Durchmesser derselben der Richtung nach gegeben 
sind, kommt also darauf hinaus, wenn vier durch denselben Pnnct gehende gerade lA- 
nien gegeben sind, zwei andere solche gerade Linien zu finden, die auf einander senk- 
recht stehen und mit jenen eine Involution bilden» (Yeif 1. die oben angezogene Note lY). 
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Ans dem Yorstelienden ziehen wir znglcich die Folgernng, dass in den beiden, den 
Bedingungen der Aufgabe entsprechenden £l]ipsen diejenigen beiden Durchmesser, deren 
sageordnete einer Seite des gegebenen Parallelogramms 'parallel sind, diese Seite (wie 
jede der übrigen Seiten des Parallelogramms) in solchen zwei Pimcten schneiden, die 
gleich weit von den aaf dieser Seite liegenden Winkelpancten abstehen. 

Die letzte Angabe hat mir dann reelle AnflSsungen ^ wenn 

r«<A, 
das heisst, wenn der InMi eines dem gegebenen Kreise umschriebenen Quadrates klei- 
her ist, als der Inhalt des gegebenen Parallelogramms. 

In ein gegebenes Parallelogramm diejenige Bliese zu beschreiben, welche den 
^ grOsstmögUchsten Inhalt hat 

Dem grössten Werthe yon i^, der sich ergib:, wenn wir nach einander für E in (2) 
verschiedene Werthe substituiren^ entspricht: 

E = o. 
Zwei zugeordnete Dnrchiüesser der rerlangten Ellipse sind den Seiten des gegebenen 
Parallelogramms parallel. Der Inhalt jener grössten Ellipse verhält sich znm Inhalte 
dieses Parallelogramms wie n ; [^ 

tlCl^ In ein gegebenes Parallel-Trapez eine Ellipse zu beschreiben^ deren Inhalt 
dem Inhalte eines gegebenen Kreises gleich ist. 

Wenn wir denjenigen Punct, in welchen sich die beiden nicht parallelen Seiten des 
gegebenen Parallel -Trapezes schneiden, znm Anfangspunctc der Coordinaten, und die 
erste Axe parallel mit den beiden übrigen Seiten nehmen, so können wir alle dem Pa- 
rallel - Trapeze eingeschriebene Curven zweiter Classe durch folgende . Gleichung dar- 
stellen : 

Aw'-f-2Bvw+CvH^Dnw+2Env+Fu« » o, 
indem wir in dieser Gleichung alle Coefficienten , B ausgenommen, als ein für alle Mal 
gegeben betrachten (534). Wenn der Inhalt einer solchen Curve gleich ist *dem Inhalte 
eines Kreises, dessen Radius gegeben und gleich r ist, so kommt, indem wir, der Kürze 
halber» A =? i setzen (Sil): 

r* « [— FBH-2EDB-KCF— E^-CD»)]5«V^, 
Diese Gleichung ist, in Beziehung auf B, vom zweiten Grade; es gibt also, im All« 
gemeinen ) zwei Ellipsen von gegebenem Inhalte, welche die Seiten des gegebenen Pa- 
rallel - Trapezes berühren. Die Bestimmung der. beiden Werthe von B können wir noch 
dadurch erleicfatem, dass wir E gleich Null setzen, das hcisst, die zweite Coordinatcn- 
Axe, tiber deren Richtung durchaus keine Voraussetzung Statt findet, so legen, dass sie 
zar ersten Axe und den beiden nicht parallelen Seiten des gegebenen Parallel -Trapezes, 
als vierte Hannonieale, gehört, und also die beiden unter sich und mit der e^'Sten Axe 
parallelen Seiten halbirt Alsdann geht die letzte Gleichung in folgende über: 

r* « — [FB^— C(F.^D2)]s//i«*, 
mud wird also^ in Beziehung auf B> eine rein quadiatiscbe. Indem wir uns auf die 21. 
Figar beziehen, und OY' = y", OY « y', RS «» 2m, PQ » 2n seUen, erhalten wir: 

D = y,[y'+yl, F=yy,. 

., ?-(f)'-(f)' ^ 

und nutbm 



—mn. 
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lliernach erg;eben sich leicht die beiden Wcrthc von B» and somit die Mittelpancte der 
TCrlangten Ellipsen. Sollen diese Ellipsen reell sein, so mass, wenn, wie in det 21. 
Figar, y' and j' im Zeichen fibereinstimmen, folgende Bedingung Statt finden! 

r* < %yy(n— m)^Ä/i«^. 
D^ Inhalt der grosstmoglichsten Ellipse ist hiernach gleich : 

Qod dieser gritssten Ellipse entspricht: 

B « 0* 
Anf diese Weise gelangen wir zn den nachstehenden Sätzen: 

Der Mittefy)unct derjenigen Ellipse^ tQelche einem gegebenen ParalleUTrapez ein* 
geschrieben ist und den grosstmoglichsten Inhalt hat, ist der Durchschnittspunct derje^ 
nigen beiden geraden linieh, welche die Mitten der bisiden Paare gegenüberUegtnder 
Seit^ verbinden. 

Solche eingeschriebene Ellipsen ^ deren Mittelpuncte gleich weit von dßm Mittel- 
puncte dieser grössten Ellipse entfernt liegenj haben gleichen Inhalt, 

Aas dem letzten der beiden vorstehenden Sätze folgt, da für die beiden Diagonsr 
len, als Oertcr zweiter Classc betrachtet, der Ansdrack, den wir gleich x^ gesetzt haben, 
Tcrschwindct ^ dass Vir den Mittelpanct der eingeschriebenen Ellipse von grosstmoglich- 
Stern Inhalte auch dadorch erhalten 1 dass wir die Mitten der beiden Diagonalen dorck 
eine gerade Linie verbinden and diese gerade Linie halbiren. Für die Mitten dieser Dia- 
gonalen erhalten wir B(= x) =s iViCö— m), indem wir in (6) r « setzen* Ueberschreir 
tet der Werth von B diese Gränzen, so wird r' imaginär/ and wir erhalten keine El- 
lipsen mehr, sondern Hyperbeln, In diesen Hyperbeln ist alsdann r^V^—1 gleich dem 
Inhalte irgend eines beliebigen Dreiecks, das durch eine beliebige Tangente von dem 
Asymptoten- Winkel abgeschnitten wird (532). 
Fig* 22* Wann y and y" nicht dasselbe Zeichen haben, so kann das gegebene Parallel- 
Trapez kein gewöhnliches sein, sondern die beiden flicht parallelen Seiten müssen sich, 
wie in der 32* Figor, nothwendig schneiden. Alsdann wird, für B a o, der Inhalt der 
bezüglichen Carve zweiter Classe imaginär, diese Carye ist eine Hyperbel and zwar di»^ 
jenige, in welcher ein, durch eine beliebige Tangente von dem Asymptoten- Winkel 
abgeschnittenes Dreieck den grosstmoglichsten Inhalt hat Der Inhalt dieses Dreiecks 
nimmt ab, bis er für B ^ j:(n— m) verschwindet. Wenn B diese Gränzen überschrei- 
tet, so sind die entsprechenden CarvenJBUipsen, fitvtn Inhalt von Nall bis ins Unend- 
liche wachsen kann« 
Fig. 2t. ^^^ Inhalt des gegebenen Parallel - Trapezes (Fig. 21) ist gleich (y'— y'Xn+m)»!*, 
«nd mitbin verhält sich derselbe znm Inhalte der grössten ißingescbrieh^nen Ellipse 
(6) wie 

2(n-+-m): nVmxL 

648. Eine Ellipse zu beschreiben^ die irgend Her gegebem gerade Linien berShrif 
mnd mit einem gegebenen Kreise gleichen Inhalt hat. 

Wenn wir den Darchschnittspnnct voo irgend zwei der vier gegebenen geraden Sif 
men znm Anfangspnncte der Coordinaten nehmen, die erste Coordlnaten^Aze sngleidi 
durch den Dnrchschnittsponct der beiden übrigen gegebenen geraden Linien, dessen 
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AbsUnd von dem ersten Darchschnittspuncte wir 2a nennen wollen , legen , und die Fig. 23. 
Bichtang der zweiten Coordinaten*Axe so bestimmen , dass dieselbe mit derjenigen gera» 
den Linie, welche der geometrische Ort für die Mittelpnncte aller, die vier gegebenen 
geraden Linien berührenden, Oerter zweiter Classe ist; so können wir alle diese Cnrven 
darcb folgende Gleichung: 

Aw«+2Bvw+Cv2+2Ddw+2Euv+Fu* = o, (i) 

darstellen, wenn die beiden, übrigens beliebig anzanehmenden , CoefBcienteni A und B, 
folgender Bedingpngs* Gleichung Genüge leisten: 

B = aA, (») . 

ond die übrigen Coef&cienten , oder vielmehr die Quotienten je zweier derselben, ein f'ür 
alle Mal gegeben sind (538)« Wenn wir den Radios des gegebenen Kreises wiederum 
durch r bea;eichnen nnd der Inhalt des Kreises dem Inhalte der Cnrve (i) gleich sein sollt 
so erbalten wir (5U) : 

(CDM-AE2-^2EBD-ACF+FB2)5m«^ , 

— ; V— ^-^f 

oder, indem mr für B seinen Werth substituiren : 

(CD»4-A(E'— 2DEa-CFH-A^Fa^)^iV^ U /x 

Da-^ die Ordinate des Mittelpnncte^ der bezüglichen Curve ist, so bedeutet, wenn 

wir, was erlaubt ist, D =3 1 setzen, A der rcciproke Wertji dieser Ordinate, die wir 
y^ nennen wollen. Hiernach verwandelt sich die letzte Gleichung in folgende; 

CyM^(E^-2Ea--CF)yM-FaV+~^ = 0. (4) 

Wenn wir. in dieser Gleichung r «& o setzen, so kommt: 

Cy34^2_2Ea— CF)y'-»-Fa2y = 0; 
eine Gleichung, deren drei Wurzeln die Ordinatcn - Wertbe der Mitten (M, M' und M") 
der drei Diagonalen der, von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, voUständir 
gen vierseitigen Figur geben. Bezeichnen wir diese drei Wurzeln, von welchen die eine, 
' als Folge unserer besondern Coordinaten - Bestimmung , gleich Null ist, durch ^, tj' un4 
i/\ so können wir der Gleichung (4) folgende Forpi geben: 

:C(y-^)(y-,')(y-V')+-^^ = o. ■ (6> 

Diese letzte Gleichung bleibe identisch dieselbe, wenn wir die Ordinaten Jf fjt ^* und 

f/' auf der, die Mittelpuncte aller eingeschriebenen Corven zweiter Classe enthaltenden, 

geraden Linie, von irgend einem andern 'Puncte als ihrem Durchschnitte mit der ersten 

Goordinalen-Axe, etwa vom Puncte N an, rechnen. In dieser Gleichung, durch deren 

'Worzeln die Mittelpuncte derjenigen Ellipsen, welche den Bedingungen der Aufgabe Ge? 

nügc leisten, gegeben sind, können wir die Wertbe für ijf, «;' und 7/' unmittelbar *ap4 

der Gonstruction nehmen und es bleibt nur noch C zu bestimmen übrig, während in der 

Gleichung (4) auch noch E und F zu bestimmet! übrig bleiben. Zu diesen Bestimmun- ^ 

gen koyimen wir ohne Mühe. Denn nach der 538. Nummer geben folgende beide Gleit» 

cfaungen; 

CvM-aEv-fhF « o, 

GvM^(E-2Da)v+F «= 0, 

die Richtungen der, durch den Anfangspunct nnd ^en Panct W gehenden, gegebene 

II. 27 
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geraden limen. Besdchnen wir diese Hichtangen dnreli v' and t^ t" ond ▼"% «» ist: 
V-f-Y" E ▼•"■!■▼"•' E-gPa 

folglicli s 

— g ' g "^C* 

oder wenn vir ans atif die Fignr beziehen: 

M"I+M 'H+M"K-|.M'G „ D 
_ aa^, 

und endlich: 

M> * D 

a^ *" a* "^ C* 

indem wir den Schwerpanct gleicher Gewichte , die wir in den Darchschnittspnncten der 
geraden Linie LN mit den vier gegebenen geraden Linien nns angebracht denken» fc 
nennen and M'ii s^ setzen« £s ist femer: 

^ - VV « V V »a j;, 

woraus wir beiläufig sehen, dass 

M LM'H « M'K-M'G « t, 
ond endlich) 

C "* 2 '^ 2a ** 2a • 
Wenn wir also, wie in den Gleichungen (4) und (5), D gleich Eins setzen 1 so kommt. 

Die letzte der eben genannten beiden Gleichungen verwandelt sich, indem wir für C den 
vorstehenden Werth snbstituiren, in folgende: 

aW/i^*(y-i7)(y~^Xy-V>Hr*ir « o. . (0 ^ 

Es zeigt diese Gleichung, dass es, im Allgemeinen , drei verschiedene Ellipsen gibt» 
welche den Bedingungen der obigen Aufgabe Genüge leisten. Man sieht sogleich a priori^ 
dass in dem Falle, dass diese Ellipsen alle drei reell sind, die Mittclpuncte zweier der- 
selben zwischen M' und M liegen, und dass der Mittelpunct der dritten von M" ans nach 
N hin liegt. Es folgt diess auch aus der letzten Gleichung, welche, wenn wir 17" » • 
setzen, in folgende Übergeht: 

Da alsdann nemlich in der Constroction der 23. Figur 97, ff nnd i positiv sind, so 
indem sich in dieser Gleichung von einem Gliede zum folgenden zweimal die Zeichen. 
Nach einem bekannten Satze smd also, wenn alle Wurzeln reell sind> zwei derselben 
bositiv, und da der Ausdrack: 

ttothwendig negativ ist, so folgt, dass die positiven Werthe von 7 beide zwischen 17 nnd 
f' fallen müssen. Da den beiden Punctcn M' und M Ellipsen entsprechen ^ deren Inhalt 
gleich Nall ist, so liegt zwischen M' nnd M der Mittelpunct einer Ellipse, deren Inhalt 
ein maximum ist. Wenn i^ grosser als dieses mckrimum ist, so werden die beiden po- 
sitiven Wurzeln der letzten Gleichung imaginär und von den verlangten Ellipsen ist nur 
tme tmzige reell, nemlich diejenige, deren Mittelpunct von M' ans nach N hin liegt 



jsa 



Oerter zweiter Classe. 2il 

Wenn wir, statt einer Ellipse Ton gegebenem Inhalte^ eine Hyperbel verlangen, in 
welcher von dem Asymptoten -Winkel darch irgend eine beliebige Tangente ein Dreieck 
von gegebenem Inhalte, A, abgeschnitten wird, so branchen wir znr Bestimmong des 
l^littelptinctes einer solchen Hyperbel in den Gleichatigen der vorliegenden Nammer bloss 
(^r^) mit A^ zu vertauschen. Es gibt also aucb^ im Allgemeinen, drei solcher Hyper« 
beln. Die Mittelpancte zweier derselben liegen zwischen IVf ' und M', der Mittelpunct der 
dritten fällt aber M hinans nach L hin. Diejenige Hyperbel, auf die sich ein maximum 
von A bezieht, bat einen Punct zwischen M" nnd M' zu ihrem Mittelpancte. 

Die Samme der drei Worzeln der Glcichtingen (4) oder (6) nnd die Samme der 
Prodacte je zweier derselben ist von dem gegebenen Inhalte r^;r darchaos onabbängig. 
Die erste dieser beiden Bemerkqngeo gibt, wenn man zngleich berücksichtigt, dass der 
Schwerpnnct der Fläche einer Ellipse in den Mittelpunct derselben föUt, folgenden Satz. 

Die Schfverpuncte der Flächen dreier Ellipsen, (velche vier gegebene gerade Linien 
berühren i und beliebigen ^ aber gleichen Inhalt haben, ist ein fester Punot, der zu-- 
gleich auch 4^r Schwerpunct der Mitten der drei Diagonalen der , co/i den (^ier gege*. 
$enen geraden Linien gebildeten , vierseitigen ligur ist. 

649- In ein gegebenes Viereck diejenige Ellipse zu beschreiben^ deren Inhalt der 
grösstmögllchste ist, *) , 

Wenn wir die Gleichung (6), in Beziehung auf die Grossen r und y, welche sich 
gegenseitig bestimmen, difFerentiiren und ^r = o setzen, so ergibt sich zur Bestimmung 
des Mittelpiinctcs der verlangten Ellipse folgende Gleichung: 

Wenn wir ly+jy'+i?" « o setzen, das heisst, die Abstände auf der geraden Linie ML 
von demjenigen Puncle an rechnen, welcher der Schwerpunct der Mitten der drei DIago- 
nalen ist nnd von dem am Ende der vorigen Nummer die Rede war, so sind die Wur- 
zeln der letzten Oleichpng folgende t 

Der zweite der beiden vorstehenden Apsdrückc für y zeigt, dass diese Wurzeln immer 
reell bleiben, so lange die vier gegebenen geraden Linien, und demnach ^, 17' und rj", 
reell sind. Wenni wir ferner annehmen, dass, wie ia der 23. Figur, ^ > ff und tj* > 7/' 
30 folgt, 4ass der positive Wcrth von y nothwendig klcjner ist als tj und grosser als 7j\ 
pjäd also auf einen Punct zwischen M' und M sich bezieht. Hieraus und an§ den Bcmer^ 
kangen der vorigen Nummer ist ersichtlich, dass der positive Werth von y dpm.MitteU 
pancte der verlangten Ellipse entspricht, der negative Werth hingegen derjenigen Hy- 
perbel, in welchem von dem Asymptoten- Winkel- durch eine beliebige Tangente eirji 
Dreieck abgeschnitten wird, dessen Inhalt der mögliebst grosseste ist* 

^) Drei Behandiangen dieser Aufgabe beSuden »ich ia von Zach's Monatlicher Corres« 
pondenz. 

Bestimmang der grössten Ellipse, welche die vier Seiten eines ge- 
gebenen Vierecks berührt. Von H. Prof. Gauss. 18i0 August S. 112 r- 121. 
Ilestimipnng der grösstenla cinViereck, so wieaqch ii^ einPreiepk^ tjf 
beschreibenden Ellipse. Von H, Prof. Pfaff in Halie. Sept S. 223 — 220* 
In ein gegebenes anregelmässiges Viereck ABCD d {e je n ige Ellipse zu 
beschreiben, die den möglichst grössten Fl^chenraao^ enthält. Vpn VL 
Pf, Al0LIW£IDE. S, 227—234. ^ 

«7* 
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VVenn wir die Abstände anf NL von dem Mittelpnnctcder eben bestioimten Ellipse 
oder Hyperbel an reebnen, wodurch eine Wurzel 4cr Gleichung (7) NoU wird, so 
kommt: 

oder, indem wir durch ^V'?" dividiren: 

— + > + - «0: 
eine Cleicbung, welche eine cbaracteristische Eigenschaft dieser Mittelpuncte ausdrückt 

650« Um die Gleichung (5) za bilden, brauchen wir bloss die Form des Ausdruckes 
für r^ und überdiess den CocfBcientcn C zn kennen; um die Gleichung (7) zu bilden, 
brauchen wir auch nicht einmal C zu. kennen, sondern es ist hinreichend zn wissen, dass 
i^ durch eine ganze Function des dritten Grades von y gegeben ist, nnd dass diese 
Function für drei bekannte VVerthe von y, die aus der Figur sich unmittelbar ergeben, 
verschwindet. Wir können tiberhaupt das maximum oder mimmum einer Function einer 
Veränderlichen Grösse bestimmen, wenn wir wissen, dass diese Function ein^ algebrai- 
sche ist, und alle diejenigen Werthc der veränderlichen Grösse kennen, für welche die 
Function verschwindet und unendlich wird. Wenn die Function, wie im vorliegenden 
Falle,, eine ganze ist, so wird dieselbe fiir keinen endlichen W^erth der veränderlichen 
^ Grösse unendlich, und zur Bestimmung des maximum oder minimum derselben brauchen 
wir nur diejenigen (reellen oder imaginären) Wcrthe der veränderlichen Grösse zn ken- 
nen, für welche die Function verschwindet und die Zahl dieser Werthe wird durch den 
Grad der Function angezeigt. Zugleich ist vorauszusehen^ dass, im 'Allgemeinen, die 
Conslruction desjenigen Werthcs der veränderlichen Grösse, für welchen die Function 
maximum oder minimum wird, sich leichter construiren lassen werde, wenii wir von 
denjenigen Werthen der veränderlichen Grössen, als bekannt, ausgehen, für welche die 
Function verschwindet oder unendlich Wird, als von einer Constanten -Bestimmung, die 
nur in einer entfernteren Beziehung zur jedesmaligen Aufgabe steht. 

Auf diese Bemerkung gründet sich die, als ein Muster der analytischen Behandlungs- 
weise gepriesene, oben angeführte GAUSSische Constraction der Aufgabe der vorigeo 
Nummer. In der neuen Bestimmung der Curven durch ihre Tangenten erhalten wir den 
Ausdruck für r^ auf die möglichst einfache Weise, und um dailsuthnn, dass dieser Aus- 
druck lür y = 77, y = ^' und y = tj" verschwindet, bedarf es hier , dnrchans keiner 
Gränz -Betrachtungen, die nothwendig werden beim Gebrauche von Pnnct - Coordinatcu, 
weil wir durch diese eine Ellipse, die auf eine gerade Linie sich reducirt hat, auf keine 
Weise durch eine Gleichung des zweiten Grades ausdrücken können. 

65U Wenn von den vier gegebenen geraden Linien zwei zusammenfallen, nnd wir 
also solche Curven zweiter Classe betrachten, welche einen^ gegebenen Dreiecke einge- 
schrieben sind, nnd eine Seite desselben in einem gegebenen Puncte berühren, so kön- 
nen wi^ alle diese Curven, gerade wie bisher, noch durch die allgemeine Gleichung (l) 
darstellen, indem wir die letztgenannte Seite zur ersten Axe, einen apliegenden Win- 
kelpunct zum Anfangspuricte nehmen, und die zweite Axe derjenigen geraden Linie pa- 
«rallel legen, welche durch die Mitte dieser Seite (die wir gleich (2a) setzen) nnd die Mitte 
•derjenigen geraden Linie geht, welche den gegebenen Berührungspnnct mit dem gegen- 
'Uberliegendcn Witikelpuncte des Dreiecks verbindet. Wir erhalten alsdann nach der. 
'608* Nummer: • . 
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E 
F = o, D "^ ^' 

' indem wir darch x die Abscissef des Berülirängspanctes bezeichnen, wonach die Gleichung 
(4) in folgende übergeht: 

CyM<x^-2ax)yM-^ = 0. (s) 

Wenn der gegebene Bertihmngspnnct auf der Dreiecksscite selbst liegt, so i^len 
(641) die beiden Pnncte M" nnd M' zusammen , und zwei, solcher eingeschriebenen Hy- 
perbeln, in welchen yon dem Asymptoten- Winkel durch eine beliebige Tangente ein 
Dreieck von gegebenem Inhalte abgeschnitten wird, sind offenbar imaginär, und es gibt 
kein maximum dieses Inhaltes, oder, mit andern Worten^ dieses maximum wird gleich 
Null, indem die bezügliche Hyperbel in zwei Pnncte, oder, was dasselbe hcisst, in die 
zwiefache Yerlihigerung derjenigen Seite des Dreiecks übergeht, welche in die erste Axe 
fallt. Wenn hingegen der gegebene Berührungspnnct auf der Verlängerung der Dreiecks- 
seite liegt, so fallen die beiden Pnncte JVI nnd M zusammen und von den drei Ellipsen 
von gegebenem Inhalte, die, im Allgemeinen, vier gegebene gerade Linie berühren, wer- 
den zwei noth wendig imaginär, so lange der gegebene Inhalt nicht gleich Null ist; es 
gjbt kein maximum dieses Inhaltes. 

Dasselbe folgt aus der letaften Gleichung. Wir können derselben, indem wir 

x^— 2ax 

' . ^rc- " ' 

setzen^ folgende einfachere Form geben: 

Cy«(y-;7>V2^*+r* =« 0. (9) 

ij Ledeutet hier offenbar den Abstand der Mitte der in die erste Axe fallenden Dreiecks- 
seitc von der Milte derjenigen geraden Linie, welche den Berührungspnnct auf dieser 
Seite mit dem gegenüberliegenden Winkelpunctc verbindet. Wenn wir die letzte Glei- 
chung, in Beziehung auf r nnd y, diffcrentiircn , nnd dr » o setzen, so ergibt sich^ in 
Uebereinstimmung mit (7): ^ - 

Dem Factor y entspricht' die in die erste Coordinafen - Axe fallende Dreiecksseite, oder 
ihre zwiefache Yerlängerung, dem andern Factor {y—^/^ti) entspricht eine grSsste Ellipse, 
wenn der gegebene üernhrungspunct auf dieser Seite selbst liegte oder eine Hyperbel, 
in welcher von dem Asymptoten- Winkel durch eine beliebige Tangente ein Dreieck, 
dessen Inhalt ein maximum ist, abgeschnitten wird, wenn der gegebene Bernbrungspunct 
anf der Verlängerung dieser Seite liegt 

Wenn das gegebene Dreieck unverändert dasselbe bleibt, der gegebene Berührungs- 
pnnct aber auf der Basis desselben oder ihrer Verlängerung (der ersten Coordinaten-Axe) 
fortrückt, so ändert sich ti offenbat so, dass 7j5in& constant und gleich der halben Hohe 
des gegebenen Dreiecks bleibt Nennen wir diese Höhe h , so erhalten wir für das in 
Rede stehende maximumt 

ysin^ =3 ^/jL 

Der geometrische Ort für den Mittelpunct der ebei)i bestimmten Ellipse oder Hyperbel, 
für jede verschiedene Lage des Berührungspunctes auf der Basis des gegebenen Dreiecks, 
ist also eine, durch den Schwerpunct des Dreiecks gehende, der Basis parallele, gerade 
Linie- 
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Ans der Gleickong (9) ergibt sich » wenn wir 

y^sin^» « %h^ C(y-i7) « -%Ci7 « Vi(x^SU*), 

seteen: 

r* « %,(2ax-K^)h« » »4:(2a-x)xh«, («o) 

Der Inhalt der grossten eingeschriebenen Ellipse hängt also nur von der Höhe des gege« 
henen Dreiecks and dem Prodactc der, durch den gegebenen Beriihrangsponct auf der 
Basfs desselben bcstimniten , beiden Segmenten ab. Wenn man diesen Bcröhrnngspanct 
mit dem gegenüberliegenden Winkelpnncte verbindet, so erhält man zwei Dreiecke, de« 
ren Inhalt Vixh =s A' und y2C^a— x)h = A", Hiernach kommt: 

r* = y^jA'A". ^ 
Der Ausdruck für r^ (lo) ist» als Function von n, wiederum eines maximum fähig. Die« 
sem entspricht 

X = a, 
woraus hervorgeht, dass die grösste Ellipse, welche überhaupt in das gegebene Dreieck 
beschrieben werden kann, die in die erste Axc fallende Seite desselben, und folglich auch 
die beiden übrigen Seiten, in ihren JNlittcn berührt. Der Mittelpunct dieser Ellipse ist 
also der Schwerpunct des gegebenen Dreiecks. Wenn man den Inhalt dieses Drei« 

ecks A'" nennt, so ist: 

3V^3.r« « 2A". 

Wir hätten auch , um die grSsste Ellipse , welche in d^S gegebene Dreieck sich be* 

schreiben lässt, zu bestimmen, ysind =s z (wo alsdann z der Abstand des Mittelpnnctes 

einer eingeschriebenen Ellipse von der ersten Axe bedcntct) setzen, wonach die GleicbQ|i| 

(8), da . , , 

X 2ax^x* . ^ 2ax-i»x* • ^ 

C » • =» 2.-^-x .«/!*, 

5 n 

in folgende übergeht; 

(2ax--x«)r i.— zM+r* a o, 

und dann diese Gleichung, zuerst in Beziehung auf k, und zuletzt in Beziehung aof s' 
differentiiren können. Auf dies^ Weise ergibt sich zuvörderst der Sat3(, dass von allen 
denjenigen eingeschriebenen Ellipsen, deren Alittelpuncte auf einer der Basis des gegebe- 
nen Dreiecks parallelen geraden Linie liegen , diejenige Ellipse den grossesten Inhalt ha^ 
welche die Basis in. ihrer Mitte berührt. 

652. Wir können aus der Gleichung (3) auch noch andere Constractionen der grSss* 
ten Ellipse, welche vier gegebene ^^erade Linien berührt, ableiten* Denn setzen wir in 

dieser Gleichung rr ss z, nnd nennen diejenigen drei Werthe von z^ welche sich auf die 
drei Diagonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebildetei) vierseitigen Figur 
beziehen, C, f und T» ^o kommt: 

Oder wenn wir r "> ▼ setzen nnd die jenen drei Diagonalen entsprechenden Werihe 
vpn V durch v, v und v* unterscheiden, so ist: 



p(F)V-Xv~«X^-f>5^ - *^» 



E 
nnd endlich, wenn wir t «» w setzen, nnd diejenigen Werthe von w, welch^ sich 9nf 
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sin^ "" ^' 



die drti Diagonalen bezieheni 09, ti und to' ncnnens 

Bei der Bestimmang des maximum fallen ans jeder der drei yorslchenden Glcichun-- 
gen die Cocffidenten der allgemeinen Gleicliang der Oerter zweiter Classc aos, und wir 
leben, dass, für dieses maximum^ w dieselbe Fnnction von cd, cd and <a' ist» als v Ton 
Vi V und v", als x Ton C, f und C ond als j von ?/, ^ und i{\ So können wir zum 
Beispiel, wenn wir die grösste Ellipse bestimmen wollen, welche einem gegebenen Drcie^ 
ekc eingeschrieben ist und eine Seite desselben, in einem gegebenen Punctc berührt, 
«d' s cd" 8 o, (;' «s ^' SS nnd if es t/' sa o setzen, und erhalten alsdann für diese 

grosste Ellipse: 

y « %7i, £ « */,?, w « Y^<o. — 

653. Für solche Cnrven zweiter Classc, welche die erste Axc im Anfangspuncte der 
Coordinaten berühren, reducirt sich der Ausdruck: 

(AC^B^)(AF-D^MAE--BD)« 

— , 

indem wir F » E « set^n. auf: 

Wenn die Cnrven sich auf der ersten Axe dreipunctig oder vierpunctig osculiren, so ist 
der Quotient «^ constant (58l). Wenn also der Inhalt einer osculirenden Ellipse gegeben 
0Qd gleich T^n ist und wir jenen constanten Quotienten y nennen, so kommt s 

^ J, also fdr die Abscisse deä Mitlelponctes der osculiren- 
den Ellipse immer nur einen einzigen reellen Werth. Dasselbe findet Statt, wenn wir 
im zweiten Theile dieser Gleichnng das Zeichen ändern, und also statt einer Ellipse eine~ 
fTypcrbel erhalten. In beiden Fällen gibt es kein maximum. Dieselben Folgerangen hät- 
ten wir auch unmittelbar aas der 648« Nummer ziehen können. 

Wir bemerken beiläufig, dass der Ausdruck (10) constant bleibt, so lange die Quo- 
tienten js und ^ dieselben Werthe behalten nnd somit erhalten wi;r folgende Sätze (681): 

u4/Ie Ellipsen, npclche dieselben beiden y unter sich parallelen ^ geraden Linien be- 
rühren und auf einer derselben sich dreipunctig osculiren, haben gleichen Flächenin- 
halt, /ä «''^ä Hyperbeln, welche unter sich und mit jenen Bliesen auf der einen ge^ 
roden Linie einen dreipunctigen Coniact haben, und die andere gerade Unie berühren, 
g^d f^on dem Asymptoten •Winkel, durch eine beliebige Tangente, ein Dreieck von 
constantem Inhalte abgeschnitten und dieser Inhalt ist dem Producie der beiden halben 
^xen einer jener Ellipsen gleich. 

66i^ Eine Parabel zu beschreiben, ipelche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecfis 
berührt und deren Parameter ein maximum ist. 

D^^ vierte Theil Qf) des Parameters einer durch die allgemeine Gleichnng: 

^Tw-f-Cv''+9Daw-f-3EnH-Fa« = o, (1) 

^iifgestellten Parabel isl| bei der Voraussetzung rechtwinUiger Coordinaten - Azeq, durch 
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folgende Gleichung bestimmt (506); 

(CD^^2BDE+FB^> ,p/ ' • 

(BM-D^7 *^ ^ • tO 

Wenn wir einen Winkelpunct des gegebenen Dreiecks znm Anfangsponcte der Goor« 
dinaten nehmen und die erste Axe der diesepi Winkelpuncte gegenöberliegenden Seite 
parallel legen, so können wir in der allgemeinen Gleichung (l) aller eingeschriebenen 
Parabeln alle Coefficientcn, B aasgcnommen, als ein fiir alle Mal gegeben betrach# 
ten (536). 

Wenn wir in dem Ausdrucke für 4P^ Nenner und Zähler durch C^ diyidiren und 
B 1 
dann ^ = -- setzen, so kommt nach einer einfachen Beductiont 

J D» , D E , F J« 

i^??''-"^c-r^ -^c'> p. 

Es bedeutet hier x dasjenige Segment, welches von einer der zweiten Axe parallelen 

Tangente auf der ersten Axe abgeschnitten wird; denn wenn wir in der Gleichung (j) 

w C 
u » o setzen, so kommt -**• <» -« rs« x. Mit denjenigen Parabeln, welche die Seilen 

des gegebenen Dreiecks berühren, ordnen sich drei Puncten- Systeme zusammen (6i8). 
Jedes derselben besteht an^ einem Winkelpuncte des Dreiecks und einem Puncto, der, 
nach der Richtung der gegenüberliegenden ' Seite hin , nnendlicb weit liegt« In Beziehung 
anf diese drei Systeme erhalten wir offenbar für x die Absctssen der drei Winkelpunct« 
des gegebenen Dreiecks. Eine dieser Abscissen ist, bei unserer Coordinaten- Annahme^ 
gleich Null^ die beiden andern wollen wir ^ und §'' nennep. Hiernach erhalten wir ao^ 
der letzten Gleichung folgende: 

Wir haben ferner: « ^ 

c F c rr , 

indem wir darch V ^® Ordinate eines der beiden, nicht in den Anfangspunct fallendeoi 
Winkelpuncte des gegcbei^en Dreiecks bezeichnen« Hiernach kommt endlich: 

[»(x->r)(x-r)]^ _ p, 

Diesc^ Gleichung zeigt, dass es im Allgemeinen scchs^ verschiedene Parabeln gibt^ wcl» 
che die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, und deren Pai^meler eine gege- 
bene Grösse hat. Für diejenigen Parabeln, in welchen dieser Parameter ein maximum 
ist, erhalten wir, auf dem bekannten Wege, folgende Gleichung: 

{^+ty^+{^^''-ftty^-^^^ «* 0. (3) 

Diese Gleichung zeigt, dass es, im Allgemeinen, drei yerscbiedeoe. solcher . iTuuni- 

ma gibt. , ^ 

Der um das gegebene Dreieck» ABC, beschriebene Kreis ist der geometriscI|e Ort 
für die Brennpnncte aller Parabeln, welche die drei Seiten des Dreiecks berühren. W^enn 
wir den Brennpunct in ' ein^m WinMpunct^ de$ geg^benefi Dreiecks amebmi^^ so 
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erhalten wir» statt der Parabel, ein Ptincten - System , und der beeügüche Parameter ist 
gleich NolL Wenn der BrennpnQCt aaf dem amschriehenen Kreise von einem Winkel«* 
pancte des Dreiecks, etwa von B, nach einem andern, C, fortrückt, so wächst anfange 
iich der Parameter der bezüglichen ParabcL erreicht dann sein maximum^ und nimmt 
endlich wieder ab, bis er im Poncte C wieder ganz verschwindet Wir sehen hierans, 
dass den drei Wurzeln der letzten Gleichnng wirklich drei maxima entsprechen , nnd 
dass diese inaxima nothwendig alle drei reell sind , so lange das gegebene Dreieck reell 
bleibt Zugleich ist aaf diesem Wege ersichtlich, dass es, im Allgemeinen, sechs ver- 
schiedene Parabeln gibt, welche dem gegebenen Dreiecke eingeschrieben sind nnd einen Pa- 
rameter von gegebener Länge haben. Jede Seite des Dreiecks nnd die Yerlängerangen der je- 
desmalig beiden übrigen Seiten werden von zwei Parabeln von gegebenem Parameter, 
nnd von einer Parabel, deren Parameter ein maximum ist, berührt. 

•Die Warzeln der Gleicfaong (3) lassen sich nar in besondern Fällen darch Constrac- 
tionen der Elementar« Geometrie bestimmen. Einem solchen Falle entspricht die Bedin* 
gnngs - Gleichnng : 

r+r' => o, 

welche anzeigt, dass das gegebene Dreieck zwei gleiche Schenkel ha. Alsdann redacirt 
sich ^c Gleichnng (3), indem eine ihrer Wnrzcln unendlich wird, anf folgende: 

[3rM-2,'qx« = r*. (♦) 

Der anendlich werdende Werth von z^^zcigt eine Parabel an, deren Äxe der zweiten 
Goordinaten-Axc parallel ist, nnd man sieht sogleich > dass im vorliegenden Falle beide 
Axen zusammenfallen. Die beiden andern Wcrlhc von x, welche die letzte Gleichung 
gibt, sind leicht zu constmiren. 

Die Gleichung (3) redqcirt sich femer anch in demjenigen Falle, dass zwei Seiten des Fig. t^«. 
gegebenen Dreiecks, AG nnd BC, zusammenfallen^ und. demnach alle Parabeln 
twel gerade Linien AN und AC und die eine derselben, AC, in einem gegebenen Puncte, 
C, berühren. Der Ort för die Brcnnpnncte aller solcher ^arabeln ist ein Kreis, der die 
gegebene gerade Linie AN in ^hrem Durchschnittspunctc A mit AC berührt, und zugleich 
durch den gegebenen Bertthrnngspunct C auf AC geht Wir können hieraus leicht a 
/7r/c^r/ entnehmen, dass eines der in Rede stphepden maxima von P Null wird, und 
dass diesen^ mßxirnum x"» o entspricht, wenn wir d^r obigen Coordinate^- Bestimmung 
gemäss den Durchschnittspnnct der beiden gegebenen geraden Linien , A , zum Anfangs« 
pancte nnd diejenige gegebene gerade Linie, auf welcher ' zugleich der Bertihrungsnunc) 
gegeben ist, AC, zur ersten Axe nehmen« Hiernach erhält man: 

f « p, 71 ^ o^ |- « tang(f^ $" « AC, X ^ tcotgq>, 

indem man den Winkel, welche die beiden gegebenen geraden Linien mit einander bil- 
den , durch 9 bezeichnet Alsdann geht dje Gleichung (3) in folgende leicht zu construi- 
rende Gleichung des zweiten Grades über: 

Wenn dey Winkel 9, welchen die beiden gegebenen geraden Linien mit einander 
l^ilden, ein rechte» ist, so sind die Wurzeln der letzten Qleichnng beide gleich Null; 
was veiter nichts heisst, als dass die zweite Goordinaten-i^xe, also die gegebene gerade 
Linie AN, eine Tangente der verlangten Parabel ist In diesen! speciellpn Falle kötpipqq 
^ir also auf dem oben eingeschlagenen W^g^ nicht zur Bestimmung; dieser ! Par?faelf 

IL 2^ 
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Wir gelangen indcss leicht hierzu , wenn wir* zur Gleichnng (3) zbrilckgeben nnd in die- 
ser Gleichang, unserer Coordinaten - Annahme gemäss, F » o nnd C »^ ö setzen. Aaf 
diese Weise kommt: 

nnd £lir das maximum von P , als Function von B betrachtet : 

D*-2B« « o, 
wonach wir, wenn wir den Winkel 9 welche die Dorchmesscr der verlangten Parabel mit 
der ersten Axe bilden 5 a nennen, folgende Gleichung erhalten: 

tanga » ±VSU 
Wenn alle in Rede stehenden Parabeln sich dreipnnctig oscnliren, so ist 
g" SS nnd ^ SS o« Yon den beiden Worzeln der Gleichung (5) ist alsdann die eine 
Null nnd die andere unendlich; denn das Prodnct derselben, [= '^(S'cotgq>Y\j erscheint 
nnter de^ unbestimmten, nicht reducirbaren, Form o.m, während die Summe derselben 
[s ^Z(^'cotg(p)cotg(fi\ nnendKch wird. Wir finden diese Behauptung bestätigt, wenn wir 
wiederum zur Gleichung (2) zurückgehen , nnd in dieser Gleichung F «^ o und £ s= o 
setzen. Abdann kommt nemlich: 

nnd man sieht sogleich, dass B » o dem maximum von P entspricht Es stehen also 
die Durchmesser der bezüglichen Parabel auf der ersten Coordihaten-Axc, der Tangente 
im Oscolationspuncte, senkrecht Yon allen Parabeln, welche eine gegebene (beliebige) 
Gnrve in einem gegebenen Puncte osculiren, hat diejenige den grösstcn. Parameter, deren 
Axe dnrch den gegebenen Osculationsputict geht 

Hierhin gehört auch der* Fall, dass alle Parabeln, statt drei gegebene gerade Linien 
za berühren, einen gegebenen Punct zum Brennpancte haben und übcrdiess eine gegebene 
gerade Linie berühren. Wenn wir den gegebenen Brennpunct zum Anfangspunctc neh- 
men, und 4ie erste Axe parallel mit der gegebenen geraden Linie legen, so verwandelt 
sich die Gleicfanng (2), indem wir E = o und F ^^ C nehmen, in folgende: 

und Jiiemach^kommt, wenn wir, der bisherigen Bezeichnung entsprechend, den Abstand 
des gegebenen Punctes von der gegebenen geraden Linie ^ nennen : 



t» • 17" 



P^ 



Diese Gleichung zeigt, dass es unter den Parabeln, die wir betrachten, nur zw^ von gegebe- 
nem Parameter gibt Diese sind leicht zu construiren, denn die letzte Gleichung gibt 

Dem maximum von P entspricht B «^ o oder x » cs), das heisst, diejenige Parabel hat 

den grossten Parameter, deren Durchmesser auf der gegebenen geraden Linie senkrecht 

stehen. 

655. Wenii wir in dem .Ausdrucke für 4P^ (2) Nenner und Zähler durch B^ dividi- 

ren, nnd dann ^ » — v setzen, so kommt: 
IS 
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4P« - (ß^'+^ß^4'y-^ 2. [v(v-v')(v-«")]' 

indem int die Wnrteln der Gleicbnng ^ 

CvM-2Ev+F = o 
V und v" nennen. (— v) bedeatet die trigonometrische Tangente derjenigen Win^U, wel- 
che die Durchmesser der hezüglxchen Parabel mit der ersten Axc bilden ; die Seiten jU^ 
gegebenen Dreiecks bilden mit dieser Axe Winkel, deren trigonometrische Tangenten o, 
• (— v) und (— v") sind. Für v » o, v = v und v s=s v" verschwindet P ; es wird P maTi- 
mumy wenn wir t durch folgende Gleichung, die der Gleichung (3) ganz analog gebildet 
ist, bestimmen: 

(i;'H^'')v«+(3— 2t;VX-.2(i;'-H;'')v+t;V' = o. (6) 

656. Da der geometrische Ort für die Brennpnncte solcher Parabeln, welche dit 
drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren^ der diesem Dreieck umschriebene Kreis 
ist, so liegt der Gedanke nahe, zur Bestimmung derjenigen Parabel, deren Parametei* 
tyarinaximum ist^ noch einen zweiten geometrischen Ort fbr den Brennpniict zu suchen. 

Wenn wir zu diesem Ende zu der 480. Nummer zurückgehen und ( —I j =3 w setzen, 

so kommt : ' 

2BE-^D(C-F) 2E>KC-F)v 

"^ "^ ""aDE+BcC^F) "^ 2Ey^(C-F)* 
imd hiernach t 

_ 2E-HC~F)w 

^ "" 2Ew^(C-F)* 
Wenn wir diesen Werth für y in die letzte Gleichung der vorigen Nummer substituiren, 
so erhalten wir eine Gleichung des dritten Grades in w, welche drei durch den AnEangs* 
punct der Co ordinalen gehende gerade Linien darstellt Diese drei gerade Linien schnei* 
den den, dem gegebenen Dreiecke nmschriebenen, Kreis, ausser in dem Anfang&puncte» 
noch in drei Pnncten: den Brcnnpnncten der gesuchten Parabeln. Iii dem oben schon 
betrachteten Falle, dass das gegehene Dreieck ein gleichschenkliges ist» gibt die letzte 
Gleichung, indeip wir 

2E « ^(v'+v") « o, 
jetzen;, ... 

. T aa — WJ 

das heisst, Wenn man durch die Spit;Ee eines gleichschenklichen Dreiecks, welches ein«r 
j|f($el|en^ . Parabjßl so nmscbriel^en ist, dass diese einen der beiden gleichen Schenkel 
iielbst« deo^^and^rn Schenkel aber Aind die Basis in ihren Yerlängeningen bertihrt, zwei 
ger^e JLinien zieht, von welchen die eine durch den Brennpunct der Parabel geht und 
die andere der Axe derselben parallel ist, so bilden diese beiden geraden Linien mit der 
Basis des gegebenen Dreiecks ein zweites gleichschenkliges Dreieck Wenn man hier^ 
nach durch den Anfangspunct der Cooirditiaten zwei gerade Linien legt, deren Richtung 
durch die Wurzela der Gleishang; 

, (3rf^i/»)v^-t;'« « o, (7) \ 

auf welche im vorliegenden Falle die Gleichung (6) sich reducjrt, gegeben ist, ^q gebf 
jede derselben durch den Brennpunct einer der zn construircnden Parabeln pfitl 4|p ]^^ 
desmalig übrigbleibende ist den Durchmessern derselben Parabel parallel. 

"28* 
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In dem vorliegenden Falle können wir ai»^ ^^^ beiden Brcnnpnnctc der yerlangten 
Parabeln durch die Darchschnitte dci^ ^«^ gegebenen Dreiecke nmscbriebenen Kreises 
nnd einer der Basis d(i.<^^^^^ parallelen, geraden Unic constmiren« Für die Gleicfanng 
dieser geraden LJp^ erhalten wir» wenn wir wieder ^or 480. Nrnnmer zoriickgeken s 

D(C^F) 
y *" 2(BM-D«)' 
nud wir brauchen alsdann nur noch aus dieser Gleichung, veitoittelst der Gleicfaniig (4) 
oder (7)1 B za eliminiren. Nach einigen Bednctionen erhält man: 



y » - 




Va^'. 



Hiernach er^t sich eine sehr leichte Constmction jener beiden Brennpnncte« Der Brenn« 
pnnct der dritten Parabel Hegt aaf der zweiten Coordinaten-Azc. — 

667* Jfi ein gegebenes Parallelogramm diejenige Ellipse zu beschreiben 9 welche 
einem Kreise am meisten sieh annähert 

Wenn wir, wie in der ersten Nummer dieses , Paragraphen , den MittelpoBct des 
Parallelogramms^ zum Anfangspnncte der Coordinaten nehmep nnd die Axen? parallel mk 
den gegenüberliegenden Seiten desselben legen, so ist 

Aw^H-CvM-2Euv+Fu» ^ o (i) ' 

die allgemeine Gleichung aller dem gegebenen Parallelogramme eingeschriebnen Ciinren 
zweiter Classe. Alle Coefficientem dieser Gleichung 'sInd als gegeben zu betrachten, mit 
Aasnahme des CoefBcicntcn E^ der von einer Gurre zur anaem sich ändert, und alle 
möglichen Werlhe erhalten kann. ' ' " ' \ • ' 

Wen^ wir ^beh derjehi^n Winkel, wetch^' die beiden gleichen zug^ördne^n Dnrclf- 
messer einer Ellipse mit einander bilden, '| nennen, so ist bekanntlich lam^f^ gläch 
dem Yerhältniss der beiden Axen der Ellipse. Dieses Yerhältniss nähert sich um so 
mehr der Einheit, je näher der Winkel % einem rechten komjnt, und j« grosser also 
sin% wird. Indem wir die allgemeine Gleichung (l) zu Grunde legen und A=^o setzen, \ii{^\^\ 

Wir sehen hieraus, dass srich; im Atl^^einfeta,: zwei ver sbhiedene 'ElU^ftta YM'gtgA^ 
nem Axen- Yerhältniss in das gegeb^nief Parallelbgramm beschreibeti ' lassen; '• Ffer dit 
verlangte Ellipse^ in welcher das Axen «Verhältniss der Einheit so nahe kommt als i&dg- 
lich, ergibt sich, auf dem bekannten Weg^, zur BesUmmtmg von £ folgende Gleichimf : 

PF 

£ = -2-c^-.^<«*. . . (3). 

Wenn wir wie in der 646« Nummer construiren , so erhalten wir ohne Mühe dieji^nigen 
beiden Durchmesser^ deren zugeordnete in die' beiden Coordinaten - Axen fallen, und 
dann die beiden Axen der gesuchten Ellipse. 

Die Gleichung (2) geht, wenn wir in dieselbd ^ör £ den eben gefondeoen Werlh 
sobstituiren, nach eim'gen leichten Reductiönen in folgende über: 



j 
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wenn wir ^ waa den letsfcn Ansdrock betrifft > den Inhalt des gegebenen Parallelogramms 
4A ond die Seiten desselben (2s) nnd (üi) nennen. Wir sehen^ hieraus beiläufig, das« 
nar, wenn das Parallelogramm gleiche Seiten hat, ein Kreis in dass<^lbc sieb besehrei- 
ben läs5t Für das Quadrat der Hälfte eines der beiden gleichen zugeordneten Darch- 
messer ergibt sich (513) 

und tur den Inhalt der Ellipse : . 

s«-|-t* * 

Es ist offenbar, däss derjenige Werth, welchen die Gleichung (4) für ^1/2?^. gib^, 
ein maxtmum nnd kein mirumum ist Denn die Gleichung (d) gibt für £ einen einzigen 
Werth, und sin'^ kann dadurch, dass die eingeschriebene Ellipse sich immer mehr.el* 
ner der beiden Diagonalen des gegebenen Parallelogramms annähert, auf zwiefache 
"Weise beliebig klein 'werden. Diese Diagonalen bilden den IJebergang von eingeschrie- 
benen Ellipsen zu eingeschriebenen Hyperbeln; sie sind als solche Ellipsen anznaeben^ in 
welchen einer der, von den beiden gleichen zugeordneten Durchmesscm gebildeten, Winkel 
gleich Null ist, oder als solche Hyperbeln, in welchem der Asymptoten -Winkel vcr- ; 
schwindet. Nennen wir in irgend einer eiogeschiiebehen Hyperbel den AsyniploK^^Win-"* 
kel C, so ist (490) ' 

Es ist dieser Ausdruck weder eines maximum noch eines minimum fähig, denn einem 
solchen würde wiederum dip Gleichung (5) entsprechen, nnd diese gibt 

CF-E^ ^ -^^[(C-F)^+4CF5/«'^] > o, 

wonach die bezügliche Corve keine Hyperbel sein kann (489). Dieselbe Folgerung hatten 
wir anch ans der Gleichung (4) siechen können, welche für % immer einen reellen Werth, 
nnd folglich für l, immer einen imaginären Wertb"*gibt. *) . Es existircn also Hyperbeln 
TOa jedem möglichen Axep»,Yerfa2iltnis& und insbesondere gibt es cilso auch eine g}eic]|^- 
Zeitige Hypc];beL iZnr Bestimpungidiefier glcichsciLigen Ifyperbel ergibt sich unmittelbar: 

■■■■■■ . •• •• £ = -.£±1. . •' f 

Jjinx in dem einzigen .Falle, dass das gegebene Parallelogramm ein rechtwinkliges; isC, 
Nrird E anendlich, nnd es gibt, im eigentlichen Verstände, keine gleichseitige Hyperbel» 
sondern nnr solche Hyperbeln, die einer gleichseitigen Hyperbel so nahe komn^qn köif- 
Äen^ als man nur willj ohne aber ganz in eine solche überzugeben. , vi 



*) Aus der Nebencioanderstellong der beiden Gleichungen (S) tfod (5), «deif* aach aas den 
aligemeiocrn Ausdrücken der 490. uod 512. Numiuer erhslten wir, indem wir den Asji^ptjQ- 
ten- Winkel irgend einer Curve zweiter Glasse ^* und den Winkel, welchen die gfelchen 
zngeordnelen Durchmesser derselben Cnrven mit einander bilden, % nennen, die beiner- 
kenswertbe Gleichung: 
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658. Wir wenden ans sogleich za der nachstehenden allgemeiaem Aufgabe: 
Iri irgend ein gegebenes Viereck diejenige Ellipse^ welche einem Kreise so nahe ah 
möglich kommt und diejenige Hyperbel^ deren Asymptoten- Winkel der möglichst grSs- 
seste ist^ zu beschreiben. 
Fig. 23. Wenn wir die Coordinaten • Äxen wiederum wie in der 23. Figur bestimmen ind 
OW =ö 2a setzen, so ist ^ ^ 

Aw^+2Bvw+Cv*+2Dow+aEuv+Fa* *« o (i) 

die allgemeine Gleichang aller, die vier gegebenen (in der Figur stärker gehaltenen) ge- 
raden Linien berührenden, Oerter zweiter Classe, wenn wir in dieser Gleichung A nnd 
B. als beliebig zu bestimmend^ Cocfficientcn, zwischen denen bloss die Bedmgongs • Glo» 

'*^°^ B - aA 

Statt findet, betrachten« Die vier Bbilgen Cocfficienten, oder vielmehr di? Quotienten }e 
sweier derselben, sind durch die vier gegebenen geraden Linien vollkommen bestimmt 
Den Coordinaten -Winkel bezeichnen wir, wie bisher, durch 9. Wenn wir alsdann ir- 
gend eine durch die Gleichung (l) dargestellte Ellipse betrachten und einen derjcmgea 
Winkel, welchen die gleichen zugeordneten Durchmesser derselben mit einander bilden, 

5 nennen, so bt (512): r(AC -B'XAF-D')-(AE-BD)»3.m^» , , 

«n1 « 4.j^^c-B^)+2(AE-BD)coid+cAF-D»)j»' ^•>. 
VYena wir ip diesen: Ausdrucke für sin?'i statt B schreiben aA^ dann Nenner and Zähler 
desselben dorch A'^ dividiren nnd endlich D <» 1, «r = 7 se^en, so kommt: , 

.Inr, , ,/„^Ä Cy*-KE^-CF-2Ea)y^FaV 

und. diese Gleichung können wir nochmals in folgende umformen: 

indem wir die Wurzeln der Gleichung: 

Cy3+(E«— CF-2Ea)y«+Fa*y « o, (s) ^ 

(von denen eine gleich Null ist) durch 17, 17' und 17", nnd die Wurzeln der Gleictinng: 

y»(C+F— 2(E— a)co^%+a« « 0, (6) 

durch 17, und r^^ bezeichnen« Es bedeutet alsdann y die Ordinate des Mittelpunctes der 
bezüglichen Ellipse % r\^ ri nnd V' bedeuten die Ordinaten ' der Mitten (M , M' und M*) 
der drei Diagonalen der, von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, Tollstandi- 
gen vierseitigen Figur, 17, und 7/^, die (reellen oder imaginären) Ordifiaten der Mittelpuncie 
derjenigen beiden gleichseitigen Hyperbeln, welche. die vier gegebenen geraden Limen 
berühren. Wir können diese Ordinaten auf der geraden Linie NL selbst nehmen, und 
da in der Gleichang (A) nur Differenzen solcher Ordinateq vorkommen , so können wir 
auch, statt diese Ordinaten vom Poncte M" an zu b^estimmen, dieselben vpn irgend o? 
nem beliebigen Pnncte dieser geraden Linie an -rechnen. 

Die Gleichnag (4) zeigt, dass cs^ im Allgemeinen, vier verschiedene Ellipsen gibt, 
deren gleiche zugeordnete Durchmesser gegebene Winkel mit einander bilden, oder, mit 
ändern Worten, vier Ellipsen, die einer gegebencfn Ellipse ähnlich sind. Es ist offen- 
bar, dass die Mittelpuncte zweier dieser Ellipsen zwischen M' nnd M, und die Mittel- 
pnncte der beiden übrigen von M" aus nach N hin fallen. Jedem Pnncte, nenüich der 
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zwischen M' und M, oder Übci" den Punct M" bmaus^ nach N hin liegt^ entspricht cifie 
eingeschriebener £llipse nnd dieser ein endlicher Wcrth für sin% Di'ese^ VVerth ver* 
schwindet einerseits fhr j zss tj' nnd y » 7^, und andrerseits für y =s ?/' und y ^ ^ (4). 
Er wächst also , indem der Mittelponct der hezliglichen Gorve von M' ans nach M hin 
fortrückt > 'erreicht sein maximum ond nimmt dann wieder ah, bis er für den Ponct AI 
verschwindet« Wenn ferner der Mittelpunct von M" ans nach N hin iortrückt, so wächst 
der Wcrth von sin^^^ erreicht wieder ein maximum and nimmt dann wiederum bis 2tim 
Verschwinden ab, indem die bezügliche Ellipse sich einer Parabel immer mehr annähert 
Ans der Form des Ansdrackes füi^ stn^'% folgt (612)9 dass keines- jener beiden maxima je 
die Einheit übersteigt. Wenn ein maximum derselben gleich komQit, so entspricht dem- 
selben ein Kreis. 

Wir erhalten ferner für eine dem gegebenen Viereck eingeschriebene Hyperbel, de- Fig. 95. 
r€0 Asymptoten «Winkel wir wiedernm C nennen wollen: 

Es gibt also, im Allgemeinen, vier Hyperbeln^ welche die Seiten eines gegebenen Vier- 
ecks berühren, nnd deren Asymptoten, sich nnter gegebenen Wink/^In schneiden. Es 
sind hier zwei verschiedene Fäll« zn ^nnterschciden; es gibt entweder nnter den einge- 
schriebenen Hyperbeln zwei gleichseitige and dann liegen die Miitelpunde derselben, H 
ond H', zwischen M" nnd M' oder es gibt deren keine. Wenn in dem ersten Falle 
der-^Iittelpanct der eingeschriebenen Hyperbel von M" nach M' fortrückt, so- wächst an- 
fanglich der bezügliche Werth von tanß% bis er für den Panel H anendlich wird, nimmt ^ 
dann wieder ab, erreicht ein minimumy wächst von Neuem, bis er für den Ponct H 
wieder unendlich wird, nnd nimmt dann endlich wieder ab, bis er für den Panct M' ver« 
schwindet. Ifl dem zweiten Falle wächst der Werth von tang^^, wenn der INlittelpanct 
von ISr nach IM' hin rückt, erreicht ein maximum nnd nimmt dann wieder bis zum Ver- 
schwinden ab. In beidcjQ Fällen wächst der Werth von tang^i;^ wenn der Miiielpuncl 
von M nach L hin fortrückt, erreicht ein maximum and nimmt dann wiederum bis zum 
Verschwinden 'ab, indem die bezügliche' Hyperbel einer Parabel sich immer mehr an- 
nähert. 

In dem ersten Falle gibt es also ein minimum von tan^l^^ dem ein Mittelpunct, 

der zwischen M". und M' liegt, nnd ein maximum^ dem ein über M hinaus, nach L hin, 

liegender Mittelponct entspricht. Dieses mttximum ist nothwendig kleioer als jenes mini- 

fnum. Ist der Werth von tang^i^ gegeben nnd grösser als das miuimumj so liegen die 

Mittelpnncte der bezüglichen Hyperbeln alle vier zwischen M" and M'. Isi tang^l^ kleiner 

als das maximum , so liegen von den Mittelponcten der bezüglichen vier Hyperbeln zwei 

zwischen M" nnd M' und zwei über M hinaus nach L hin. Wenn der Werth von tangK 

iref^cben ist und zwischen dem maximum nnd minimum fallt, so gibt es liar zwei eingc* 

scliriebene Hyperbeln, deren Mittelpnncte zwischer M" und M' Hegen. ' Im zweiten 

Falle gibt es zwei maxima. Wenn tang^l^ gegeben ist, so liegen die MIttelpanclc zweier 

bezüglicher Hyperbeln zwischen M" nnd M' ond die Mittelpancte der beiden übrigen über 

TSl hinaus nach L hin, und alle vier Hyperbeln können imaginär werden. 

Es bleibt uns jetzt noch die Frage zn beantworten übrig, ob in denjenigen Hyper- 
beln ^ clie einem gegebenen Werthe von tang^^ entsprechen, der Asymptoten . Winkel 
kleiner oder grösser als ein rechter Winkel ist. Wir sehen sogleich, dass, wenn. 



124 Zur Theorie der ^ 

wir eine Diagonale der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten voOstandigea 
Tier^ittgen Figar als eine Hyperbel, in der die imaginäre Axe bis xnm "Verschwinden ab*- 
genommen bat, betrachten (521), in Beziehung auf dieselbe , ^ gleich Null und nicht 
gleich n ist Ein Gleiches findet Statt in Beziehung auf die eingeschriebene Parabel, 
wenn wir dieselbe als eine Grande von Hyperbeln ansehen. Da ferner nur durch eine 
gleichseitige Hyperbel hindurch der Uebergang von Hyperbeln, deren Asymptoten- Win- 
kel kleiner als ein rechter ist, zu solchen, in welchen der Asymptoten - Winkel grosser 
ist als ein rechter. Stattfinden kann, so ist offenbar , dass in demjenigen Falle, wo es 
keine gleichseitige Hyperbel gibt, welche die vier gegebene gerade Linien berührt, der 
Asymptoten -Winkel jeder eingeschriebenen Hyperbel kleiner ist als ein rechter. Den 
beiden mäxima entsprechen also Hyperbeln, deren Asymptoten- Winkel maxima sind, 
aber einen rechten Winkel an Grösse nicht erreichen. Wenn aber unter den einge- 
schriebenen Hyperbeln sich zwei gleichseitige befinden, so liegen von M aus nach L hin, 
und zwischen M' und H, so wie zwischen ti! und M'' die Mittelpuncte solcher Hyperbeln, 
deren Asymptoten- Winkel kleiner als ein rechter ist und zwischen H und H' die Mittel- 
puncte solcher Hyperbeln, deren Asymptoten- Winkel grösser ist als ein rechter. Dem 
maximum sowol als dem minimum von tan^^ entspricht ein maximum des Asymptoten« 
Winkels, der einmal kleiner, das andere Mal grösser als ein rechter ist« 

Mach diesen vorläufigen Erörterungen wenden wir uns zu unserer eigentlichen Act 
gäbe zurück. Wenn wir i{' s= o setzen, das heisst alle Abstände auf der geraden Li* 
nie NL *vom Puncte M" an (nach L hin) rechnen, so kommt: 

und hiernach erhalten wir, nach dem bekannten Yerfahren, zur Bestimmung des maxi^ 
mi4m oder minimum der Winkel $ und ^ folgende Gleichung des vierten Grades : 

f-l^i^+v)-(v.+vJ]y'+H^v-v.py'-^^^ « o. (s) 

In dieser Gleichung können ^^ und tf^^ imaginär werden. Wenu wir alsdanq 

setzen , so ist X reell und bedeutet den Abstand M"P der gemeinschaftlichen Cborde de^ 
jenigen drei Kreise, welche sich über den drei Diagonalen der, von den vier gegebenen 
geraden Linien gebildeten, vierseitigen Fignr, als Durchmesser, beschreiben lassen, von 
der Mitte (M") der dritten Diagonale. (Diese gemeinschaftliche Cborde ist, wenn ^^ und 
17,, imaginär sind, keine ideale.) Ueberdiess ist (6); 

; VsVu =* aS 
imd a bedeutet die Hälfte dieser dritten Diagonale. Hiernach kömien wir der letzten 
Gleichung folgende Form geben: 

Nach den vorangeschickten allgemeinen Benoierkungen sind die VYorzelii dieser Glei- 
chung nothwendig alle vier reell und zwei derselben beziehen sich auf £llipsen, deren 
Annäherung zum Kreise, und die beiden übrigen auf Hyperbeln, deren Asymptoten- 
Winkel ein maximum ist Drei Wurzpln dieser Gleichung sind positiv, und die vierte, 
welche sich auf eine Ellipse bezieht, ist negativ. 

Da die Gleichung (8) bis zum vierten Grade ansteigt, so folgt, dass die an die SpHze 

£eser Nummer gestellte Aufgabe keiner elementaren Construction fähig ist' Wir sehen 

. smgleicb, dass der Grad dieser Glcicbang sich nur dann auf den. dritten reduciren kanoi 
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wenn 17, 17'» 17, oder 9,, verschwinden oder nnendlich werden. Die beiden letzten dieser 
vier Grössen können nar zugleich mit a verschwinden. Setzen wir eine der beiden ersten 
gleich ttnUj so fallen von den vier gegebenen geradeii Linien zwei in der ersten Axe zi> 
sammen, nnd wir haben solche Cnrven zweiter Classe zn betrachten, welche die drei 
Seiten eines gegebenen Dreiecks nnd zwar eine derselben in einem gegebenen Pupcte be* 
rfihren. Wenn wir ^' gleich Null setzen nnd den gemeinschaftlichen Factor y fortlassen, 
so verwandelt sich die Gleicbang (9) in folgende; 

y*— ^C'?— %^— 3a«y4-2a*a7 = o. (10) 

le nachdem d,er ge^^ebene Bertthronfspanct aaf der einen Dreiecksseitc selbst oder auf ih<» 
rer Verlängernng liegt, beziehen sich die Worzeln dieser Gleicbong auf zwei £Ilipsei:( 
nnd eine Hyperbel oder anf zwei Hyperbeln und eine. Ellipse. 

Die letzte Gleichung redacirt sich auf den zweiten Grad, wenn wir ^ ^ setzeQi 
nnd also solche Cnrven zweiter Classe betrachten, weiche mit einer gegebenen auf den 
ersten Äze einen d r e i punctigen Contact und ausserdem noch eine gemeinschaftlicjlio 
Tangente haben^ Auf diese Wisise komn^t, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor y 
fortlassen : 

y«H-2Ay— 8a« = o. (n) 

Von den Wurzeln dieser Gleichung, die beide immer reell sind, bezieht sich die eine 
auf eine Ellipse, die andere auf eine Hyperbel. Wir erhalten hiemach eine leichte Con^ 
«trnction folgender Aufgabe: 

* Unter denjenigen Curven zweiter Classe^ welche eine gegebene Cur^e derselben Classe 
in einem gegebenen Puncte oscuUren {pder^ was dasselbe heissty eine gegebene gerade 
Einie in einem gegebenen Puncte berühren und in diesem Puncte einen gegebenen Krümr 
mungshalbmesser haben) und überdiess irgend eine gegebene gerade Idnie berühren, 
diejenige Ellipse, deren Annäherung zum Kreide und diejenige Hyperbel, deren Asymp' 
toten - Winkel ein maximum ist, zu bestimmen. 

Wenn wir endlich a = o setzen, und also solche Cnrven zweiter Classe betraph' 
tcn, welche eine gegebene in einem gegebenen Puncte vierpunctig oscnliren, so ver- 
wandelt sich die letzte Gleichung in folgende; 

y+2;i == 0. 
Der durch di^se Gleichaog bestimmte Wcrth für 7 :ist demjenigen gleich, der si^b auf 
diejenige gleichseitige Hyperbel bezieht, welche- die gegebene Curve {n dem gegebenen 
Panctc vierpunctig oscallrt (642), hat aber das entgegengesetzte Zeichen. Aus dieser 
letzten ' Bemerkung ist ersichtlich ,* dass dieser We'rth von y einer Ellipse entspricht 
(641). Also: 

Der Mittelpunct derjenigen Ellipse , welche eine gegebene Cun^e in einem ge^ebe- 
fien Puncte vierpunctig osculirt und dem Kreise am meisten sich annähert, ist so weit 
f^on diesem Puncte entfernt, als der Mittelpunct der dieselbe Cun^e in demselben Puncte 
inerpunctig osculir enden gleichseitigen Hyperbel. . . . . ^ 

Djese ElKpse ist hiernach leicht zu constrniren (642). . ^^ ^^. -, 

"Wenn wir i] = ^3 setzen, so reducirt sich die Gleicbunff (9) dadurch», dass eine y^^ 
rer Wurzeln unendlich wird^* auf lolgende : 

2y^~3j7y2+2(Xj;-r.a*)y+a*37, == oi 0») 

XHe Curven, die wir im vorliegenden Falle betrachten, berähren solche y^t^c %^^^% 
fjinieni von welchen zwei parallel sind, nnd je nachdem der Dnrchschnittspnpct der 
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beiden übrigen geraden Linien 2wi3chen diese beiden parallelen fallt oder nicht» beziehen 
sich die drei Wurzeln der Gleichang (IQ) aaf iwei Ellipsen nnd eine Hyperbel oder auf 
zwei Hyperbeln und eine Ellipse« 

Wenn wir in der Glcichong (i2) ^ ss o oder auch» wenn wir in der Gleichung (10) 
j; sss CO setzen, das bcisst, wenn, wir solche Cnrven betrachten» welche zwei gegebene 
parallele gerade Linien und überdiess eine dritte gegebene gerade Linie in einem gegebe- 
nen Pancte berühren, so kommt: 

y*=a^ 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung bestimmen zwei ^ Ellipsen oder zwei Hyperbeln, 
je nachdem der gegebene BerUhrangspanct auf der dritten geraden binle zwischen den 
beiden parallelen liegt oder nicht. Wenn man über demjenigen Segmente jener dritten 
geraden Linie, welches von diesen beiden parallelen geraden Linien begränzt wird, aU 
Durchmesser, einen Kreis beschreibt, und in diesem Kreise denjenigen Durchmesser zieht, 
der den letztgenannten geraden Linien parallel ist, so sind die Scheitel dieses Dorchmes- 
/Sers die Mittelpuncte der beiden zu bestimmenden Cnrven. Und zwar kommt, bei dieser 
Bestimmung,^ die Lage des gegebenen Berlihrungspunctes auf der dritten gegebenen ge- 
raden Linie auf keine Weise in Betracht 

S. 11. 
Allgemeine Schetnata. 

659. Es seien: 

U = 0, U' « o, ü" « o, (,) 

die Gleichungen irgend dreier Oerter «weiter Glasse, welche zwei gemeinschaftliche Tan^ 

gcnten haben, und 

w «5 o 

sei die Gleichung des Durchschnittspunctes dieser beiden Tangenten. Alsdann erhalten 

wir, bei gehöriger Verbindung der drei Gleichungen (l), Gleichungen von folgender Form : 

Ü-A*"ü' = w.u" = o, 

V—fiV" « w.u' « o, (a) 

U-^flW = w.u =: O. 

Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abziehen, so kommt: 

At'Xr^^'U" = w(n'-.u"), 
eine Gleichung, die, was ihre Form zeigt, mit der dritten der Gleichungen (2) identisch 
sein, muss , wonach wir 

/it"u « n'-u" 
erhalten. Es liegen also die drei, durch folgende Gleichungen: 

u" s=s 0, u = O9 n =s 0, 

dargestellten , Puncte In gierader Linie. Hiemach erhalten wir folgenden Satz : 

Wenn irgend drei Oerter zmiier Glosse zwei (reelle pder imaginäre^ gemeinschaji' 
liehe Tangenten haben, so liegen die Durchschntitspuncte der noch übrigen dreimal 
Zfpei (reellen oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten in gerader Linie. 

Wenn die drei in Rede stehenden Oerter zweiter Clässe eine gegebene gerade Linie 
in einem gegebenen Puncte berlihren, so haben je zwei derselben einerseits zwei sas^in- 
menfaUende Üurchschnittspuncte und andrerseits zwei zusammenfallende firemeinschaftliche 
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Tangenten. Es gehen also zu gleicher Zeit die arci gemeinschaftlichen Chorden je zweier - 
Oerter darch denselben Panct (383), und die drei Barcluchnittspuncte der drei Paare 
gemeinschaftlicher Tangenten ^liegen in gerader Linie. 

Wenn^e drei Oerter zweiter Classe Parabeln sind, so Hegt eine gcmcinschartliche 
Tangente je zweier derselben anendlich weit Da alle nnendlich weit entfernt Hegenden 
geraden Linien derselben Ebene als zusammenfallend zu betrachten sind, so geschieht 
den Yoraussetzangen des yorstehendcn Satzes Genüge, wenn alle drei Parabeln eine ein- 
zige gegebene gerade Linie berühren, oder (wenn diese gerade Linie, indem sie parallel 
mit sich selbst bleibt , immer weiter fortrückt) wenn die Darchmesscr derselben parallel 
sind (585). 

Endlich können wir anch (br die drei in Rede stehenden Oerter drei solche nehmen, 
welche einen gemeinschaftlichen Brennpnnct haben, 

660. Wenn wir mit zwei Curven zweiter Classe ein System von zwei Punc-Fig. 26. 
ten zusammenstellen wollen, so kennen wir diese Pancte auf zwei gemeinschafllichen 
Tangenten jener Cnrven beliebig annehmen. Hiernach erhält man sogleich aas dem obi- 
gen Satze den nachstehenden. 

Wenn man von irgend Zfpei Bunden (C, C) zweier gemeinschaftlicher Tangenten 

zweier gegebener Curven zweiter Classe noch vier Tangenten an die beiden Curven 

legty so bilden diise Tangenten ein Viereck ^ dessen eine Diagonale (SS) durch einen 

festen Punct (P) geht^ der unveränderlich derselbe bleibt^ wie auch jene beiden Puncte 

{Cf C) auf den gemeinschaftlichen Tangenten fortrücken mögen. 

Nach dem vorstehenden Satzc^ ergibt sich, wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten 
zweier gegebener Gnrven zweiter Classe gegeben sind^ eine leichte Constrnclion des 
Dnrchschnittspunctes der beiden übrigen gemeinschaftlichen Tangenten iind also* können 
wir aach diese Tangenten selbst, in dem Falle, dass dieselben reell sind, constroircn. 

Wenn die beiden gegebenen Cnrven Parabeln sind, so können wir auf eine doppelte. 
Weise den letzten Satz auf dieselben übertragen. Einmal können wir ncmlich die beiden. 
Pancte C nnd C auf zweien der drei gemeinschaftlichen Tangenten dieser Parabeln an* 
nehmen; alsdann liegen die beiden Constrnctions - Pancte S und S' aof einer sich immer 
parallel bleibenden geraden Linie. Das andere Mal können wir einen Punct, C, auf ei- 
ner beliebigen gemeinschaftlichen Tangente und den andern Punct, C, auf der ^ unc^ä- 
llch weit entfernten vierten gemeinschaftlichen Tangente annehmen, das heisst, nach bc-^ • 
Iteblger Richtang zwei parallele Tangenten an die beiden gegebenen Parabeln ziehen. 
Der feste Panct, P, ist alsdann der Dnrchschnitt derjenigen beiden geme{nschaftKchqt) 
Tangenten , aaf denen C nicht angenommen worden ist. 

661. Der Satz der vorigen Nammer erleidet mancherlei Modificationen, wenn zwlf 
sehen den beiden gegebenen Curven beson(i|cre Beziehungen 3tatt finden, Wif wollen 
sogleich zwei sich dreipunctigosculircnde Cnrvpn betrachten. Alsdann fairen dfei 
gemeinschaftliche Tangenten in der Tangente im Oscu]g(ionspnncte j^usaqimen uiid es 

gibt ausserdem nur noch eine einzige gemeinsc))aftliche Ta^^ente. N^hmcf^ y'ir also dijß fjg. 27. 
beiden Puncte C und C auf der Tangente \a% Osculationsnunc^e ]bp|ipbtp[ an» ^0 ist dq?. 
feste Puncto ^P, der Durchschnitt dieser Tapgenjf pilt ^cr pfuji^ BQfl» Pferi|fB |#mpl»» 
schaftlichen Tangente. Also; 

*9» , ' 
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TVenn man pon irgend zt^et beliebigen Funden der Tangente im Osculationspuncte 
Zweier öder mehrerer sich dreipun^^ psculirender und überdiess dieselbe gerade Linie 
berührender Cur^en zweiter Classe an jede derselben noch zwei Tangenten zieht, so liegt 
der Durchschnittsp^nct dieser beiden Tangenten auf einer festen geraden Linie^ und dies^ 
feste gera^^ Linie geht durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tangente mü 
der Tangente im Osculationspuncte. 

An diesen Satz knüpft sich die Constraction folgender Aufgabe : 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben ^ die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte osculirtj und überdiess irgend zwei gegebene gerade Unten berührt. , 

Es sei (Flg. Tl) O der gegebene Ponct, in welchem die gegebene Cunrc OM oscnlirt 
werden soll, die Tangente in diesem Pnncte werde von den beiden gegebenen, in S sich 
schneidenden, geraden Linien in den beiden Poncten G und C geschnitten« Von diesen 
beiden Poncten lege man an die gegebene Corve die beiden Tangenten CS' nnd CS', de> 
ren Darchschnittsponct S' ist. Elndlicb ziehe man die gerade Linie SS', welche der Tan* 
gente in O in demjenigen Pnncte, P, begegnet, durch welchen zugleich die gemein* 
schaftliche Tangente der gegebenen und der gesuchten Cnnre geht Wenn diese gemein* 
schaftliche Tangente gegeben oder durch Gonstroction gefunden worden ist, so gibt eine 
einfache Gonstroction, welche sich sogleich darbietet, beliebig viele Tangenten der so 
construircnden Gurve. 

Eine Parabel zu beschreiben j welche eine gegebene Cunfe zweiter Classe in einem 
gegebenen Puncte osculirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 

F. 27,, 28» Diese Aufgabe ist nur eine Modification der vorigen; wir brauchen nur anaunehmeh, 
dass eine der beiden vorbin gegebenen geraden Linien, etwa CS, und also auch die beiden 
I^uuctc S und C unendlich weit entfernt liegen, wie in der 28. Figur. 

Fig, 28. Eine Parabel zu beschreiben y die eine gegebene CurQc zweiter Classe in einem ge- 
gebenen Puncte osculirt und deren Durchmesser einer gegebenen geraden Linie paral- 
lel sind. 

Diese Aufgabe ist wiederum eine Modification der vorigen. Wenn die gerade Linie 
GS die gegebene ist und, parallel mit sich selbst, immer weiter fortrückt, so nähert 
sich die Tangente GS' immer mehr der Tangente CS', der Punct S' immer mehr dem 
Beriihrangsponctc a auf der letztgenannten Tangente. Wenn wir daher on parallel mit 
der gegebenen geraden Linie ziehen, so erhalten wir denjenigen 'Punct, tt, durch welchen 
die gemeinschaftliche Tangente der gegebenen und der gesuchten Gurve geht. 
Fig. 27. 552. Wenn wir annehmen, dass der Punct C mit dem Puncte C zusammenfallt, so 
erhalten wir die Berührongspuncle a und a statt der Puncto S nnd S'. - Also : 

Wenn man (^on irgend einem Puncte der Tangente im Osculationspuncte Xweier 
Curven zweiter Classe zwei Tangenten an dieselben legt^ so liegen die beiden Beruh- 
rungspuncte auf diesen Tangenten mit dem Durchschnitte der gemeinschcLßlichen Tan- 
gente beider Cun^en und jener Tangente im Osculationspuncte in gerader Linie. 

Nach diesem Salze können wir sogleich in den Aufgaben der vorigen Nummer auf 
jeder Tangente den Bcriihrnng^spunct finden. Wir erhalten zum Beispiel den Bcrührongs- 
punct o aut GS, wenn wir durch P und den Berührungspunct <r', der auf der gegebenen 
V Gurve liegt, eine gerade Linie legep. 

\ ' ' Wir können hiernach ferner auch folgende Angabe constrnirens 
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Eine Curife zweiter Ctasse zu ßeschreibenj welche eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte osculirt, eine gegebene gerade Linie berührt und durch einen gegebenen 
Punct gehtn 

Wir wollen asövordcrst voraassctzen 9 dass die gegebene gerade Linie die gegebene 
Carve berühre. Demnach sei OM die gegebene Carve, O der Oscnlationspnnct, a der 
gegebene Ponct und PT die gegebene gerade Linie, welche der Tangente im Oscula- 
Cionspuncte in P begegne. Man ziehe die gerade Linie erP, von welcher die gegebene 
Carve in d und er, geschnitten werde. In diesen beiden Ponctcn conslrnlrc man die Tan- 
genten» welche der Tangente in O in zwei Puncten begegnen. Wenn man diese Durch- 
schnittspnncte (von welchen C der eine ist) mit dem Puncte a verbindet, so erhält man 
zwei Tangenten derjenigen beiden Curven, welche den Forderungen der Aufgabe Genüge 
leisten. 

Wenn die gegebene gerade Linie keine Tangente der gegebenen Curve ist, so können 
wir leicht irgend eine andere Carve zweiter Classc constrairen, welche die gegebene in 
dem gegebenen Pancte oscalirt nnd die gegebene gerade Linie berührt: und diese Carve 
alsdann statt der gegebenen betrachten. Es bieten sich in dieser Construction mehrere 
Vereinfachungen dar. 

Als IModification der letzten Aufgabe können wir folgende ansehen : 
Eine Parabel zu beschreiben^ welche eine gegebene Parabel {beliebige Curve zweiter 
ClassCf beliebige Curoe) in einem gegebenen Puncte oscuUrt und durch einen zweiten 
gegebenen Punct geht. 

663. Wenn man, statt die Puncte C und C beide auf der Tangente im Oscula- *^'S* ^9« 
tion^pancte zweier Curven zweiter Classe anzunehmen, einen derselben auf der gemein- 
schaßlichen Tangente annimmt, so ergibt sich folgender Satz : 

Wenn man von irgend zwei Puncten der Tangente im Osculationspuncte und der 
gemeinschaftlichen Tangente zweier sich dreipunctig oscutirender Curven zweiter Classe 
an jede Curve noch zwei Tangenten zieht , so schneiden sich solche zwei Tangenten- 
Paare in solchen^ zwei Puncten^ die mit dem Osculationspuncte in gerader Linie liegen. 
Hiernach ergibt sich eine neue Construction der ersten Aufgabe der 661. Nummer, 
die anch dann unmittelbar ihre Anwendbarkeit behält, wenn der Durchschnitt der Tan* 
crcnlc im Osculationspuncte nnd der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen und der 
ra construirenden Curve «ehr weit entfernt Hegt. Es sei wiederum OM die " gegebene 
Curve, die in O oscalirt werden jsoU, es seien SC nnd SC die beiden zu beTuhrcndcn 
o eraden Linien. Den Durchschnitt dieser beiden geraden Linien, S, verbinde man mit O, 
lege von C, dem Durchscbnilte einer (beliebigen) derselben mit der Tangente in O die 
Tanffcnte CS' an die gegebene Carve, von welcher OS in S' geschnitten werde, und 
endlicb von S' die Tangente S'C an die gegebene Curve, von welcher SC in C geschnit- 
ten werde. C ist alsdann ein Punct der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen nnd 
der zo construirenden Curve. 

Um (etwa) auf der gegebenen geraden Linie CD den Ber'ülirungspunct zu bestimmen, 
legen wir vom Puncte D aus» in welchem' diese gerade Linie der gemeinschaftlichen Tan« 
^entc DC' begegnet, die Tangente Da' an die gegebene Curve, und verbinden dann den 
panct 09 in Welchem diese Tangente und die Tangente CS' sich schneiden, mit dem 
Oscolationspuncte O durch eine gerade Linie. Diese gerade Linie bestimmt alsdann anf 
CS den gesachleia BepQhrangspnnct (T. 
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Man erhSlt ebenfalls aas dem Yorstehendeo andere Constractionen tax die Übrigen 
Angaben der beiden vorigen Nnmmerm 

664. Wenn wir zwei sich doppelt berührende Gurren mit einem Systeme toh 
zwei Ponctcn zasammmenstelleu / so erhalten wir folgende beiden Sätze: 

Wenn man von irgend zwei Puncten der beiden gemeinschafllichen Tangenten i»mt 
sich doppelt berührender Curven zweiter Glosse noch zwei Tangenten an jede derselben 
legty so schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in solchen zwei Puncten ^ die mit 
dem Durchschnittspuncie der gemeinschaftlichen Tangenten in gerader Linie liegen. 

Wenn man von irgend zwei Puncten einer der beiden gemeinschaßlichen Tangeiden 
zweier sich doppelt berührender Curven zweiter Classe noch zwei Tangenten an jede 
derselben legt^ so schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in solchen zwei Puncten^ 
die mit dem Berührungspuncte auf der andern gemeinschaßlichen Tangente in gerader 
Linie liegen. 

Ich übergfehe alle einzelnen Constroctioncn , die sich an diese beiden Sätze anknö- 
pfen. Wenn die beiden Corven unter einander, statt des doppelten Contactes, einen 
\vierpanctigen haben, so erhalten wir den Satz der 587. Nummer. Ich beschränke mich 
hier ebenfalls darauf, bloss zu erinnern, dass die beiden Curven auch Hyperbeln oder 
Parabeln sein können, die sich in unendlicher Entfernung osculiren. Wir kommen als- 
dann zu Sätzen und Coustructioncn, von denen wir einige direct schon in der 59S. Num- 
mer hergeleitet haben, 

Fig*30. 665' Wenn wir mit einer Gurre zweiter Classe zwei Systeme von zwei 
Puncten zusammenstellen, so müssen, nach den Voraussetzungen der 659« Nummer, 
die Puncte dieser beiden Systeme B und B', G und C, wie in der 30. Figur, auf zwei 
Tangenten BG und B'C' der Gurve angenommen werden. Die drei Puncte, welche m 
gerader Lihie liegen, sind alsdann S, der Durchschnitt der von B und B' an die Curve 
gelegten Tangenten BS und B'S, ferner S' der Durchschnitt der beiden Tangenten CS' 
und G'S' und endlich P, der Durchschnitt von BC und B'C. Der. hiermit bewiesene 
Satz ist also der bekannte BRIANGHONsche. 

Die drei Diagonalen eines um eine Curve zweiter Classe beschriebenen Sechsecks 
gehen durch ein und denselben Puncto \ 

Fig. 31. 666. Wir können endlich noch (Fig. 31) drei Systeme von zwei Puncten: 
A und A'^ B und B', G und C zusammenstellen, die auf zwei geraden Linien vertheilt 
liegen. Die drei in gerader Linie liegenden Durchschnittspnncte sind alsdann folgende: 

(AB' A'B)y (AC, AG), (BC', B'C), 

qdcr S, S' und S". Da wir die beiden Puncte jedes Systems mit einander vertauschen 
können, so erhalten wir sechsmal drei solcher Dorchscbnittspiuiclc 'und hiernach folgen- 
den Satz. 

Wenn man auf jeder von zwei gegebenen geraden Linien drei Puncte beliebig an- 
nimmt und diese Puncte durch neun gerade Linien värbindety so erhält man sechsmal 
drei Durchschnittspuncie , die in gerader Linie liegen. (427) 

667. Wir sind in den letzten Nummern zu verschiedenen einzelnen Fällen des Satzes 
der 659. Nummer gekommen, indem wir besondere Voraussetzungen Über die Natur der 
drei zusammengestellten Oerter zweiter Classe , und. über die beiden , ihnen' allen dreien 
gemeinschaftlichen , Tangent<^n gemacht haben. Wir gelangen noch zu andern spccieUen 
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'Sätzen, wenn wir über die übrigen gcmeuiscbafltlichen Tangenten je zweier der drei Oer- 
ter besondere Bestimmnngen machen, und namentlich annehmen, dass dieselben paar- 
weise zQsammenfallen* Aaf diese Weise ergibt sich unter andern Sätzen auch der nach- 
stehende; 

Wenn i^on solchen Curven^ welche alle Z9Pei gegebene gerade Linien berühren^ zwei 
von jeder der übrigen berührt (Verden, so gehen diejenigen geraden Linien^, welche die 
jedesmaligen beiden Berührungspuncle auf jenen beiden Curven verbinden , durch einen 
festen Punct. 

Dieser feste Panct ist ein homologer Pnnct jener beiden Carvcn, die wir durch K 
and K' bezeichnen wollen, nnd zwar derjenige, welcher mit dem gemeinschaftlichen ho- 
mologen Pancte aller Gurren zasammengehört. Wenn man statt der beiden Cofvcn K 
und K' zwei Puncten- Systeme B und B', C und C, oder, was dasselbe bedeutet, zwei 
(begränzte) gerade Linien BB' und CG' nimmt, so sind alle berührenden Gorven dem- 
selben Viereck BGCB' eingeschrieben und wir erhalten folgenden bekannten Satz: 

Diejenige gerade Linie , welche die Berührungspunde auf zwei gegenüberliegenden 
Seiten eines einer gegebenen Curve zweiter Glosse um^riebenen Vierecks verbindet, 
geht durch den Durchschnitt der Diagonalen desselben. 

* Wenn einer von solchen vier Oertem zweiter Glasse, welche zwei gegebene gerade 
Linien berühren, die drei übrigen Oerter ebenfalls berührt, so bilden die drei Berührungs- 
pnnctc ein Dreieck, dessen Seiten durch die drei (659) in gerader Linie liegenden homo- 
logen Pnncte je zweier der letztgenannten drei Gnrven gehen. Die Bestimmung der drei 
Berührungspuncte , wenn wir diese drei Gurven als gegeben betrachten, kommt also 
darauf hinaus, ein Dreieck zn beschreiben, dessen Winkelpnnctc auf drei gegebenen 
Carven liegen und dessen Seiten durch drei bekannte , in gerader Linie liegende Punctc 
gehen. Diese Aufgabe, von der noch bei einer späteren Gelegenheit die Rede sein wird, 
gestattet, im Allgemeinen, acht verschiedene Auflosungen, und die Gonstrnctiou dersel- 
ben lässt sich, im yorliegendeh Falle, auf elementarem Wege ausführen« Hier beschränke Fig- ^1* 
ich mich auf den Fall, dass, statt der drei Gurven, drei Puncten - Systeme A und A', 
B und B', G nnd C gegeben sind , wo wir alsdann folgender Aufgabe begegnen : 

Eine Curve zweiter Classe Zu beschreiben, dfe Jiinf gegebene gerade Linien berührt. 

Zwei dieser fbnf geraden Linien sind MN und IVIN'. Die Bestimmung der Beruh** 

i^ngspuncte auf den drei übrigen^ auf A^', BB' und GG', kommt darauf hinaus, dem 

von diesen geraden Linien gebildeten Dreieck ein anderes einzuschreiben, dessen Seiten 

durch die drei Poncte S, S' und S" gehen. Diese Gonstrnction ergibt sich sogleich aus 

dem bekannten Satze, dass der geometrische Ort für die dritten Winkelpnncte solcher 

I>reiecke, deren beide ersten Winkelpnncte auf zwei gegebenen geraden Linien liegen 

und deren Winkelpnncte durch drei in gerader Linie liegende Puncle gehen, eine neue 

gerade Linie ist. *) 



^) Wenn fünf Tangenten einer Carve zweiter Classe gegeben sind, so können wir die Be- 
riihmngspancte auf denselben auch nach dem BaiANCHOM'scben Satxe (665) bestimmen, 
vrenn wir annehmen, dass zwei Seilen des nrnschriebenen Sechsecks zusammenfallen und 
yrit also statt desselben ein Fünfeck und auf einer Seite desselben den Berührongspunct er- 
halten«^ Wir braticben alsdanii nur auf ganz ähnliche Weise, wie in der 319* Nommer, tu 
constmircn« 
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668. £s sei , indem wir za einem zweiten Schema tthergehen; 

ü = ö 

die^ Gleichung irgend eines Ortes zweiter ClassCi der von zweien andern, deren Gleichan« 

ffen folgrendc seien: 

U « o, U » o, 

doppelt berührt wird. Alsdann erhalten wir, bei gehöriger Bestimmung von ^ ond fi\ 

folgende identische Gleichungen; 

indem wir darcb ^ 

p « o, q « o, (t) 

die Gleichungen des Dorchschnittspanctes der gemeinschaftltehcn Tangenten des ersten 

und zweiten und des ersten and dritten Ortes darstellen nnd in den Bwcitcn Theüen 

der Gleichungen (i) das gehörige Zeichen nehmen. Wenn wir die beiden Gleichongen 

(1) von einander abziehen, so icommt; 

_M:U^f^"U' « ±(p«±q»). .. (3) 

Wenn in der Klammer dieser Gleichung das untere Zeichen gcnoimnen werden 
mnss, so stellt die Gloichong 

fiU^fi'V « ±(p^--f ) « ±(p+q)(p-q) - O,. ^ 
ein System zweier Punctc dar, die, was der erste Tbeil dieser Gleichang »eigt, zwa 
zusammengehörige homologe Pnncte des zweiten und dritten gegebenen Ortes sipd* Die 
Gleichungen dieser beiden Puncte sind r . ' . 

pHHj = 0, p— q « o; 

4ie Puncte selbst liegen also mit den Puncten (3) b gerader Linie and bilden mit denselt 
beiv ein System von vier harmonischen Thellungspuncten. (410) 

Wenn in der Klammer der Gleichung (3) das obere Zeichen gilt, so stellt die Glei* 

chuqg 

fi'U^fiV" - ±(pM^^) « o 

zwei imaginäre Punclei oder, mit andern Worten, eine gerade Linie dar, die, was der 
erste Theil dieser Gleichung zeigt, eine homologe gerade Linie der zweiten nnd dritten 
gegebenen Cnrve ist. Diese gerade Linie' enthält die beiden Puncto (2), denn die letzte 
Gleichung wird be&iedigt^ wenn die Gleichungen dieser ]Puncte beide zugleich befriedigt 
i^erden. Also: 

Wenn ein Ort zweiter Gasse zwei andere Oerter derselben Classe heide äcppek 
berührt y sq liegen die beiden Durchschnittspuncte der {reellen oder imaginären) ße^ 
meinschaftlichen Tangenten des ersten und jedes der beiden übrigen Oerter^ und z^ei 
{reelle oder imaginär e^ homologe Puncte der letztgenannten Oerter in gerader Linie 
und sind vier harmonische Theilungspuncte, ■■ ^ 

Statt der doppelten ßcrührnng können wir in den vorstehenden Entwicklungen insbe* 
sondere auch eine vierpunctige Osculation nehmen; an die SI^<^1'^ des DarchschmHes der 
beiden gemeipschaflKchen Tangenten tritt alsdann der Osculatjonspnnct* , .. 

Wenn wir mit einer Curve ein System von zwei Puncten zosamm'enstelle'n wollcsi, 
so miissen wir, wenn von einer doppelten Berührung die Rede ist, i\ifiSQ Pupcte aqf dem 
Umfange der Cqrve annehmen. Will man zwei Systeme von zwei Puntcten znsammenslel- 
len, so müssen, unter gleicher Yoranssetzung , alle vier Pancte in gerader Linie Jieg.en. 
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IBerBach fttj^bea sicli mäUciiei^tei einzelne Sitze, vöti den^ wir bdspielsweijre nor et • « 
nige henroibicben Wllen. • ' ■ '^ '' 

669.' Wenn wfr'filr den fersten Ort irgend eine Cnrve nnd für die beiden andern 
Oerter zwei Pnncten - Systeme nehmen, so dass also ein« Curve ond vier- Puncle auf dem 
Umfange derselben gegeben sind , so begegnen wir folgendem Satze : ' . 

Wenn man in eine Cun>e ztveiier Clßsse ein Viereck beseht eibt^ dessen Winket- 
puncfe die Berührungspuncte auj den Seiten eines derselben umschriebenen Vierecke 
sindy so liegen die Durchschnittspuncie. der beiden Paßre nicht an einander an^tossen^er 
Seiten jedes der beiden Vierecke alle vier in gerader Linie und bilden der harrnonisch^ ' 
Theilungspuncte, 

Dieser Satz umfass* alle yer5chic4enen Fälle, wenn wir die Definitipij dqs yierfeck|j 
ganz allgemein nehmen« " 

670. Wir wollen (crn(Hr für den ersten Ort eine Curye nehmen nnd mit derselben 
eine zweite dieselbe doppelt berührende Cnrve und ein System yop ?wei aqf dem \}u\' 
£ange derselben liegenden Pancten zasaqomenstellen , und zuvörderst voraussetzen, dass 
/die beiden. Cu/rven . ^icl^ vi^frpanctig. ps^culiren. Es sei (Fig. 3^) OMN die eri^to, Fig^ 39# 
OPQ die zweite Curve und RT nnd N seien die beideq gegebenen Ponctef W'cnn wijr 
alsdann von M und N vier Tangenten an die gegebene Garve legen, so bilden diese vier 
Taagenten eine vollständige vierseitige .Figur, deren eine Diagonale (in der Figur SS') 
durch 4en pspnlatipnspunct g«ht* lliernacb ergibt si/ch eine Cpnstruction folgender Auf- 
gabe : 

Eine Curve zweiter Clas^e::^u beschreiben ,' die eine gegebene inerpunctig osculirt 
und überdiess durch irgend zf^ eingegebene Puncte geht. 

Die gegebene' Cjurvei. s^L OPQ, dipig/egeb^iXidi^ Puncte M und N und zunächst werd^e 
der OscuUtionsponct ge^ac^)^ J\Ian lege'^u diesem Ende von jedem d^r beeiden gegebe- 
nen Puncte zwei Tangenten an die gegebene Cyrve. Diese beiden Tangenten - Paare 
schneiden sich in den vier Pnpc^en S qnd S', S" und S", dorch welche sich noch zwei ge- 
rade Linien SS' gnd S"S'" legen lassen. Diese beiden geraden Linien schneiden die g<;- 
gcbene Curve, im Allgemeinen, in viejr Punclen O, O', Q" und O'", und dies^ Pun(;l;p , * 
sind diejenigen, irii welchen oje gegeb^np Cnrve ^^qn denjenigen Curven, die den Fordf?- 
fungen der Aufgabe Genüge leisten, und deren es also, im Allgefneiideq, vier gibf, o$- 
culirt wird. 

Wir ktinnen hiernach ferner sogleich qijB Tangenten (etwa) derjenigen Curye , welche 
die gegebene in O osculii;!, in den beiden gegebenen Pnncten M und N cpnstruiren, da* 
P, der PuTchschnittspunct derselben, .der vierte harmonische Theilangspunct ziji 4^j| 
drei Pnnctea Q^ S. und.,S: ist, j;669) \ \ 

Wir wollen femer folgende Aufgabe cpnslrairen: 
* Eine Curvf zweiter Clas^e zu bßsc}\reibenj diß eine gegebene doppelt berührt und 
Überdiess durch drei gegebene Pundte geht. 

Wenn wir die gegebene Curve nach einander mit irgend zweimal zwei der drei gege- 
benen Punkte ausamm^astellen, ao erhalten wir zweimal zwei Linien -Paare, die dem 
Linien ^ Paare SS' nnd S"S'" der 32, Figur entsprechen. Diese beiden Linien .- Padi^e 
schneiden sich' in vier Pnncten und diese vier Puncte sind die Durchschnittspunct^ ier 
(redien Qdft imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Curve und deti^k 
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njgen vier, welche 4en Bedingungen der Aufgabe Genüge leisted^ : I>i«i i'Eaof enten ftscr 
Corvcn in den drei gegebenen Pancten lassen sich wicderam leicht tonsUnhen» 

Da drei. gegebene Pnncte sich auf dreifache Art za zwei combiniren lasaen, so.erhalteii 
vir dreia\al zw^i gerade Linien, .die nothwenclig durch dieselben vier festen Poncte gehen 
müssen« Diese vier Puncte sind diejenigen, in v'elcheü sich die drei Diagonalen yon 
solchen der gegebenen Carve umschriebenen Sechsecken schneiden, deren Seiten, paar* 
weise genoinmen, darch die drei gegebenen Pnncte geben. Wir ^nd also auf indirectem 
Wege zn dem BRIANCllON'schen Satze vom umschriebenen Sechsecke (666) gelangt ond 
haben zugleich eine geometrische Bedeutung des Durchschnittspunctes der drei Diagona- 
len nachgewiesen. Es ist nemlich dieser Pnnct der Dorchschnittspunct der (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Cnrve ond einer andern, welche 
dieselbe doppelt berührt und ausserdem durch die drei Durchschnitte der gcgenttberlI^ 
genden Seiten des umschriebenen Sechsecks geht« 

671. Wenn wir drei Oerter betrachten, von welchen jeder den ersten gegebenen 

Ort doppelt berührt und 

^^ ^ ü" « o ' 

fiir die Gleichung des neu hinzugekommenen Ortes nehmen, ' so erhalten wir nacb den 
Schema der 668. Nummer, wenn 

r aa o 
die Gleichung des Durchschnittes der gemeinschaftlichen Tangenten des ersten Ortei 
■nd des neu hinzugekommenen ist und wir den Coefficienten f*" gehörig bestimmen: 

At'U'-At"U" «: ±(p^-q^) « 0, 
^^ü'-itt'-U"' - ±(p^-.r«) I« o, > (♦) 

fiy'-^fi'V'' = ±Cq»-:-r^) = 0« ' • 

Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abrieheo, so kommen 
wir za der dritten Gleichung. Hierin ist folgeiider Satz enthalten: 

Wenn ein gegebener Ort zweiter Classe von dreien andern Oertern derselben 
Gasse doppelt berührt wird^ so sind diejenigen drei Paare homologer Puncte je ztpder 
der letztgenannten Oerter, welche mit den bezüglichen Durchschnittspiajcten der (reel- 
len oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten Jedes dieser Oerter und des erslge^ 
nannten in gerader Linie liegen, die gegenüberstehenden Winkelpuncte einer i^oUsiän- 
digen vierseitigen Figur. 

Die vorstehenden Gleichungen (4) beziehen , sich ausschliesslich auf denjenigen Falli 
wo die bezüglichen homologen Pnncte je zweier derjenigen drei Curven, wcFchc die erste 
gegebene doppelt berühren^ reell sind« Es kunnen auch vier dieser drei Jt^uQcte ima- 
ginär sein, alsdann müssen wir in jenen Gleichungen entweder das Zeichen von p' oder 
von q^ oder von r^ ändern. In diesem Falle gestattet der letzte Satz unmittctbar ienie 
geometrische Construction. -1 

Ich kann auch hier einige. besondere Fälle des letzten Satzes, den vQll^s.tändig vol &%- 
Cotiren der Raam verbietet, nicht unerwähnt lassen. 

672. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort eine Curvc nnd för die drei übrigen 
drei Systeme von zwei Punctcn, die alsdann auf dem Umfange der Gor ve liegen müssen und 
•die anch thqil weise zusammenfallen und auch beliebig mit einander verwechselt werden kofi- 
utvkt nehmen, jso crhaiten wir den PA$GAL*flchen Sat« vom eingeschriebeneii Secbsedi 
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der tins eben so oft und angesncbt begegnet, als er eine grosse Rolle in dieser Art von 
Untersncbnngen spielt 

678. Wenn wir für den ersten gegebenen Ort zweiter Uasse «m System von xwei 
(reellen oder imaginären) Puncten , und für die übrigen drei Oerter Corveu nebraen, und 
diese Curveo also eine gemejnscbaftlicbe Cborde baben, so liegen viermal drei Durcb- 
schnitte der gemcinscbafllicben Tangenten je zweier Curven in gerader Linie« Und dieser 
Satz besteht endlicb aoch dann, wenn jene gemeinschaftliche Cborde nnendlich weit 
liegt, das beisst, wenn die Carven irgend drei ähnliche nnd ähnlich liegende^ insbeson* 
dere drei Kreise, sind. Er erhält alsdann folgende Aossage : 

Die Durchschniltspunctc der äussern und innem {reellen oder imaginären) gemein^ 
schaftlichen Tangenten je zweier irgend dreier gegebener Kreise , sind solche sechs^ 
Puncte^ von denen viermal drei in gerader lAnie liegen (164). 

674, Wenn wir für den ersten gegebenen Ort ein Pnncten - System nnd für die drei 

ftbrigen Oerter ein zweites Pancten - System nnd zwei €arven nehmen , so mttssen , den 

^ Yoranssetzangen gemäss ^ diese beiden Carven sich in den beiden Pnncten des ersten 

Systems schneiden und mit denselben Pancten müssen die Panctc des zweiten Systems 

in gerader Linie liegen« Hiernach erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn man von irgend zppei Puncten einer gemeinschaftlichen Chorde irgend zweier 
Curven zweiter Classe vier Tangenten an ^jede derselben > legt^ so erhält man ZfP^i volU 
ständige vierseitige liguren^ die den Curven beiden zugleich umschrieben sind^ und in 

jeder Figur also, ausser den beiden Puncten der gemeinschaftlichen Chorde noch zwei 
Paare gegenüberliegender ffinkelpuncte. ,Zwei homologe Puncte und zwei, auj zwie^ 

fache Art zu wählende^ Paare gegenüberliegender Winkelpuncte der beiden umschrie^ 
benen Figuren bilden die Winkelpuncte einer neuen vollständigen vielseitigen Figur* 

Wenn wir annehmen^ dass die beiden aof der gemeinschaftlichen Chorde der beiden 
Carven liegenden Puncte zasammenfallenji so erhalten wir, statt des letzten Satzes, den 
nachstehenden: 

Wenn man von irgend einem Puncte einer gemeinschaftlichen Chorde irgend zweier 
Curven zweiter Classe zwei Tangenten an jede derselben legt, so schneiden sich dieje-t 
tagen vier geraden Linien ^ welche die beiden Berührungspuncte auf der einen Curve 
mit den beiden Berührungspuncten auf der andern Curve verb'nden^ in zwei züsam^ 
mengehörigen homologen Puncten der beiden Cnrven (387). 

Wir können die beiden Sätze dieser Nammer zar Constraction der gemeinschaftlichen ^ig* ^^* 
Tangenten zweier gegebener Carven zweiter Classe anwenden, wenn wir zwei Darch« 
scbnittspuncte dieser Curven kennen. Hier wollen wir Beispielsweise denjenigen Fall na- 
her betrachten, wo die beiden gegebenen Curven eine Hyperbel und ein Kreis sind,^ die 
lieh in vier reellen Pnncten A, B, C and D schneiden nnd keine gemeinschaflliclien 
Tangenten haben; nnd wollen die beiden reellen homologen ^nncte derselben construi« 
ren. Wenn wir zn diesem Ende von irgend einem Pancte P 'der gemeinschafUiqtgsn 
Chorde BD ans zwei. Tangenten an jede Curve legen, so gehen, wenn M und Pf» ÄJ' 
nnd N' die vier Berübrongspancte sind, die be|den geraden Linien MM' und NN' da^cb 
den einen homologen Punct H nnd die beiden geraden Linien MN' apd M'N dor^b 4ei| 
^ndera hpmolo|;en Punct ijl'> 

»9* 
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Wir können hierbei aact nacb dem ersttn Satzö dieser Nammer constniiren und voii 
Äwci Puncten P nnd F der ChorJe BD ans Tangenten an die beiden Cnryea legen. 
Ziehen wir zum Beispiel die Tangenten PS nnd PS', PS und P'S', so geht die gerade 
Linie, welche ^'^^^ dnrch die beiden Pancte S und S' legen' lässt» ziigleicl^ durch den 
honiolo^^a Puäct H. Nehmen wir statt der beiden Tangenten P'S und PS die beiden 
Tdingentcn P''S, und PS, so erhalten wir die beiden Pnncte S und S,, welche mit dem 
Puncte H' in gerader Linie Hegen. 

Wir würden dieselben homologen Pnncte H und-H' erhalten, wenn wir von Puncten 
der gemeinschaftKchen Cfaorde AC Tangenten an die beiden Curven legen. Aber von 
keinem Pancte der vier übrigen Chorden AB und CD , BC und DA lassen sich reelle 
.Tangenten an beide (vurven zugleich legen, die entsprechenden homologen Puncte sind 
imaginän Die beiden durch diese vier imaginären homologen Puncte gehenden homologen 
geraden Linien (610) erhält man auf der Stelle. Man braucht zu diesem Ende bloss die 
beiden Gbo'rdalpnncte (363) der beiden gegebenen Curven Q und Q' mit dem dritten 
Gfaordalpniicte Q" dnrch zwei gerade Linien zu verbinden. Auf ähnliche Weise liegen 
die beiden reellen homologen Pnncte H und H' auf der geraden Linie, welche die beiden 
Chordalponctc Q und Q' mit einander verbindet. 

Die drei Chordalpuncte zweier Kegelschnitte sind die Winkelpunete desjenigen 
Dreiecks j dessen Seiten die drei homologen geraden Linien. derselben beiden Kegel- 
schnitte sind. In Beziehung auf jeden derselben sind die drei Chordalpundte die Pole 
der drei homologen geraden Linien^ und, umgekehrt ^ diese sind die Polaren pon jenen, 

(Vergl. die 310. Nummer nnd die Schlussbemerkung der 384. Nummer.) — 

675^ Es seien, indem wir zu einem nenen Schema übergehen, 

U « o, ü' == o, ü" « 0, (i> 

die Gleichungen irgend dreier gegebner Oerter zweiter Glasse; alsdann stellen, wem 
pi qnd fi! irgend zwei unbestimmte Coefficienten bedeuten, die Glcichnngeo: 

U+/i'ü' =•. Q, . • U+/4"ü" =« O, . (a) 

die wir, der Kürze halber, durch 

T « 0, V ' « ö, 

bezeichnen wollen, irgend zwei solche neue Oerter derselben Classc dar, welche respectiie 
mit dem ersten und zweiten, und mit dem ersten nnd dritten gegebenen dieselben vier 
gemeinschaftlichen Tangenten haben. VVenn wir die beiden Gleichungen (2) von einan- 
der abziehen , so erhallen wir 

. ^'u~^';ü" = V'-V"' = w =x 0, ^ 

indem wir zngleich jeden der beiden ersten, vollkommen identischen Ausdrücke Q/iJ — ^*^^^ 
und (V'— V), der Kürze halber, durch W bezeichnen. Die letzte Gleichung zeigl, dast 
die Cnrve W =±= o . einerseits mit den beiden gegebenen Oertcrn ü' == o und U " = o 
und andrerseits mit den beiden Oertern "V = o und y ä o dieselben vier gemeiaschafi- 
liehen Tangenten hat. ' /\ • 

• Die vier gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier gegebener Oerter zweiter 
Cla$seund die vier gemeinschaftlichen Tangenten irgend zw.eier anderer Oerter der- 
selben. Class^i welche mit jenen beiden gegebenen und irgend einem dritten, gegebenen 
dieselben gemeinschaftlichen Tangenten haben 1^^ berühren alle acht ein und, denselben 
neuen Ort zweiter Classe, 
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676. Za demselben Resultate kommen wir anch nach folgendem Schema, in welchem .$ 
ich die Beveichuang mit der Bezeichnang in der yorigen Nummer übereinstimmend wähle. 
£3 stellt nemHch die Gleichnnff 

^ Y'^tr^^"U" « w == o . 

irgend einen Ort zweiter Classe dar. Um diese Gleichung zn constrnircn« setzen wir 

zogleich: 
* T-U = ^17 = o und ü" « 0, 

V-^-fi'V = T" « o „ V « o. • 
Wir sehen hieraus, dass, wie oben, die beiden Curven U' = o und U" ä 0, «0 wie 
die Curven "V sa o und V" = mit der Curve W = o dieselben vier gemeinschaftli- 
chen Tangenten haben. Betrachten wir die drei Curvea ü «» o , U" = o und Y' =. p 
als gegeben, so erhält der letzte Satz folgende Aussage: 

Wenn irgend drei Oerter zweiter Classe gegeben sind, so hat Jeder der beiden 
letztem mit einem beliebigen Orte , der mit dem andern derselben und dem ersten ge- 
gebenen dieselben gemeinschajtlichen Tangenten hat, vier gemeinschaftliche Tangenten; 
die acht gemeinschaftlichen Tangenten , die man auf diese Weise erhält, berühren ein 
und denselben neuen Ort zweiter Classe, 

^Tl\ ^ir wollen hier nur einige ganz specielle Fälle der SSitzc der beiden letzten Fig. 34« 
Nummern hervorheben, und zwar zuerst für die drei Oerter 

U = o, UV« o, Y' « o, 

die drei Pnncten* Systeme Q und Q', R und R', S und S' und demnächst für die bei- 
den Oerter j 

U' = o, V" = o, 

die beiden Puncten- Systeme N und N'y M und M' nehmen. Alsdann berühren die acht 
geraden Linien SM, SM', S'M, SM', RN, RN', R'N und R'N' dieselbe Curve zweiter 
Classe, welche durch die Gleichung: * . 

W = o 
dargestellt wird und die Hyperbel der 34. Figur ist. * 

An das Yorstehende schliessen sich zierliche Constractionen einer Curve zweiter 
Classe an, wenn fünf Tangenten derselben gegeben sind. Diese fünf gegebenen Tangen- 
ten können wir beliebig unter den letztgenannten acht geraden Linien auswählen und er- 
halten alsdann verschiedene Constrnctioncn der drei übrigen. 

Es seien zum Beispiel SM, SAl', S'M, S'M' und RN die fünf gegebenen zu berüh- 
renden geraden Linien. Die ersten vier dieser geraden Linien bilden -ein Viereck, (das 
wir auf doppelte Weise nehmen können), dessen gegenüberliegende Winkelpuncte S 
und S', Äl und M' seien. Auf der fünften gegebenen geraden Linie nehme man zwei 
Puncte R und N beliebig an, ziehe RM und SN, die sich in Q, und RM' und SN, 
die sich in Q' schneiden. Femer ziehe man Q'M und QM', die sich . in R, uud Q'S 
und QS', die sich in N' schneiden. RN', R'N und R'N' sind alsdann drei neue Tangen- 
ten der zu constrnirenden Curve. 

Um ein zweites Beispiel zu nehmen, seien S'M, SM', R'N> R'N' und SM die fünf 
gc^benen geraden. Linien , wodurch die Durcb^chnittspnncte S', R' und M ^bestimmt 
sind. Man nehme einen Punct Q beliebig an , ziehe QM und nehme auf dieser geraden 
Linie den Punct R wiederum beliebig an. Man ziehe QS', wodurch auf RN' der Punct 
N', QR, wodurth auf S'M' der Punct M' bestimmt wird, ziehe RM' und R'M, die sich 
ia Q' «cbneiden, Q'S', welche R'N in N begegnet und endlich SM'^ RN nnd RN'. 
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Flg. »6. 678. Eine Cufve zipeüer Classe zu beschreiben ^ gpelche^ ml einer gegebenen xu^ 
scmmengestetlt^ zwei gegebene Puncte zu homologen Puncten hat, und überdiess eine 
gegebene gerade Linie berührt* 

Es sei RN die gegebene gerade Linie nnd M nnd M' seieq die beiden gegebene 
Pancte. Wenn diese Pnncte beide ausserhalb der gegebenen Cnrre liegen, so können 
wir die vorstehende Aufgabe unmittelbar auf die Aufgabe der Torigen Nummer zarück- 
flihren , indem wir von den beiden gegebenen Puncten Tangenten an die gegebene Carre 
legen. Diese Tangenten werden aber paarweise imaginär, wenn M nnd M' umerbalb 
der gegebenen Curve liegen. In diesem Falle kommt die vorstehende Angabe darauf 
hinaus, eine <^arve zweiter Classe zu beschreiben, welche fünf gegebene gerade Linieni 
von welchen zwei und zwei imaginär sind , bcrUfar,t. Diese imaginären geraden Linien 
lassen sich allgemein als die imaginären gemeinschaftlichen Tangcntea fweier gegebener 
Cnrven zweiter Classe geometrisch bestimmen, oder aucb^ wie in dem vorliegenden 
Falle, durch die eine dieser Curven und durch zwei innerhalb derselben liegende Pnncti 
M und M'y die reellen Dnrchschnittspuncte der beiden Paare imaginärer gememschafi* 
liehen Tangenten. 

Die Constrnction dieser Aufgabe stimmt bnchstäblicb mit der ersten ConstmctioQ 
der vorigen Nummer überein, wenn wir nur die gegebene Curve an die Stelle des gegi- 
benen Puncten - Systems S und^S' setzen* Es ist daher hinreichend, hlos3 die dS. Figor 
hinzuzufügen. 

679. Wenn man annimmt, dass die beiden gegebenen Puncte, M und M', msam- 
menfallen, so besteht noch immer die erste Constroction der 677. Nummer, gibt aber 
alsdann nur eine einzige neue Tangente. Die verlangte Curve bat alsdann mit der gegt* 
benen einen doppelten Contact, der imaginär wird, wenn die jsasammenfallenden Poncte 
innerhalb der gegebenen Curve angenommen werden« 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben , welche mit einer gegebenen auf einer 
gegebenen {der Curve begegnenden oder nicht begegnenden) geraden Linie einen {reel- 
len oder imaginären) doppelten Contact hat,. und überdiess eine zweite gegebene fi' 
rode Linie berührt 
Fig. ^. ^^ ^^^ ^^ ^^^ ^^^^^ gegebene gerade Linie, im Pole derselben, in Beziehnng auf 
die , gegebene Curve , nehme man die beiden zusammenfallenden Punctc M nnd M' an. 
(616) Die zweite gegebene gerade Linie sei RN, nnd auf derselben bestimHC man will* 
kührlich die beiden Puncte R und N. Man lege vom Puncte N aus zwei Tangenten an 
die gegebene Curve, und verbinde die Puncte M (M') und R durch eine gerade Linie, 
welche jenen Tangenten in Q und Q' begegne. Durch Q nnd Q' lege man zwei nent 
Tangenten an die gegebene Curve, welche sich in N' schneiden, und ziehe endlich fiN'. 
Diese gerade Linie ist eine neue Tangente der verlangten Curve. 

Wenn man die beiden zusammenfallenden Puncte M und M' auf dem Umfange der 
gegebenen Curve, etwa in O, annimmt, so enthält das Vorstehende eine neue Coostmc- 
tion folgender Aufgabe: 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte, der auch auf einer Asymptote derselben, unendlich weit liegen kann^ vierfM- 
tig osculirt und überdiess eine gegebene gerade Idnie berührt. 

£» erhellet zugleich aus der letzten Constrnction, dass alle Cnrven zweiter Clasi^ 
I welche eine gegebene gerade Linie berühren» nnd Überdiess eine gegebene Cnrve derselbcil 

I 
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ClassCy auf sokbe Wdse doppelt bcröfaren, äa^ss die Pole der bezäglichen BerEihnings« 
Chorden aaf einer gegebenen geraden Linie liegen, aasserdem noch ein nnd dieselbe 
Bwcite gerade Linie berühren« An diese Bemerkung schliesst sich eine neac Construction 
einer Canre zweiter Glasse an, welche eine gegebene doppelt nnd überdiess drei gegebene 
gerade Linien berührt, nnd einer Canre zweiter Classe, welche eine gegebene vierpona« 
tig oscalirt and überdiess zwei gegebene gerade Linien berUhrt 

680. Die allgemeine Aofgabe» einen Ort zweiter Classe zu beschreiben, der mit zwei 
gegebenen dieselben Tier, reellen oder imaginären, Tangenten hat nnd eine gegebene 
gerade Linie berührt, hat immer eine einzige reelle Anflösang. Wenn insbesondere die 
gegebene gerade Linie eine homologe gerade Linie der' beiden gegebenen Oerter. ist^ so 
ist der verlangte Ort offenbar das Sjstem der entsprechenden beiden homologen Pancte 
der beiden gegebenen Oerter^ Jede neae Tangente des rerlangten Ortes, die wir nach 
der ersten Constractionsweise der 677« Nammer erhalten, fallt alsdann nothwendig mit 
der gegebenen geraden Linie zusammen« Diess ist offenbar in dem Falle, dass jene bei-^ 
den homologen Pancte imaginär sind and wenn es fiir diesen Fall gilt, mass es offenbar 
auch für den andem^ Fall gelten , dass jene Puncte reell sind. Hiernach erhalten wir fol- 
gende charakteristische Eigenschaft einer beliebigen homologen geraden Linie zweier ge- 
gebener Corven zweiter Classe« 

Wenn irgend zwei Curven zweiter Classe gegeben sind und man legt i^on einem be- 
liebigen Puncte einer ihrer homologen geraden Linien zwei Tangenten an eine Curvc^ 
und von einem zweiten beliebigen Puncte derselbefi Linie zwei Tangenten an die andere 
XJurvey und endlich i^on zwei gegenüberliegenden Durchschnittspuncten dieser beiden 
Tangenten - Paare noch zwei Tangenten an jede Curvi^: so schneiden sich diese zwei- 
mal zwei Tangenten in zwei neuen Puncten der homologen geraden Linie. 

681. Ich darf hier diese Erörtcmngen nicht weiter aasdehnen, und schliesse diese 
Abtheilang mit einigen Andeutungen über die geometrische Bedeutung der bisher ge-. 
brauchten unbestimmten Cocfficienten. 

Wenn zwei Oerter zweiter Classe durch folgende beiden Gleichungen gegeben sind: 
'^ Aw^+2Bvw+Cv*+52Duw+2Euv+Fa2 » U » o, 

A'w2+2BVw+CV+2D'aw+2E'av+Fa^ = ü' = 0, 
and mit diesen beiden Oertem irgend ein dritter Ort, dessen Gleichung: 

A"w2+2B"vw+C vH2D"nw+2£"uv+FV « ü" = o, 
dieselben vier gemeinschaftlichen Tangenten hat^ so ergibt sich, wenn ijl und /c" unbe* 
stimmte Coefficienten bedeuten : . 

U+^'Ü' = it."U". (.) 

Der dritte Ort ist vollkommen bestimmt, wenn der unbestimmte Coefficient li gegeben 
ist, nnd, umgekehrt, wenn der dritte Ort gegeben ist, lässt sich leicht, aaf verschiedene 
Art, der Werth jenes unbestimmten Coefficienten construircn. Wir wollen, was erlaubt 
ist, ohne der Allgemeinlieit irgend Abbrach zu thun, A « A' « A" = 1 setzen. Wenn 
wir die Gleichung (l), in Beziehung auf w, differentiiren, so kommt; 

'■dU^^,dtJ;^ .du" 
dw ' dw dw^ 

and die drei -partiellen f)iflcrential- Coefficienten dieser GlcichuQg, Ausdrücke vOtd der 
Form (w+Bv+Du), gleich Null gesetzt, stellen die Mittelpoiictc ^ der dreiXupren dan 
V^enn wir also die Abstände des Mittelpunctes der dritten Cnrvc von den Mittelpuncten 
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wobei wir das ob^c oder anlere Zeichen nehmen müssen j je nachdem der dritte Miitel« 
pnoci zwischen die beiden ersten. fallt oder nicht« 
• Der Raam verbietet, in ConstrQctionen irgend einer Art hier einzogehcn. 

Wenn wir die Gleichung (l), in Bcziehang auf ▼, differcntliren, so komlht: 

dU . ,dU' „dl7' 

■d;-*-^^d7'"'^-37- 

Die drei partif^Ilcn Differential ^ Coefficicnten dieser Gleichnpg» Aosdrückc Ton der Fem 

(Bw+Cv+Eq), gleich Null gesetzt, stellen die drei Pole der zweiten Axe, in Beziehaog 

auf die drpi Carvcn, dar. Bczeichni^n wir die Abstände ^os dritten Poles von dem ersteig 

ond zweiten durch q und qV so kommt: 

f B' q' 

Aqs. der Zasammeastel|nQg dieser Gleichung mit der Gleichung (2) folgt: 

B nnd B' sind die Abstände der Mittelpnncte der beiden ersten Curvcn von der zweites 
Axe. Das Yerhältniss dieser Abstände bleibt dasselbe, wenn wir diese Axe nm denjeni- 
gen Punct beliebig sich drehen lassen, in welchem dieselbe diejenige gerade Linie, 
welche jenen Mittelpunct enthält, schneidet. Also: 

Das VerhßUniss *^der gegenseitigen Abstände der drei Pole einer beliebigen Trans- 
ifersaleny in Beziehung auf drei Curven zweiter Classe, die demselben Viereck einge- 
schrieben ßind^ bleibt dasselbe^ wenn die Transversale sich um ihren Durchschnitts-* 
punct mit der durch die Mittelpuncte der drei Cur^en gehenden geraden Linie belie- 
big dreht. 
Fig. 57. Wenn wir insbesondere für die beiden gegebenen Oerter zwei Pnncten - Systeme, 
P nnd P, Q und Q', nehmen, so ist der dritte Ort irgend eine Curvc, die einem gcgt- 
benen Viereck, etwa dem Vierecke PQP'Q', eingeschrieben ist. W'enn wir die vier Sei- 
ten dieses Vierecks als vier Transversalen betrachten , so sind die drei Pole derselben, in 
Beziehung auf die drei Oerter, die beiden auf derselben liegenden Winkelpnncte uni 
der Berührnngspunct. Wenn wir also die Segmente, welche auf den vier Seiten dorck 
die yier Perührungspuncte bestimmt werden, a nnd a', b nnd b', c nnd c', d nnd i 
nennen, ferner die Abstände der Mitten der beiden ^iagonalcn von den vier Seiten M, 

N, O, P nnd M', N', O', P', nnd endlich £-' ^ S «- x setzen, so gibt die Glei- 

P ^ ^ 

ßhung (3) : : 

a' M' V N' 0' C d' F 

Hieraus folgt: 

aVb.c'.d M'.N.O'.P sina.sinß.siny.sinS 



a.b'.c.d' "" M.N'J<XP " sinai^inff .sinyMnif 
(Vergleiche die Note zur 441.. Nummer.) Der hierin enthaltene Satz \sX folgender: 

'Wenn eine- Curye zweiter Qasse die §ier Seiten eines gegebenen Vierecks berSh% 
SO bestimmt auf ^eder Seite der bczflgUche Berüfirungspunct zwei Segmente. Da^ 
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Produci i^on vier nicht auf einander folgenden solchen Segmente ist dem Producte der 
vier übrigen gleich^ 

Statt der Cnrve kann man in dem letzten Satze ein drittes Puncten- System nehmen 
and erhält alsdann den Satz der 440. Nammer. Es ist der letzte Satz auch einer bedeu- 
tenden Yerallgemcinernng fabig *). ' Er gilt anch Dir ein umschriebenes Dreieck (436, 
921) und für jejcs beliebige amschriebcne Polygon» was leicht zn zeigen ist. 

Ich 'gehe in kein näheres Detail hier ein; ich wollte durch diese Schlassbemerknngen 
bloss wiederholt darauf aof merksam machen , wie die Theorie der Transversalen, 
welcher die rein geometrische Methode in neuerer Zeit ihre schönsten Entwicklnngcn ver- 
dankt, mit der Betrachtung 'der unbestimmten CoefCcienten in der allgemeinen Verbin- 
dung der Gleichungen aufs innigste zusammenhängt , und die einzelnen Sätze derselben 
aus dieser ohne Mühe sich herleiten lassen. (Yergl. die 436 — r 44U Nummer). 

*) PoNcuttTy Prop. proj\ f5». 
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6ö2. WT enn wir die Entwicklungen des ersten Bandes mit den Entwicklungen der 
vorstehenden ersten Abthcilnn^ des zweiten Bandes , ond wenn wir namentlich die Ent- 
wicklongen der beiden letzten I^aragraphen jenes ersten Bandes und dieser ersten Ablhd- 
Imig mit einander vergleichen, so bemerken wir eine überraschende Analogie in den Re- 
sultaten. Es stehen dieselben , paarweise genommen^ in so genauer Wechsclbcziclinng, 
. dass wir, rermittelst eines allgemeinen Principes , mit welchem wir ans in dieser zwcilen 
Abtheilang beschäftige^ wollen, sobald ^in Satz bekannt ist, unmittelbar den analogen 
Satz erhalten. Der beschränkte Raum verbietet uns, in den folgenden Anseinandrrse- 
tznngen mit derjenigen Ausführlichkeit, welche der Gegenstand fordert, zn Wcrb za 
gehen. Bei dieser Beschränkung entscheide ich mich indess lieber dafür, mancbc(lei 
einzelne Resnltate zn nnlerdrücken, als bei der Aufstellung und Entwicklung des in Rede 
stehenden Principes von einem weniger allgemeinen Gesichtspnncte abszogehen* 

^ §. 1. 

ÜeBer das CHAMER'sche Paradoaf. 

683. Die allgemeine Gleichung irgend eines n. Grades zwischen zwei voran derlicliei 

GrSssen, welche, je nachdem diese veränderlichen Grossen Pnnct- oder Linien * CoorÄ- 

naten bedeatcn, die Oertcr n. Ordnung oder n. Classe darstellt, enthält: 

(ni+-l)(n-f-2) 
1+2-1-3-i. .,. -f-(n+l) = '' ^^7 S 

. coastante Coefücienten. Jeden beliebigen diesrr Coeflicienten können wir als {;;egf ben l>e* 
trachten und etwa gleich Eins setzen. Die übrigen 
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(n+lXn4-2) ^ ^ n(n4-5) 
1. 2 ** 1. 2 

Cocfficienten sind alsdann durch eine gleiche Anzahl linearer Qleichangen, im Allgemei- 
nen, vollkommen and auf einzige Wc|sc bestimmt. In dem Falle von Panct-Coordina- 
ten entspricht jedem gegebenen Pancte der bezilglichen Cnrvc, in dem Falle von Linien* 
Coordinaten jeder Tangente dev bezüglichen Curve; eine solche lineare Bedingungs • Glei* 
hang. Ein Ort n* Ordnung ist also durch . ^ Poncte, ein Ort n. Classe darch 
n(n"f-jj T^jjg^jjtuj, ^ im Allgemeinen, vollkommen bestimmt. 

Aber zwei Curvcu n. Ordnong schneiden sich» im Allgemeinen, in n^ Puncten nnd 
durch dieselbe n^ Pancte gehen adsser4em noch nnendlich viele Ocrter derselben Ord- 
nung. Zwei Oerter n. Ciasse berühren, im Allgemeinen, beide dieselben n^ gerade LU 
nicn , und dieselben n' geraden Linien sind ausserdem auch noch Tangenten von unend-r 
lieh vielen Oertern derselben Classe. Sobald n « d oder n > 3, und also 

^ l. 2 ' 
begegnet man einer Art von Paradox, dass ncmlich eine Carve durch so viele oder durch 
mehrere Puncte geht, oder so viele oder mehrere gerade Linien berührt, als, im AUge- 
incinen, zu ihrer Bestimmung niSthig sind, und doch noch unbestimmt bleibt. 

Aa£ dieses Paradox, rücksichtlich der Bestimmung der Carvcn durch Puncte , scheint 
raerst Gramer*) aufmerksam gemacht, und zug-leich die analytische Erklärung desselben 
gegeben zu haben« Es müssen nemlicb, was aus den vorangescbickten Erörterungen so- 
gleich a /;r/or/ einleuchtet , wenn die n^ Durchschnittspuncte zweier Curven n. Ordnung 
gegeben sind und n ^ B oder n > 3 ist, diesen Pntchschnittspuncten solche n^ lineare 
Gleichungen enUprechen, von welchen eine oder mehrere, die man beliebig auswählen ^ 
kann, von den jedesmalig übrigbleibenden bedingt werden. Um aber vollständig hier zn 
^erke zu gehen, müssen wir die vorstehende Erklärungswelse auch noch geometrisch 
deuten. Ich habe dieses bereits befläufig im ersten Bande der ^Entwicklungen'^ gcthan, 
als ich meinerseits, bei einer speclellen Veranlassung, auf jenes Paradox sticss **). Deur 
selben Gegenstand habe ich später, in den zu Montpellier erscheinenden „Annalen* aus- 
(iShrlicher behandelt und zugleich die Betrachtungen auf Ober^ächen übertragen ***), und 
hier nehme ich diese Untersuchungen von Neuem auf, weil sie mit den folgenden in go* 
naucr Beziehung stehen» 

684. Wenn wir ( ^ — ^ ""* ) Paocte wiUkührlich annehmen, so können wir 
darch diese Puncte unendlich viele Oerter n. Ordnung l^gen, deren jeder, im Allgemei-^ 
nen, vollkommen bestimmt ist, wenn wir ausserdem noch irgend einen qeaen Punct 
kennen, der auf dein Orte Uegt^ Zwei solche Oerter wpUen wir durch die beiden Gleir 
pbongen: 

*) CüJtMBiiy Iniroduction ä Panafyae des ligriea vaurbeB algebriques. Geneue, lySo. Nro. 
48. — Lagroix, ly-aU^ du^calcul diffWerUiel et du oatcul int^ral. Seconde EditioUf 
Thme I. p. 4t3y Note. 

♦*) Vergl. S. 228, Note. 

**^) Reoherchee eur lee courhee algSriqueß de foue les degr^sf Gerg^Jnn. Thme XIX , p. ^/, 
fißchertx^s eur le^ eurfacef cdgAriquee de tous Ue degvife ; xb, p, i^g. 

31* 



244 Das Princip 

ü «. o, ü' « o, (,) 

darstellen« Alsdann ist 

ü'-f-/uU = 0, (,) 

wenn /it einen nnbestimmtcn CoefHcientcn bedeutet, die aUgcmcine Gleichang aller derje-« 
nigea Oerter n. Ordnunff, welche darch die n^ Darchschnittspancte der beiden Oerter (i), 
also dorch die ( -^ — 5~ * ) wlUkührlich angenommenen Puncte und aosserdcni noch 

(in der Yoraassctzung, dass n ^ 3) durch 

/ n(n^3) \ _ (n-2)(n-^l) ^ n(n--3) 

'^'^\T~2 V "■ 1. 2 1. 2 ^^ 

nene Pnncte gehen» Wenn wir noch irgend einen neuen Panct, der auf dem Orte (2) 

liegt und den wir P nennen wollen, kennen, so erhalten wir eine lineare Gleichung zur 

Bestimmung von /t. Erst dann ist dieser Ort vollkommen und auf einzige Art bestimmt 

Derselbe Ort ist aber auch schon bestimmt, wenn wir zu den ( -^ — 5~^— "^ j willkührlich 
angenommenen Puncten jenen Punct P noch hinzufügen. Der auf diese letzte Weise be* 
stimmte Ort geht mithin durch die n^ Durchschnittspuncte der beiden Girven (i). Da 
wir für diese beiden Cnrvcn irgend zwei beliebige, welche durch die willkührlich ange- 
nommenen Pnncte gehen, genommen haben, und jede dieser Curven von der Curve (a) 
ebenfalls nur in n^ Puncten geschnitten wird, so folgt, dass alle solcbc Curven sich in 

denselben n* Puncten schneiden, und also ausser durch jene ( - ^ — 1 ) Puncte 

(jj/'q g\ \ \ 1, 2 - y 

-i -"hi f andere feste Pnncte gehen. 

Eine ganz analoge Scblussweise können wir auf Curven n. Classe anwenden und er- 
halten hiernach die nachstehenden beiden Sätze. 

uiUe Oerter /i. Ordnung , welche durch ( - — 1 j beliebige , gegebene Puncte 

gehen ^ gehen überdiess auch noch durch ( ■' ■ "^ +1 j andere feste Puncte. 

Alle Oertfr n, Classe^ (welche ( - — 5^ * ) beliebige^ gegebene gerade Linien 

berühren^ berühren überdiess auch noch l . ' — 1 j andere feste gerade Linien, 

So gehen zum Beispiel alle Oerter dritter Ordnung, welche durch acht gegebene 
Puncte gehen, überdiess auch noch^ durch einen neunten festen Punct. (Wenn insbe- 
sondere die acht gegebenen Puncte acht von den neun Durchschnirtspunc|en zweier Sy- 
steme von drei geraden Linien sind, so ist der neunte feste Puhct der neunte Dnrch- 
schnittspnnct). Alle Oerter vierter Ordnung, welche durch dreizehn gegebene Puncte 
gehen, geben überdiess auch noch durch drei nene feste Puncte. Und femer alle Oer- 
ter dritter Classe, welche^acht gegebene gerade Linien berühren, berühren überdiess 
auch noch eine neunte feste gerade Linie, und alle Oerter vierter Classe, welche 
dreizehn gegebene gerade Linien berühren, berühren ausserdem noch drei andere 
feste gerade Linien. 

Wir bemerken noch beiläufig, dass die gegebenen dtid tesultirenden festen Pnntte 
und geraden Linien auch paarweise imaginär werdei> können. Solche zwei imaginäre 
Puncte bestimmen sich geometrisch am einfachsten durch einen beliebigen . Kegelschnitt 
und eine, demselben nicht begegnende gerade Linie^ so wie solche zwei imaginäre gerade 
Linien durch einen Kegelschnitt und einen innerhalb desselben liegenden Ponct*. 
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• 
685. Die beiden Sätze der vorigen Nammcr bestehen offenbar anch dann nocb, wenn 
die gegebenen Poncte und geraden Linien alle oder zum Tb eil oder grnpjrenweisc 
zasammenfallcn und mithin die bezäglichen Oerter in verschiedenartigen Contaet - Bezie- 
hungen zu einander stehen. Auf diese \^eise ergeben sich zum Beispiel die nachstehen- 
den specicUen Sätze* 

Alle Cur<^n dritter Ordnung ^ welche eine gegebene Curve (derselben oder höherer 
Ordnung) in einem gegebenen Puncte achtpunctig osculiren^ schneiden sich ausserdem 
noch in ein und demselben Puncto Dieser Punct fällte im Allgemeinen ^ nicht mit dem 
Osculaüonspuncte zusammen y denn sonst könnten zwei Curven dritter Ordnung unter 
einander niemals einen blossen achtpunctigen, sondern statt desselben immler nur ei- 
nen neunpunctigen Contact haben. In besondern Puncten nur wird eine Curve dritter 
Ordnung von andern Curven derselben Ordnung neunpunctig osculirt*). Wenn irgend 
eine Curve und auf dem ÜrFifange derselben irgend zwei Puncte gegeben sindy so gehen 
alle Cun^en dritter Ordnung, welche die gegebene in Jedem der beiden gegebenen Puncte 
vierpunctigy oder in einem derselben fünfpunctig und in dem andern dreipunctig 
osculiren^ u. s. w. durch einen festen dritten Punct. 

Wenn wir in allen den eben betrachteten Fällen ^ statt Cur^en dritter Ordnung, 
Carmen dritter Classe nehmen , so 6er Uhren diese Jedesmal eine feste gerade Linie, 
wo Jene durch einen festen Punet gehen. {Wenn nemlich irgend zwei Curtfen sich oscu- 
liren, so fällen in den Osculationspunct eben so viele Durchschnitispunctc der beiden 



Wir können leicht ein paar Beweise zum Belege flir die Bebanptangen des Textes anführen. - 
£ine gegebene Corve dritter Ordaunc;, die wir dnrch die Gleichong 

•darstellen wollen, kann, im AUgeneinen, in einem gegebenen Puncte von einer Carve 
zweiter Ordnung bloss fünfpunctig oscuHrt werden, wiird aber in besondern Puncten von 
einer solchen Curve sechs punctig osculirt. (Vergl. die Note zur 328. Nuinroer des ersten 
Bandes.) In einem solchen besondern Puncte hat die gegebene Curve dritter Ordnung mit 
dem Systeme der sechspunctig osculirenden Curve zweiter Ordnung und der Tangente in 
demselben Puncte einen achtpnnctigen Contact« Der einzige Durcbschnittspunct dieses Sy- 
stems und der gegebenen Curve dritter Ordnung ist derjenige Punct, in welchem diese 
Curve, welche mit der Curve zweiter Ordnung, ausser dem Osculationspuncte, keinen 
Punct mehr gemein hat, von jener Tangente im Osculationspuncte geschnitten wird. In 
demselben Puncte wird die gegebene Curve dritter Ordnung von allen denjenigen Curven 
derselben Ordnung, von welchen sie achtpunctig osculirt wird, geschnitten. Wenn wir die 
Gleichungen der sechspunctig osculirenden Curve zweiter Ordnung und der Tangente durch 

Y = o, T = o, 

darstellen und durch fi einen «nbestimmten CoefGcienten bezeichnen, so erhalten wir für 
die allgemeine Gleicbong aller jener achtpunctig osculirenden Curven dritter Ordnung fol- 
gende : 

X+AtYT ^ o. - 
In dem eben betrachteten Falle fallt der Durcbschnittspunct niemals mit dem Oscula- 
tionspuncte zusammen, sonst miisste die gegebene Curve dritter .Ordnung von der Tangente 
im Osculationspuncte dreipunctig osculirt werden, es miisste dieser Punct ein Wendungspunct 
oder ein Rückkehrpunct sein. (Vcrgl. die eben angezogene Note.) Alsdann aber geht die 
osculirende Curve zweiter Ordnung nothwendigMU ein System von zwei geraden Linien über« 
Nur in einem der eben bezeichneten* sin gulären Puncte hat die gegebene Curve dritter Ord^ 
.nnng mit andern Curven derselben Ordnung einen neunpunctigen Contact. Für die allge- 
meine Gleichung aller neunpunctig osculirenden Curven dritter Ordnung erhalten wir als- 
dann bei der vorstehenden Bezeichnung: ' - 
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Curven zusammen ^ als in die Tangente im Osculationspuncte gemeinschaftliche TangeJh 
ten der Cun^en zusammenfallen; wonach mr die verschiedenen Ordnungen der Oseulor 
iion ai^ eine doppelte Weise bestimmen können. Diese Behauptung ergibt sich sogleich 
a priori y lässt sich aber auch^ was in dem letzten Paragraphen geschehen wird, avf 
analytischem Wege dirict beweisen^ 

686. Wir haben bis jetzt gcometriscbe Oerter betrachtet, welche dorcb solche voll« 
ständige GIcIchnngen zwischen Punct- oder Linien -Coordinaten irgend eines hühem 
Grades dargestellt werden, deren CopfScienten beliebig za bestimmende Grössen sind. 
Die Anzahl dieser unbestunmten Coefiicienten können wir dadurch yermindern, dass wir 
annehmen, dass einige dieser Coefficicntcn ein für alle Mal gegeben sind, oder dasi 
zwischen einigen derselben oder zwischen allen lineare Bedingang^-Gleichangen Statt fin- 
den. Indem wir auf diese Weise die bezüglichen Ciirveo gewissen Bedingungen antcr- 
werfcn, ändert sich, im Allgemeinen, in dem einen Falle weder die Zahl der Durch- 
. schnittspuncle, noch in dem andern Falle die Zahl der gemcinschaftrichen Tangenten je 
zweier solcher Curven. Diese Bemerkungen führeh zd folgendeQ beiden Sätzen, die all< 
gemeiner sind» als die entsprechenden Sätze der 684- Nummer. 

Wcim i ~— 1 j Coefficicntcn der allgemeinen Gleichung des n. Grades zf^i- 

schen Puncto Coordinaten oder auch eine gleiche Anzahl i^on Bedingangs^ Gleichungen 
zwischen einigen Coejßcienten jener Gleichung oder zwischen allen gegeben sind^ sa 
schneiden sich alle durch diese Gleichung darstellbaren Oerter tu Ordnung in denselben 

(^fhl^+X^ Puncten: ' . 

Wenn ( ^i --^ — 1 j CoeJficieMcn der allgemeinen Gleichung des n. Grctdes xwi' 

^chen Linien ' Coordinatm oder auch eine gleiche Anzahl i^on Bcdingungs- Gleichungen 
zwischen einigen Co ejficienien jener Gleichung oder zwischen allen gegeben^sindy so haben 
alle durch diese Gleichung darstellbaren Oerter n. Classe dieselben ( 5^^~ i ^i \ 

gemeinschaß liehen Tangenten. 

. Jedem gegebenen Puncte einer CnrvC entspricht eine lineare Bedingungs - Gleichang 
•zwischen allen Constanten der entsprechenden Gleichang zwischen Punct - Coordinaten. 
Wenn wir also ^solche besondere Arten von Curven n* Ordnung betrachten, welche darch 
die allgemeine Gleichung n. Grades , zwischen deren CoefHcienten m Bedingungs * Glei- 
chungen Statt finden, und solche Curven durch ( -^ — 5— ^— («o+l) J gegebene Puncte la- 
gen, so schneiden sich dieselben ausserdem noch in ( - -^+l ) festen* PonctaL 

• " • nfn-4-3^ , \ ^^ ^ y 

Wir nehmen hierbei natürlich m = -i — — ^ — U Eine analoge Bemerkung können wir 

^ncfa in Beziehung auf den zweiten der4»eiden vorstehenden Sätze machen. 

Ferner erhalten wir für jede ^eue höhere Ordnung des Contactes irgend einer Corvc 
n. Ordnung mit einer gegebenen Curve in einem gegebenen Puncte eine neue lineare Be- 
diogungs - Gleichung *). Hiernach ergeben sich die Sätze djux vorigen Nammer, auch ohm 

>." I ■ » ■■■■■■'■ I U I I ■!■ I 

*) Weun nemlich 

, ^ F(x, y) « o (a) 

eine gegebene Curve und (7', x') ein gegebener Punet auf ihrem umfange ist, fn welcher 

dieselbe von einer Carve n« Ordnung, deren Gleichung wir, der Kürie halber, durch 
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Cränz - Betracliiangen in der Constracfcioni unmittelbar aas den Satten der vorliegenden 
Nnmmer. 

68j. Die beiden allgemeinem Sätze der letzten Nommer sind anch aof geometriscbe 
Ocrter der ersten nnd zweiten Ordnung, so wie der ersten nnd zweiten Classe anwend- 
bar. Mit einigen hierher gehörigen Ausftihningen wollen wir diesen Paragraphen bc- 
schliesscm 

Die allgemeinste Gleichong der geraden Linie ist: 

ajr+bx+c «3 o. («) * 

Wenn wir, unbeschadet der Allgemeinheit, den Cocfficienten^a als ein für alle Mal ge-* 
geben betrachten nnd überdiess die Yoraussetzung machen» dass auch c gegeben ist, so 
gehen nach dem ersten der beiden Sätze der vorigen Nummer alle, alsdann noch durch 
die Gleichung (i) darstellbaren, geraden Linien durch ein und denselben Punct; dieser 
Punct liegt bekanntlich auf der zweiten Coordinaten-Aze* Wenn wir voraussetzen, dass 
der CocfBcient b gegeben ist» so gehen alle gerade Linien (1) ebenfalls noch dorch eig- 
nen festen Punct, dieser feste Punct aber liegt unendlich weit, weil alsdann alle je^e 
geraden Linien parallel sind. 

Wenn wir wiederum einen der drei Coefficienlen der Gleichung (l) als gegeben be- 
trachten und dann voraussetzen, dass zwischen den beiden übrigbleibenden Coellicienten 
eine gegebene vollständige Gleichong des ersten Grades besteht, oder wenn, was das- 
selbe heisst, zwischen den drei unbestimmten Cocfficienten der Gleichung (l) eine ho- 
mogene Bedingungs-» Gleichung des ersten Grades, etwa folgende: 

ma+nb+pc « o, 
in der m, n und p gegebene Grossen bedeuten, Statt Andct, so geben alte geraden Li- 
nien (1) durch ein und denselben Punct« Dieser Punct ist leicht zd construircu (Z|06). 

Die allgemeine Gleichung des Punctes ist folgende: 

a+bv+cw « o, fa) 

Nehmen wir wiederum .in dieser Gleichung den CocfGcienten a ein fnr alle Mal beliebig 
an nnd setzen alsdann b constant, so liegen alle darch (2) darstellbare Puncte, nach 
dem zweiten Satze der vorigen Nummer^ auf einer festen geraden Linie. Diese feste 



^(x, r) = Y = o . (b) 

darstellea wollen, osculirt werden soll , so kommt zuvörderst 

fiPtx, y*) = o 
eine Gleichung« welche ansdrückt, das5 die Curve n. Ordnung durch den gegebenen Pnnct 
geht Ferner ergibt sichs 

dY dY iy 

li"^^ ;?;; ^ ^* 

'di^'^'^dxdy dx'^'dy' dx^'*"dy dx' "^ ^' 

ttiid so weiter. Wenn wir m die letzten Glcicbangcn för y und — diejet^igcn constanten 

Werthe setzen, die wir erhalten, wenn wir die Gleichung (a) differenllircn und die Diffe- 
rential- Coefficieni'en aof den Punct (j', x') beziehen, und ferner auch in den durch die 
partiellen Differential - Coefficienten bezeichneten Functionen j und x' fir y nnd x schreiben, 
so sind diese Gleichungen offenbar lineare ßedingungs - Gleichungen zwischen den Coefü- 
fienten der Gleichung (b)« Es drücken diese Gleichungen alsdann aber aus, dass die Curve 
(a) in dem gegebenen Puncte von der Curve (b) berührt wird, dreipunctig OfCulirt wird 
iiud so weiter. 
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gerade Linie geht durch den Anfangsponct der Coordinaten. Wenn wir statt des Coeffi- 
cienten b den Cocfficicnten c constant setzen, so liegen ebenfalls alle Pancte (i) anf ei- 
ner festen geraden Linie. Diese feste gerade Linie ist alsdann aber der ersten Coordina- 
ten -Axc parallcU Wenn endlich zwischen den drei unbestimmten CocfEcienten der Glei- 
chung (2) irgend ^ine gegebene homogene Bedingnngs-Gleichang des ersten Grades, etwa 

folgende 9 besieht: 

tna+nb-fpc « o, 

so liegen ebenfalls wieder alle, durch (2) noch darstellbaren, Pnncte anf einer festen, 

leicht KU construircnden geraden Linie. 

Die Sätze der vorliegenden Nummer haben wir schon direct in der 413. Nummer 

be^fiesen. 

68S. Wir wollen uns in dieser Nummer zur Betrachtung der durch die allgemeine 

Gleichung: 

^y»4-2bxy+cx«+2dy-h2cx+f « o, (1) 

dargestellten Oertcr zweiter Ordnung wenden« Alle solche Corvcn , welche durch diese 
Gleichung dargestellt werden, wenn zwei CocfBcienten derselben (von denen wir einen 
immer willk'nhrlich annehmen können) gegeben sind, oder wenn zwischen beliebigen die- 
ser Coe(ficientcn irgend eii^e lineare und homogene Bedingungs-Qleichong Statt findet ^ 
u^d welche öberdiess durch drei gegebene Pnncte gehen, schneiden sich ausserdem noch 
in einem vierten festen Popc^c. Wir wollen einige Beispiele hier heryorh^ben. 

Wenn 

b+a *■ 0, 

so sind, bei ^et Yoräussetsnng rechtwinkliger Coordinaten^ alle dorch (l) dargesteBu 

Curven gleichseitige Hyperbeln* Also: 

Alh gleichseitige Hyperbeln ^ (velche durch irgend dr$i gegebene Puncte gehen, 
schneiden sich ausserdem noch in einem vierten festen Punpte (395)^ 

Oa mit solchen Hyperbeln anch drei Systeme von zwei anf einander senkrecht stehen*' 
den geraden Linien gehören, so sieht man sogleich ein, dass jener vierte DnrchschnittSi- 
punct derjenige Punct {st, in welchem, in dem von den dr^i gegebenen Ponctcn gebilde- 
ten Dreiecke, die von den Winkelpuncten anf die gegenüberliegenden Seiten gefällten 
drei Perpendikel sich schneiden, ^leben 4eni leisten 3^^3|e erhält nian insbesondere auch 
folgenden Satz: 

Alle gleichseitigen Hyperbeln ^ welche eine gegebene Curve in einem gegebenem 
Puncte dreipunctig osculirer^ , schneiden sich in einem Jesten Puncte der JS'omtalen im 
Osculßiionspuncif. 

Wenn wir a 9 1 setzen und alsdann der CoefScIent b gegeben ist, so ist die Rich- 
tung desjenigen Durchmessers der bezüglichen Cnrve, Jessen ^sugeordnefer der zweiten 
Coordinaten^ Axe parallel ist, gegeben« Also: 

Alle Oerter ztpeiter Ordnung, in welchen irgend f'.^d zugeordnete Durchmesser, 
zweien gegebenen geraden Linien parallel sind und welche durch drei gegebene Puncte 
gehen t schneiden sich atmserdem noch fn einem ^ferfen festen Puncte. 

Aus diesem ßatze folgt durch theilweise Umkehmng, dass in allen Oertem ^wpStia 
Ordnung, welche durch vier gegebene Pancte gehen, ^wei Pnrchmesser, weiche ;nii(e» 
•tdnete sind, dieselbe Richtung haben (376). 
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E$ stetll bekanntlich die Gleicjdnng 

aj+hx+i « o (2) 

denjenigen Dorchmesser der Corve (l) dar, dessen »ageordneter der sweiten Cooidinaten* 

Axe parallel ist. Wenn der Qaotient - gegeben ist, so kennen wir also einen Panct je« 

nes Dorcbmessers. £s liegt dieser Panct auf dcr^ zweiten Coordinaten-Aze» 

Wenn wir irgend einen beliebigen Panct (y\ x) des Dorcbmessers (2) kennen, so 
erbalten wir folgende Bedingangs- Gleichung: 

ay +bx'+d « o, 
die, in Beziehang auf die drei Coefficienten a, b und d der Gleichung (})| homogen und 
linear ist. 

Wenn endlich eine teste gerade Linie t 

y = ax+/J, 

gegeben ist, so hat derjenige Darcbmlisser , dessen zugeordneter diesem geradep Linie 

parallel ist, folgende Gleichung (244): 

(ay+bx+d)a+(by+cx+c) = o, (3) 

nnd wenn wiederum ein Penct dieses Durchmessers gegeben ist, so erhalten wir eine li« 

neare und homogene Gleichung zwischen den fünf ersten Coefiicienten der Gleichung (l). 
Auf dreifache Webe führt uns hiernach die 686. Nummer zu folgendem Satzes 
Alle Oerter zweiter Ordnung ^ in welchen derjenige Dnrchmesser , dessen zugeord-^ 

neter einer gegebenen geraden Linie parallel ist y durch einen gegebenen Panct geht^ 

und welche durch drei gegebene Puncte gehei}, schneiden ßfch ausserdem ngch in einem 

gierten festen Puncte (377). 

Wir erhalten noch folgende drei andere Fälle dos ersten allgemeiQen Satzes der 686. 
Nummer. 

Wenn zwischen den Coeificlenten der allgemeinen Gleichang (l) zwei lineare und 
homogene Bedingungs- Gleichungen Statt finden > so gehen alle durch diese Gleichung 
noch darstellbaren und durch zwei gegebene Puncto gehende Oerter ausserdem noch 
durch zwei andere feste Puncte« Wenn zwisf:hen jenen Coefiicienten drei lineare und 
homogene Bedingungs - Gleichungen Statt finden, so gehep alle bezüglichen Oerter, wel- 
che durch einen gegebenen Panct gehen, ausserdem noch dnrch drei andere feste 
Puncte. Wenn endlich zwischen jenen Coefficienten vier solcher Bedingungs -Gleicbun^ 
^en bestehen, so schneiden sich alle bezüglichen Oerter in denselben vier Puncten. 

Beispiele von der A^^^^i^^^Q^g dieser Sätze liegen nahe. Stellen wir z. jß» mehrere 
Bedingungs -Gleichungen von der form der Gleichung (8) zusammen, so ergibt sich fol- 
gender Satz: 

' Alle Oerter zweiter Ordnung, welche durch (4— m) gegebene Puncte gehen und 
der Bedingung unterworfen sind^ dass solche m Durchmesser Jeder derselben, deren 
zugeordnete m gegebenen geraden Linien parallel sind^ durch m gegebene Puncte ge^ 
heny fchnefden sich^ ausser in den gegebenen^ noch in m festen Puncten. 

Wir können in der Aussage dieses ßatzes m=sl,m»2, maesd und m vä 4 se«' 
|zen« In dem Iptzten Falle sind die fünf ersten Coefiicienten der Gleichung (1) vollkom^r 
men bestimmt, wenn \7ir einen derselben ein für alle Mal beliebig annehmen. Alle Oer« 
\et sind akdann ähnliche , ähnlich liegende and conpentrische : ihre' (reellen pder imag^ 
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nären) DorclischnitUpnnctc fallen paarweise zosarnmen und liegen anf zwei bestimmtea 
geraden Linien, den (reellen oder imaginären) Asyoiploicn derselben nnendlich weit. 

' Um noch ein zweites Beispiel za geben, wollen wir zwei solche Fancte (y, x"j nnd 
(y", x") betrachten, von denen einer anf der Polaren des andern liegt Alsdann trhajlen 
wir folgende, in Bczichnng anf die Coordinaten der beiden Pnncte, symmetrische Glei- 
chung (260): 

a/y''+b(xy'+xY)+cx'x'+d(y'+y •)+e(x'+x")+f = o, 
in welcher die Constanten der allgemeinen GJcichang nur auf lineare Weise vorkommen, 
und wenn wir mehrere solcher Gleichungen zusammenstellen, folgenden Satz: 

u4lle Ocrier zwcifa- Ordnung y welche durch (k—m) gegebene. Puncte gehen und 
äberdiess der JSedin^ung unterworfen sindj dass die Polaren i^on m gegebenen Puncten 
durch m aridere, ebenfalls gegebene^ Puncte gehen^ schneiden sich, ausser in den (4-m) 
gegebenen y noch in m festen Puncten. 

Aus diesem letzten Satze ergibt sich der vorhergehende» wenn wir annehmen, dass 
die m gegebenen Pole nach gegebenen RIchtangen hin nnendlich weit rücken. Wenn 
wir im letzten Satze m .» 1 nehmen, so gibt eine theilweisc Umkehrung den zweilco 
Satz de^ 380. Nummer. 

6S9. Die Anwendung' des zweiten allgemeinea Satzes der 686. Nummer anf Oerter 
zweiter Classe, für deren Gleichung wir folgende nehmen wollen: 

Aw2+2Bvw+Cv'+2Dw+2Ev+F =3 o, (i) 

gibt mehrere einzelne Sätze» die wir in folgender Aussage zusammenfassen können: 

Wenn zwischen beliebigen Coefficienten der allgemeinen Gleichung der Oerter zwei- 
ter Classe m homogene Bedingungs- Gleichungen des ersten Grades bestehen, oder 
wenn, nachdem einer dieser Coefficienten ein für alle Mal angenommen worden isly m 
der übrigen Coefficienten gegeben sind, so berühren alle Oerter, welche alsdann noch 
durch die allgemeine Gleichung dargestellt werden können, und (4 — m) gegebene ge- 
rade Linien berühren, ausserdem noch m feste gerade Linien und haben also dieselben 
Qier gemeinschafl liehen Tangenten. 

Es kann in der Aussage dieses Satzes m = l,ms32, m=:3 und m =s 4 seio. 
"Wir wollen auch. hier ein paar Beispiele hervorheben. 

Wenn in der allgemeinen Gleichimg C+F = o, so werden (bei der Voraussetzung 
rechtwinkliger Coordinaten) alle Oerter, vom Anfangspnncte der Coordinaten aus, unter 
rechtem Winkel gesehen (483); wenn E = o, so bilden die beiden durch den Aiifangs- 
puncl gehenden Tangenten mit den Coordinaten -Axen ein System von vier Harmonicalen 

(^69) j wenn "' . „ ^r. 

A+aB+.^D = 0, 

nnd a und ß gegebene CoefBcienten bedeitten, so liegen die Mittelpuncte aller bezügli- 

.cben Gurven auf einer gegebenen geraden Linie (455), nnd so weiter. Also: 

Alle Oerter zweiter Classe, welche von einem gegebenen Puncte aus unter rccblea 
Jfinkdln gesehen werden , \ oder an welche sich pon einem gegebenen Puncte ans Tan- 
genten legen, lassen, welche rßit zwei festen, durch diesen Punct gehenden, Tangenten 
'€in System von vier Harmonicalen bilden , oder deren Mittelpuncte auf einer gegebenen 
geraden Linie liegen , und so weiter — und welche überdiess drei gegebene gerade Li- 
nien berühren, berühren ausserdem noch eine vierte feSte gerade Linie* 
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Wenn iwei gerade Linien (w', v', u') und (w", v", u") gegeben sind, von welchen 
eine dorch den Pol der andern , rücksicLtlich eines durch die allgemeine GleichQ'ng^(i) 
dargestellten Ortes zweiter Classe, geht (e'nc Beziehung der beiden gegebenen geraden 
Linien zu einander, die immer eine gegenseitige ist), so erhalten wir nach der 543. ^ium- 
mer folgende lineare Bcdingnngs - Gleichung zwischen den unbestimmten Cocfficienten der 
allgemeinen Gleichung : 

AwV'+B(vV>y''w'')+CvV'+D(nV'+nV)+E(n'v"+uV)-hFu'n'' = o, 
und hiernach folgenden Satz: 

Alle Oerter zweiter Classey (velche (k—nt) gegebene gerade Linien berühren und 
übcrdiess der Bedingung untertvorfen sind^ dass^ in Beziehung auf jeden derselben^ m 
gegebene gerade Linien durch die m Pole von m andern gegebenen geraden Linien ge- 
hellt berühren ausserdem noch m, also im Ganzen kfo^lc gerade Linien. ' 

Ausführliche Entwicklungen für den Fall, dass in der Aussage des an die Spitze die- 
ser Nummer gestellten Satzes m » 4 ist, finden sich schon in der 534- — 541« und fer- 
ner in der 608. Nummer, — 

Die Torstehcnden Ausführungen sind hinreichend um eu zeigen, wie wir auf einem 
neuen Wege zu den hauptsächlichsten Sätzen über die Zusammenstellung von Kcgelschnit« 
ten unter sich und mit Systemen von ;cwei Puncten und zwei geraden Linien, gielangen 
können. Hier ist natürlich nicht der Ort, diese ,verschic(lenen Sätze im Detail zu discu-r 
tiren, was überdiess auch schon zum Theil in dem Früheren geschehen ist. ->r 

§. 2. 
Eine Oruppe von einigen allgemeinen analytisch^ geometrischen Sätzen. 

690. Es sei 

F(y, X, b, a) = o ^ (r) 

irgend eine gegebene algebraische oder transscendente Gleichung zwischen den beiden 
gewöhnlichen Punct-Coordinaten.y nnd x, nnd beliebigen constanten Grössen, von de* 
nen irgend zwei durch -b nnd a bezeichnet worden sind. Es seien {prner y', x und y ', x" 
zwei Paare gegebener, zusammengehöriger Wertbe von y und x, welche die vorstehende 
Gleichung befriedigen. Alsdann bat man 

F(y , X, b, a) = o, 
F(y', z", b, a) = o, 
und aus diesen beiden Gleichn^geu kann loan i^ie Wertbe von b und a ziehen. Betracht 
ten wir b und a als gewöhnliche Punct - Coordinaten nnd veränderlich, sq stellen die bei- 
den letzten Gleichungen zweiCurvcn Aar, und diese Curvcn geben beide nothwendig durch 
denjenigen Punct, dessen Coordinaten gleich b und a sind, das heisst, gleich jenen }>eir 
den Constanten der gegebenen Gleichung (i). Da wir die beiden Puncte (y', x') nq4 (y", x") 
JbTeliebig auf der durch diese Gleichung dargestellten Curvp anne^micp Vönncp, ^q ^hateei) 
wir folgenden Satz: 

Wenn man irgend einen Puncto der durch die Gleichung 

F(y, X, b, a) « (,) 

dargestellten Cun^en durch (^', x') bezeichnet^ sq gehen ßllf Cur^fjn^ fpelcfip ^ufch/ohr 
gend^ Gleichung: 

■ F(y', x', b, a) = o, (a) 

32* 
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wenn wir in derselbjen nach einander für j* und x aUe möglichen Werihe^ welche den 
verschiedenen Lagen des Punctes (/, x') auf der Curpe (l) entsprechen, suAsiiiuiren, 
dargestellt werden , durch den festen Punct (b, a). 

Wenn in der Gleichung (l) b oder a bloss in der sweiten Potenz TÖrkoninit, so 
schneiden sich alle Cnrven (2) in denselben zwei Pancten» die symmetrisch liegen, xn 
Beziehung auf die erste oder zweite Coordinaten-Axe, zn beiden Seiten derselben. Wenn 
fa nnd a beid^» zugleich nur in der zweiten Potenz Torkommen, so schneiden sich alle 
Cnrven in denselben vier Poncten, welche die Tier Winkelpancte eines Parallelognm- 
Ines sind» dessen Miltclponct der Anfangspnnct der Coordinaten ist Wenn b nor in 
irgend einer m. und a nnr in irgend einer n. Potenz in der Gleicfaang (l) vorkommen, so 
schneiden sich alle Cnrven (2) in denselben mn Pancten. Yon diesen Pancten sind aber 
nur einer oder zwei oder vier reell. 

Nichts verhindert ans anzanchmen^ dass in der Gleichnng (l)> von welcher wir aiu- 
gehen^ b und a gleich Null seien, oder» mit andern Worten, dass diese Grössen io 
jener Gleichung nicht vorkommen. Alsdann können wir, zum Behof der Constroction 
des vorstehenden Satzes, jener Gleichung beliebige Glieder hinzufügen, in denen band 
a als CocfHcicnten vorkommen, und die mithin, wenn wir diese Grössen gleich NtiU se- 
tzen, wiederum wegfallen. 

691. ' Wir wollen den vorstehenden Satz durch einige Beispiele erläatem. Es Sei zn- 
vördersty indem wir rechtwinklige Coordinaten voraussetzen, 

O'-t)^ - 4px ^ (0 ^ 

die gegebene Gleichung, aus der man, wenn man auf die angezeigte Weise verfahrt, 
folgende erhält: • ' 

(j-yy « 4x X. (a) 

Man sieht sogleich, dass die beiden Gleichungen (i) and (2) Parabeln darstellen, welche 
die zweite Coordinaten'- Axc berühren und deren Durcbniesser der ersten Axe parallel 
sind. Der, auf der ersten Curvc (l) beliebig angenommene, Ponct (y, x') ist der Brenn- 
punct der Curvc (2), welche nach dem in Rede stehenden Satze durch den festen Pnnct 
(b, p), mithin durch den Brcnnpnnct der ersten Parabel geht. Also: 

. IVenn man eine Parabel mit i^eränderlichem Parameter , die der Bedingung unter- 
Wolfen isty dass sie, in ihrem Scheitel, eine gegebene gerade Linie berührt , sich so 
bewegen lässt, dass ihr Brennpunct eine gegebene Parabel, die derselben Bedingung 
unterworfen ist^ durchläuft y so geht die bewegliche Parabel immer durch den Brenn- 
punct der gegebenen. 

Wir wollen ferner folgende Gleichung nehmen : 

y^-b^ = 4px, (1) 

atis der wir auf <Me angezeigte Weise folgende herleiten: 
^ ^ ' y'— /' ^ — 4x'x. (a) 

'Alle dhrch die letzte Glbichung dargestellten Parabeln gehen, wenn, der Vorausselanng 
gemäss, (y'> x) irgend ein Punct der durch die erste Gleichung dargestellten Parabel ist, 
durch die beiden festen Poncte (b, p) und ( — b, p]. Wenn man beröcksichtigt, dass 
±y die Ordinaten derjenigen beiddn Puncte sind , in welchen die jedesmalige jParabel (2) 
•dÄ: Weiten Axe be^gnct, unÖ dass- x den Abstand des Brennpunctes dieser Parabel tob 
ihrem Scheitel ist, so erhält man folgenden Satz: 
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ff^enn irgend eine Parabel gegeben ist und man irgend zwei gerade lAnien zielu^ 
die senkrecht auf der Richtung ihrer Durchmesser stehen und Qon welchen man eine als 
fest und die andere als beweglich betrachtet^ dann ferner von den beiden Durchschnitt s- 
puncten der Curve mit dieser geraden Linie auf jene zwei Perpendikel fällt und endUcJi 
eine solche neue Parabel durch äie Fusspuncte dieser beiden Perpendikel legt, deren 
Brennpuncts - Entfernung der Länge dieser Perpendikel gleich ist und deren Durchmes- 
ser den JXurehmessern der gegebenen Parabel parallel sind^ so geht diese neue Para- 
bel durch dieselben beiden festen Puncte^ welche Lage die bewegliche gerade Linie 
auch haben mag* 

Wenn die gegebene feste gerade Linie die gegebene Parabel scbncidet, so offnen 
sieb die darcb (2) dargestellten Parabeln nacb entgegengesetzter Ricbtnng, wenn der 
Ponct {y\ x') von der einen Seite dieser geraden Linie auf die andere rückt. In diesem 
Falle drückt insbesondere die Gleichung (2) aach ein System von zwei Parallellinien aas. 
Wenn die gegebene Para]>el von der gegebenen festen geraden Linie berührt wird , so 
ist b ^ o nnd alle darcb (2) darstellbare Parabeln berühren sich im Brennpnnctc der ge- 
gebenen Parabel. Wenn die gegebene feste gerade Linie der gegebenen Parabel nicht 
begegnet, so wird b imaginär: in diesem Falle haben alle Parabeln (2) eine gemeinschaft- 
liche ideale Chorde> deren Gleichong immer folgende bleibt: 

X aS5 p. 

Wir wollen wiederum von einer Gleichnng ausgehen, die derjenigen , von welcher 
wir eben ausgegangen sind, ähnlich ist, nemlicb von folgender: 

y* = — 2px+b^ 
aber dann die Form der einen Constanten ändern, indem wir p^+c^ für b^ schreiben. 
Man hat alsdann 

yi'ä: -.2px-fpS-C% (i) 

nnd hieraus geht folgende Gleichnng hervor : 

y'» » ~2JK x-fxH-yS 
der wir auch folgende Form geben können: 

y*+(x— X )* « y ^+x *; (a) 

Es ste^iit diese Gleicbung einen solchen Kreis dar, dessen IVlittelpunct der Pnnct (o, x) 
und dessen Radius gleich V^[y''*-fx ^] ist. Dieser Kreis geht durch die beiden festen Punctc 
(c, p) und (-^c, p). Hiernach ergibt sich folgender Satz: 

Wenn man von irgend einem Puncte einer Parabel zwei Perpendikel fällte das eine 
auf die Axe derselben und das andere auf eine gegebene feste gerade Linie ^ die eben- 
falls auf ^eser Axe senkrecht steht^ und man alsdann aus dem Fusspuncte des einen 
Perpendikels y als Miitclpuncte^ einen Kreis beschreibt y der durch den Fusspunct des 
andern Perpendikels geht^ so schneidet dieser Kreis ein und dieselbe gerade Linie y die 
der gegebenen parallel ist und von der seihen um die doppelte Brennpuncts ^Entjernung 
absteht y immer in denselben beiden Puncten y wo man auch jenen Punct auf dem Um- 
fange .der gegebenen Parabel annehmen mag. 

. Wenn die gegebene feste gerade Linie (die zweite Coordinaten-Axc) durch den 

Brcnnpnnct der gegebenen Parabel geht, so verschwindet au* der Gleichung (l) die Con- 

stante c; es haben alsdann alle in Rede stehenden Kreise im Puncte (c, p) eine gemein- 

.«chaftllche Tangente, ! die k^ine^mdere ist, als die Directrix der gegebenen Parabel, Wir 

begegnen in diesem Falle dem allbekannten Satze, ,ydass jeder Pnnct der Parabel gleich 



S54 Das Princip 

weit von ihrem Brcnnpnncte und ihrer Directrix absteht.*. Wenn die gegebene feste ge- 
rade Linie, in Beziehnng auf eine ihr parallele nnd darch den Brennpunct gehende gerade 
Linie, anf derselben Seite liegt als der ^Scheitel der Parabel, so ist die gemeinschaftliche 
Chorde aller Kreise (2) eine ideale. 

Es liefert der letzte Salz eine einfache Constrtiction folgender beiden Anfgabcn: 
Irgend zwei gegebene Puncte durch den Bogen einer Parabel zu verbinden^ mnn 
die Axe dieser Parabel gegeben ist und man weder den Brennpunct noch den Scheitel 
derselben erreichen kann. Unter denselben Bedingtingen einen parabolischen Bogen zu 
construiren , fi^enn statt eines gegebenen Punctes der Parameter gegeben ist. 
Wenn wir von folgender Gleichnng ausgeben : 

y^-bjr = px, (.) 

so erhalten wir folgende: 

yy+x'x « y2; (a) 

die Gleichung einer geraden Linie, welche i\xxxc\x den Pnnct {y\ o) geht and senkredt 
auf derjenigen geraden 'Linie steht, die den Anfangspanct der Coordinaten mit dem 
Puncte (y', x') verbindet. Nach dem allgemeinen Satze dreht sich die gerade Linie (^) 
um den Punct (b, p)> wenn der Punct (y, x) anf der gcgejbenen Parabel sich fortbe- 
wegt. . Ich verweile nicht bei der Aussage dieses Satzes. Wenn wir b « o setzen, so 
wird die gegebene Parabel von der zweiten Coordinaten -Axe berührt Sie wird, im Allg^ 
meinen, von dieser Axe in zwei Puncten geschnitten. Jeden dieser beiden Puncte kön- 
nen wir nach einander zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen. Auf diese Weise 
ergibt sich folgender Zusatz : 

Wenn ein Rechteck ABCD gegeben ist, und man die Schenkel eines rechten W«- 
kels durch die gegenüberstehenden Winkelpuncte A und C, und die eines zweiten rech- 
ten IVinkels durch die Winkelpuncte B und D so legt , dass die durch C und D ge- 
henden Schenkel sich in irgend einem Puncte Q der geraden Linie AB schneiden, so 
schneiden sich die beiden andern^ durch A und B gehenden, Schenkel in einem Punäe 
M, der^ w^nn der Punct Q auf der geraden Linie AB sich fortbec^gt^ eine Parabel 
beschreibt. 

An diesen Satz knüpfen sich neiie Constructionen der beiden obeü angeführten Auf- 
gaben. 

Wir wollen endlich die beiden letzten Gleichungen in umgekehrter Ordnung nehmeD, 
indem wir von der zweiten dieser Gleichungen , in welcher wir bloss x" and y" an die 
Stelle von z' und y' schreiben wollen, ausgehen. Wenn wir hiernach die Gleichung: 

fy+x-j. = y"«, (,) 

ZU Grunde legen, so erhalten wir folgende: 

f—yy «XX- (0 

Wenn der Punct (y', x') auf der geraden Linie |l) beliebig angenommen wird , so gebt 
die Parabel (2), nach dem allgemeinen Satze, auch, ausser durch den Anfangspooc^ 
noch darch den festen Punct (yV O* Sutt bei der* Aussage idiescs Satzes zu renreilfli, 
wollen wir, mit Hülfe desselben, folgende Aufgabe construiren: 

Die Parameter derjenigen beiden Parabeln , tpelche durch vier gegebene Panäe 
sich legen lassen , zu bestimmen. 

Da wir die Richtungen der Durchmesser dieser beiden Parabeln nach der dyfi. Nini* 
mer leicht finden können, so ist die vorstehende Aufgabe darauf uräckgeflibrt, den Pl- 
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rametcr einer Parabel xu bestimmen , welche dorcli drei gegebene Pnnctc gebt nnd deren 
Darchmcsscr eine gegebene Richtong baben. Es seien (Fig. 38) O, M' und M" diese Fig. 5^t. 
drei gegebenen Ponctc nnd OX die gegebene Richtang der Darchmesscr. Die Gleichung 
. der hierdarch bestimmten Parajbel» bei irgend einem beliebigen Coordinaten «Winkel» sei 
die Gleichung (2), indem wir OX nnd OY za den beiden Coordinaten- Axen, M" für 
den Punct (y", x") nnd OM' « j nehmen. Alsdann können wir leicht die gerade Linie 
(1) construiren, es sei dieselbe QR. Legen wir alsdann durch den Punct M' eine gerade 
Linie M'P, parallel mit OX nnd bis znr geraden Linie QR, so erhalten wir die Grösse 
des Parameters desjenigen Durchmessers » welcher in der zu bestimmenden Parabel die 
der zweiten Coordinaten-Axc parallelen Chorden halblrt Der Hanptparameter der Pa- 
rabel ist alsdann 9 wenn wir den Coordinaten« Winkel ^ nennen, gleich MVsin^d = pp. 

Es sei 9 um noch ein letztes Beispiel zu geben: 

y"x+x"y « xy, (i) 

die gegebene Gleichung , aus der man nach dem bekannten Verfahren folgende erhält: 

x'y+y'x = x'y-, (,) 

welche eine gerade Linie darstellt, die von den beiden Coordinaten * Axen die Segmente 
y und X abschneidet und, nach dem allgemeinen Satze, nicht aufhört durch den festen 
Punct (y", x") za gehen, wie auch der Punct (y, x) auf der Curve (l) fortrücken mag. 
Diese Curve ist eine' Hyperbel , welche durch den Anfangspunct der Coordinaten geht» 
deren Asymptoten den Coordinaten- Axen parallel sind nnd deren Mittelpunct der Punct 
(y", x") ist. 

/// allen Parallelogrammen ^ deren zwei gegenüberliegende Winkelpuncte auf einer 
gegebenen Hyperbel liegen und deren Seiten den Asymptoten derselben parallel sindy 
geht eine Diagonale durch den Mittelpunct dieser Hyperbel. 

692« Wenn wir in der 690. Nummer, statt zwei Constanten der Gleichung (l) als 
Punct -Coordinaten und veränderlich zu betrachten, dieselben als Linien -Coordinaten und 
veränderlich betrachten, so erhalten wir, was sogleich einleuchtet, folgenden Satz: 

Wenn man irgend einen Punct der durch die Gleichung 

F(y, X, b, a) « o (,) 

dargestellten Cun^e durch (y, x') bezeichnet, so berühren alle Cun^en, welche durch 

folgende Gleichung: 

T(y, X, w, v) = o, 

wenfi mr in derselben ßir y und x nach einander alle möglichen Werthe nehmen^ 

welche den verschiedenen Lagen des Punctes (y, x') auf der Curve (l) entsprechen^ und 

(P und p als Linien- Coordinaten und veränderlich betrachten^ dargestellt werden ^ ein 

und dieselbe gerade Linie (w =s b, v = a). Statt der Linien^ Coordinaten w und v 

können wir auch die Linien - Coordinaten w und u oder q und u nehmen. 

Ich begnüge mich hier zur Erläuterung des vorstehenden Satzes mit einem einzigen 
Beispiele, nnd will zu diesem Ende vorzugsweise folgende Gleichung zu Grunde legen, 
die einer früher betrachteten ähnlich ist: 

(y+ax)^+2yy = o. 
£s stellt dieselbe eine solche Parabel dar, welche von der ersten Axe im Anfangspuncte 
der Coordinaten berührt wird, auf der zweiten Axe ein Segment ( — w) = — 2y abschnei- 
det^ nnd in welcher die Richtung der Durchmesser durch die Gleichung v » a gegeben 
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ist. Wenn vir auf dieser Parabel irgend einen Ponct (y, x'} beliebig annehmen, nnd w 
nnd ▼ an die Stelle ton 2y nnd a schreiben, so kommt: 

{j'+z'yy+yw wm Oj 
nnd diese Gleicbnng stellt, wenn wir w nnd v als veränderlich betrachten, eine neoe 
Parabel dar, deren Darchmesser der zweiten Coordinaten-Axe parallel sind, welche eine 
darch den Panct (y', x) gehende, der ersten Coordinaten-Axe parallele, gerade Linie 
und überdiess noch eine zweite, darch denselben Panct und dep Anfangspnnct der Coor- 
dinalen gehende, gerade Linie and zwar im Anfangsponcte berührt« Wie anch der 
Panct (y , x ) aaf der gegebenen Parabel (l) fortrücken mag , die dqrcb (2). dargesteUte 
Parabel hört nicht anf, die gerade Linie (w « 2^, v ^ a), dass heisst, denjenigfn 
Darchmesser der erstgenannten Parabel, welche darch den sweiteo Dorcbschnittsponci 
derselben mit der zweiten Coordinaten-Axe geht, zo berühren« Ich verweile nicht bei 
der Aussage des hierin enthaltenen Satzes, der sich anch theil weise umkehren lässt 

693. Die folgenden beiden Sätze , deren Richtigkeil nach dem Yorhergebenden so- 
gleich in die Angen springt, reihen sieb an die Sätze der 690. and ()92« Noromer anmit- 
telbar an. 

Wenn man irgend eine Tangente der durch Jolgends Gleichung umsehen Urnen- 

Cöordinaten 

F(w, V. b, a) » o 

dargestellten i durchaus beliebigen Curve durch (w', v') bezeichnet ^ so gehen alle Cur* 

f^/i, welche durch folgende Gleichung: 

F(w', v, y, x) = 0, 

dargestellt fperden^ penn wir y und x als Punct - Cöordinaten und veränderlich betrad- 

ten und der Tangente (w', v) nach einander alle möglichen Lagen geben, durch den 

festen Punct (y = b, x sa a). 

Wenn mr ferner b und a als Linien ^ Cöordinaten und peränderb'ch betrachten, 

als w und v oder als v und a, so stellen , bei denselben Voraussetzungen als eben^ £$ 

Gleichungen: 

F(w', V, w, v) •» o oder FCw*, v*, v, u) « 0, 

solche Curven dar, welche alle dieselbe gerade Linie (w a b, v a a) oder (v « b, a »a) 

berühren. 

694* Um den ersten der beiden vorstehenden Sätze durch ein Beispiel zu erläoten, 
wollen wir von folgender Gleichung ausgehen: 

(v-v^+Ca-^u")^ « kS (0 

die bekanntlich» bei der Voranssctzang rechtwinkliger Cöordinaten, eine i^olche Corn 
zweiter Classc darstellt» deren ein Brennpunct in den Anfangspanct der Cöordinaten fiUi», 
deren, diesem Brennponcte entsprechende, Directrix die gerade Linie (v% a"^ und deren 
Parameter gleich dem Doppelten des reciprokcn Werihes von k ist« "Wenn wir alle Glie- 
der dieser Gleichung mit der Herten Potenz einer beliebigen Grösse a, die eine gegebene 
Linien -Länge bcdeatet, mnitipliciren und dann x und y an die Stelle von (^^aV] 
und (— Vsa^u") und v und u an die Stelle von v nnd n schreiben, so erbalten wir fol- 
gende Gleichung: 

(x+%aV)^+(y+y,aV)? « (/,a«k)*, . (,) 

die, wenn wir y nnd x als veränderlick betrac&ten nnd fiir (v, n') nach einander alU 
möglicben Tangenten der gegebenen Curve nehmen, solche -Kreise von constantem Ba- 
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dias daritellt» die dXk dorch den (esteii Pnact (j » ^y^h^vT, z a -.^aV) gehen. Die 
IdtttelpoDCle alkr dieser Kxeiie liegen also aof einem nenen Kreise» dessen Gleichnng 
foLrende isis • 

Hiernach erhalten wie den folgenden Satz : 

Wenn man an eine CurQC zweiter Classe eine beliebige Tangente legt^ die ocn zwe% 
festen im Brennpwcte derselben sich unter rechten Winkeln schneidenden geraden Li- 
nien {OYj OX) irgend zwei Segmente (OQ^ OP) abschneidet ^ und dann auf den^eU 
ben beiden geraden Linien zu jedem dieser Segmente und einer gegebenen Unien-Läng^ 
die dritte Proportional'' Linie {OSy OB) suchte so findet man zwei solche Puncte («S, Ä), 
deren Mitte einen Kreis beschreibt ^ wenn die an die gegebene Cun^e gelegte Tc^ngente 
nß^h einander alle möglichen Lagen erhält* 

Ein cinfachea Beispiel des eweiten Satzes der vorigen Nammer liefert folgende Glei- 

chong; 

^ n'V+v"a =? d'V", (,) 

die einen Punct darstellt Bedcntel (v, v!) irgend eine darch diesen Ponct gehende ge«- 
rade Linie , so stellt die Gleichnng: 

v'a+nV .« nv, (a) 

diejenige Parabel dar, welche die beiden Coordinatcn-Axen in denjenigen beiden Pnne- 
ten berührt , in welchen dieselben yon dieser geraden Linie geschnitten werden. Also : 

Alle Parabeln^ welche irgend zwei gegebene gerade Linien in solchen zwei Puncten 
berühren^ welche mit einem gegebenen festen Puncte in gerader Linie liegen ^ berühren 
ausserdem noch ein und dieselbe dritte gerade Linie. 

Diese dritte gerade Linie (V, n ') ist die zweite Diagonale desjenigen ParallelogrammSi 
dessen zwei Seiten in die beiden gegebenen geraden Linien fallen, und dessen erstci Dia« 
gonale den Dorchschnitt dieser beiden Linien mit dem gegebenen festen Poncte verbind« 
det. Wenn diese dritte gerade Linie gegeben ist, so können wir, umgekehrt« aiich 
leicht den festen Punct constrairen, und hiernach erhalten wir, da drei gegebene gerade 
Linien sich auf dreifache Weise zu zwei combiniren lassen > folgenden Satz: 

Die drei Berührungs- Chorden aller Parabeln y welche einem gegebenen Dreiecke 
eingeschrieben sindy gehen durch drei feste Puncte. Diese Puncte sind die Winkelpuncte 
eines neuen Dreiecks ^ das dem gegebenen umschrieben und demselben ähnlich^ ist. 

W^enn wir, statt von der Gleichnng (l), von der Gleichung (2) ausgehen, so erhaU 
ten wir bei demselben 'Verfahren den Satz der 5273. und, mit einer leichten Modiflcation, 
den Satz der 27^ Nummer. . ^ 

695. Es ist klar ,' dass die vier in diesem Paragraphen aufgestellten 3^tz^ (69O, ÖQ?» 
693) nicht nur auf die von uns bisher gebrauchten ,4 sondern auch ^uf alle mögliche son-r 
stfge Punct- und Linien- Coordinaten sich beziehen. So können wir znn> ßeisplel a(|ch 
z un4 X ode^ 7 (416» Note),, oder sogenannte Polar- Coordinaten, oder ijiu^h ^i^ Co^fr 
diiiaten desjenigen, ,^jfstems,^«^t w^lchen^ ich .mich, in einem iVnfsatze in. GpEIX^^S ^(jui* 
oal *) beschäftigt hstbe , wonach die Lage ejnes Punc^s 'durch die (Quotienten je zweier 
A.b&tände desselben von drei gegebenen geraden Linien ausgedrückt wird, 9(11 Grunde legen« 
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696. Ich «chUesse dieMn Paragraphen mit einer allgemeinen Andeotangv Ea finde 
dieselbe bei allen Tier Haopt*Tkeoremen deaaelben ihre Stelle 1 nm mieh Indcaa eiiifii- 
eher nnd bequemer ausdrücken zu können, will ich mich zonächsi ansschliesslicb ftof i^ 
ersten dieser vier Sätze beschränken. 

Wenn wir wlederam in der Gleichung irgend einer gegebenen Corre: 

F(y, X, b, a) « 0, ^ * (1) 

nach einander flir die veränderlichen Grossen y und x bestimmte Coordinaten^Wcrthe, 
y' \)nd 3t', y und x'\ u. s. w«, die sich auf verschiedene Poncte dieser Carve besiebco, 
nehmen, wonach zwei der alsdann resnltirenden Gleichungen folgende sind: 

r(y', X', b, a) « 0, .. 

¥(j% x'\ b, a) « 0, W 

so können wir durch diese beiden Gleichungen b und a, die beiden Constanten der Glei- 
chung (1) , bestimmen. Schreiben wir in den letzten Gleichungen fdr b nnd a die Sym- 
bole y/(jy x) und 9^(7, x), welche wir als zwei unbekannte , durch diese Gleichungen m 
bestimmende Grössen betrachten, so erhalten wir: 

F[y', x', V(y. ^% 9(j^ 3c)] «I o, 
, . r[y", X ', V^Ör, X), y(jr, *)] - o, ' W 

nnd es ist: 

9>(y,.x)-a. . ^'\ 

Nun können wir aber auch die Gleichungen (3) und (4) aus einem andern Gesteh tsponcU 
ansehen, indem wir y und x als veränderlich und V^(y, x) und f(y, x) als beliebige ge- 
gebene Functionen dieser Grössen betrachten. Alsdann stellen die beiden GlcichuDgeo 
(d) zwei'Carvcn dar, ebenso die beiden Gleichungen (4)« Jene beiden Cnrvcn geben 
alsdann ofiTcnbar durch alle Dnrchschnittspuncte dieser beiden , schneiden einander aoi- 
serdem aber auch noch in andern Pnncten, weil, im Allgemeinen, b nnd a nicht die 
einzigen Wcrlhe sind, welche wir für vCy» x) und g:(jt x) durch Elimination zwiscben 
den beiden Gleichungen' (3) erhalten. Es können b und a alle möglichen Werthe haben 
und insbesondere auch gleich Null sein. , Ich begnüge mich hier mit der blossen Aussage 
des auf diese Weise bewiesenen Satzes, indem ich dieselbe sogleich auf alle vier bisber 
behandelten Fälle ausdehne. Einer ganz speciellen Anwendung dieses Satzes werden «nr 
in dem folgenden Paragraphen begegnen. % 

Wenn irgend eine Curve durch die Gleichung 

F(A, jf, b, a) « o, (,). 

in fpelcher X und k irgend beliebige Punct • oder Linien « Coordinaten und b und a Z0d 
Constanten bedeuten , dargestellt mrd, so erhalten wir die Gleichungen neuer Cwn^en^ 
wenn wir für X und x solche Werthe k' und x nehmen f welche der Gleichung (1) Ge- 
nüge thurtj. und dann 

^ b « V(?«, ^)> ' . , X 

a = yC/i, v\ ^_ ^'^ 

setzen und fi und v als veränderlich und zwar einmal als beliebige Punct '^ Coordinaten^ 
das andere Mal als beliebige Linien- Coordinaten betrachten:. Einmal gehen alsdann 
alle solche Cwvienj deren Gleichungen mithin Jolgende Form haben :^ . 

F[V, x', xpifi, v\ 9>0i, y)] ^6, • • (3) 

durch alle Durchschnitt^uncte der beiden Oerter (2), das andere Mal werden sie i^n' 
allen gemeinschaftlichen Tangenten dieser beidßn Oerter eberydlh berührt. 
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S 3. 
/>0f Prmcip der Reciprocität, 

697« Die alli^emeui^to Gleichung der geraden Linie »wischen gewöhnlichen Puoc^ 
CootdioatcQ ist: 

Ay+Bx+C « 0. (i) 

Stau dieser Gleichang künncn wir folgende nehmen : 

[jjl>+da4-|]y+[xh+Aa+At]x-h[)h+c»a+(r] « o, (») 

indem wir die Farm der in derselben vorkommenden drei Constanten ändern« Die Glci« 
tthang (2) ist die allgemeinste Gleichang, in welcher einerseits die beiden veränderlichen 
Grössen y und x uqd andrerseits swei constante Grossen b und a nur in der ersten Po- 
tenz vorkommen. Wenn wir für y nnd x die Coordinaten-Werthe irgend eines Pnnctes 
(y* z) der bezüglichen geraden Linie sobstitairen , und dann b and. a als veränderlich, 
als y und x, betrachten, während wir dorch alle griechische Bachstaben ein für alle Mal 
bcstimml^ Cocfiicienten bezeichnen, so ergibt sich ans der letzten Gleichang folgende; 

[j7y+^4-5]y'+[xy+Xx+iti]x+j[i7+px4-(r] « o, (3) 

oder> wenn wir anders ordnen; 

[7y+xx'+y]y+[^'+Ax'+p]x+By'+iux+a] « o. (4) 

Nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen stellen, wie aach der Punct (y, x') 
auf der geraden Linie (1) angenommen werden mag« die Gleichungen (3) und {k) eine 
solche gerade Linie dar, die immer durch den Punct (b, a) geht« Dieser Punct ist der 
Darcbschnittspnncfc der durch folgende zwei Glcichangen dargestellten geraden Linien; 

^y+dx+$ ==: ©(ly+px+a), 
xy+Ax+/i =« fi'(»'y+(>x+cr), ^ ^ 

indem wir, der Kürze halber, -^ ^ Q und p a? iE setzen. Wir nennen den Punct (b, a} 

den Pol der gefaden Linie (l), in Beziehung anf die Gleichung (2), und 
die gerade Linie Qi) die Polare de^ Punctes (y, x'), in Beziehting anf die 
Gleichang (2). Diese Gleichung können wir füglich (Bquatlo directrix nennen; die 
Bestimmung des Poles einer gegebenen geraden Linie und der Polaren eines gegebenen 
Punctes richtet sich nach den Werthen der neun Goefficienten tf^ 9, S, x, X, /i, v, q 
und 9, die in dieser Gleichung vorkommen« 

Wir kennen hiernach dem in d^m Yorstehendea bewiesenen Satze folgende Aassage 
geben: 

D/e Polßrcfi aller Puncte einffr gegebefien geraden Linie gehen durch den Pol der- 
selben. 

Uingekehrt folgt femer, Indem wir die Gleichung (4) als asquatio directrix nehmen, 
dass der Pol jeder geraden Linie, welche durch den Punct (b, a) geht, auf der geraden 
|!iinie (i) liegt« Ei^er dieser Pole ist der Punct (y , x'}« AlßO : 

Jiie Pole ßller geraden Linien % weicht d^^rfh ^inen gegebenen Punct gehen ^ liegen 
auf der Polaren di^se^ Punctf^t 

098« ym den Ppl ^ iner gegebenen geraden Linie (i), in Beziehung auf die GIei(4mi^ füg. 19. 
(^)i tQ constrnireii, müssen wir dip neani ein für alle J^Jal gegebenen, Goefficienten die- 
9^ (fl^ichiiiig, pder Yielyp^br Mass dip ach( Quotienten eines beliebigen derselben in alk 
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übrigen, kennen« Wenn wir^ zam Bebaf dieser Conslracdon, die drei darcb folgeodt 
Gleichangen: . . ' 

yy+()x-Hf = o, ^ " 
dargestcDten drei geraden Lünen ab gegeben betrachten, 50 sind jene CoefEcIenten alle 
nenn bekannt, wenn überdicss noch drei derselben, etwa fft k and >, oder auch drei 
lineare Beziehungen zwischen denselben gegeben sind. 

Die beiden Coordinatcn-Axcn seien OY und OX, die drei gegebenen gtraden Linien (6) 
AC, HC, AB nnd MN sei die gerade Linie (1), därcn Pol mr suchen. Wir wollen 
denselben als den Durchschnitt det^ beiden geraden Linien (5) constmiren* t)ie erste di^ 
Serbeiden geraden Linien geht, was die Form Ihrer Gleichnng zeigt, dnrch den Pond 

A, den Durchschnitt von AC ond AB; ebenso geht die zweite derselben durch den Panct 

B, den Durchschnitt von BC ond AB. Zur vollständigen Bestimntnng dieser beiden ge- 
raden Linien brauchen wir also ausserdem nur noch einen zweiten Punct jeder derselben 
za kennen. Um solche zwei Punctc zu erhalten, wollen wir beispielsweise, der obigen 
Bemerkung gemäss, voraussetzen» es sei - 

^ s= X, S « y, /M « (>• (7) 

Alsdann erhalten wir für die Ordinate des Durchschnitisponctcs der ersten der beiden ge- 
raden Linien (5) mit der zweiten Coordinatcn-Axe: 

r--'^,''^OT.OY. (.) 

Den zweiten dieser Ausdrücke für y erhalten wir, indem wir in dem ersten Nenner 

nnd Zähler dnrch t ^ v dividiren nnd alsdann berücksichtigen, dass ( — - j e= OT, 

f^— - J =a OQ und T— Q ) = OM. Hiernach erhalten wir ohne Mühe den Punci Y 

nnd somit die erste der beiden geraden Linien (5), nemlich AY. Auf ähnliche Weise 
ist der Punct X, in welchem die zweite dieser beiden geraden Linien BX in die erste 
Axe einschneidet j durch folgende Gleichung gegeben: 

Endlich ist der gesuchte Pol der gegebenen geraden Linie MNdcr Punct P, der Durch- 
schnitt von AY und BX. 

Umgekehrt können ^wir leicht, wenn der Pol von MN,''der Pnhtt P gegeben ist, diese 
gerade Linie construircn. Die Puncte Y und X sind alsdann bekannt nnd wir erhalten 
ohne Mühe aus (8) ond (9) : 

OM « Y?.OT, ON « §.OS. (.0) 

Aus dem Vergleich der Gleichungen (8) und (g) mit den Gleichungeti (lO) ergibt sich die 
beiläufige Bemerkung, da&s der Pol der geraden L^nie Xa in den DoDchsconitt der bei- 
den geraden Linien AM nnd BN fallen würde. - * 

699. In dem Falle, dass die drei Gleichungen (7) bestehen^ können wir anch den 
Pol einer gegebenen geraden Linie nnd die Polare eines gegebeiien Punctes« in Bczie* 
Lnng auf die Gleichnng (2;, construiren, indem wir einen Kegelschnitt xu Hülfe neh« 
men, denjenigen nemlich, dessen Gleichung folgende ist : 

7y^+2«xy+Ax^+2?y+2/*x+ä « 0. (u) 
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Diejenige gerade Linie, deten Pol, in Bcziehong aaf diesen Kegcls^bnitt, 
der Pnnci (b» a) ist, bat folgende Gleicfanng: 

[i7b+#a+5]f+[^b+Xa+iti]x4-Bb+i«a+tf] a o, 
und diese Gleicbnng ist^ unter den gemachten Yoranssetzongen, mit der Gleichnog (9) 
identisch. Es ist also der Pol einer gegebenen geraden Linie, in Besiehnng anf 
diese Glcichpng, identisch dasselbe mit dem Pole derselben geraden Linie^ in 
Bezichnng auf den Kegelschnitt (ll), dar coruca directrix. Dasselbe gilt von 
der Polaren eines gegebenen Puncies. 

700. Darch die Voranssctzong^ dass die Gleichangen (7) Statt finden, werden die 
beiden Gleichangen (2) und (4) übereinstimmend, wenn wir y nnd x mit a und b vertau- 
schen, es ist (/, x) der Pol der durch (4) dargestellten geraden Linie, auch in Bezie- 
bong aof die GIcichang (2). Diese Gleichung ist in diesem Falle symmetrisch, in 

' Beziehang anf die beiden veränderlichen Grossen y nnd x nnd die bei- 
den Constanten b nnd a. Die beiden Sätze der 697. Nummer treten alsdann in ei- 
nen innigem Znsammenhang unter einander« 

Die Polaren aller Puncte einer gegebenen geraden Linie gehen alle durch ein und 
denselben festen Punct , durch den Pol derselben. Die gegebene gerade Linie ist die 
Polare dieses festen Punctes, es ist dieselbe der geometrische Ort /är die Pole aller 
geraden Linien, (Welche durch diesen Punct gehen. . 

In dem Folgenden wollen wir, wenn nicht ausdnicklich das Gegentheil bemerkt wer- 
den wird, durchgchcnds voraussetzen | dass die Gleichung (2), die aquatio directrix ^ in 
Beziehung auf y, x nnd b, a, symmetrisch sei. 

701. Diebeiden möglichst einfachen, in Beziehung auf y, z nnd b, a, symmetri- 
schen Gleichungen sind folgende: 

y±ax+b-o. 
by4-ax±r* =s o. ^ ' 

Jede derselben können wir an die Stelle der Gleichung (2) setzen. Was die erste dersel- 
ben betrifft, $0 können wir leicht den Pol Jer durch dieselbe dargestellten geraden Li- 
nie, den Punct (b, a), construircn, müssen aber, weil b und a nicht homogen sind, 
sam Behuf dieser Gonstruction , eine Linien -Länge als Einheit annehmen. Statt dessen 
können wir sogleich an die Stelle der ersten der beiden vorstehenden Gleichungen fol- 

fi:cndc setzen: . ^ 

• p(y-hb)±ax « o. (i3) 

Dieser Gleichung entspricht eine Parabel, deren Gleichung folgende ist: 

x'±2py = 0; 
denn in Beziehung auf diese Parabel ist (b, a) der Pol der durch (13) dargestellten gc* 
raden Linie. 

Die Constroclion des Poles (b, af), wenn wir die zweite der beiden Gleichungen bei 
(12) zu Grunde legen, ergibt sich ebe&Ms ohne alle Mühe. Es entspricht dieser Glei- 
cbapg, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordlnatcn, ein Kreis, dessen Gleichung 
folgende ist: 

y'+^' == "^^^^ 

nnd der mithin, je nachdem wir das obere oder nntere Zeichen nehmen, imaginär 
oder reell ist. Wir sehen zugleich leicht ein, dass wir auch^ Vermittelst des redien 
Kreises, den Pol, in Beziehung anf den imaginären Kreis, construiren können; Wir 
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brauchen zn diesem Ende bloss den Pol« in Besiehung auf den reellen Kreis« lo t<kQf 
stroiren nnd dann die Coordlnatcn desselben mit entgegengeseUtem Zeichen so &ebn|i9t 
Wenn wir statt der in Rede stehenden zweiten Gleicbong bei (12) foIgep4fi ^ligieincipem 
nehmen : 

so bt die cntiprechendo Carve ein reeller oder imaginSrer Kegelscbnitl, dessen filitttt 
pQnc^ in den Anfangspnnct der Coordinatei^ fällt Die Constrottioa des Poles (b, •] 
nach der 698. Nommer ist hier zwar nicht anwendbar { wenn lyrir ^ndess die drei Godfu 
cienten rj , k und a in der letzten Gleichung kennen $ ap kfionen wir unmittelbar die be^ 
den übrigen Constanten, b nnd a» constrpirenf wenn die b^zliglicho jcdesinalige geraib 
Linie gegeben ist. 

702. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir snr EniwicUnng des Pfindpes 4er Bi» 
ciprocilät üben 

^ Die Polare des DurcEschnlttspunctes zweier gegebener gerader Linien gebt dorcl & 
Pole dieser beiden geraden Linien* Der Pol einer geraden Linie^ die zwei gtgthtM 
Puncte verbindet, ist der Durchscbnittsponct der Polaren dieser beiden Paarte» 
Wenn also drei oder mehrere gerade Linien durch denselben Punct gehen, so liegts 
ihre Pole in gerader Linie; wenn, umgekehrt, drei oder mehrere Puncte in gerader Li- 
nie liegen, so gehen ihre Polaren durch denselben Punct« ^iM diesen Bemerknngeo, 
die unmittelbare Folgerungen aus den Sätzen der 700. Nummer sind, ist ersichtUch, wii 
jedem Salze, der sich lediglich auf den Durchschnitt top geraden Linien und auf Poi^ic, 
die in gerader Linie' liegen, ohne irgend eine Art von absointer Grossen «^BestiminDD^ 
bezieht, ein z^^eitcr Satz entspricht, den man sogleich erhält, wenn man si^h dit 
Pole und Polaren der Winkclponcte und Seiten derjenigen Figur, auf welche sieb der 
gegebene Satz bezieht, constrnirt denkt« Das Princip dieser Ucberlragung tritt als (okto 
noch nicht in folgendem Satze hervor, den H. BRIANCHON in GeRGONKE'S Annalea, k^ 
her als dieses Princip seine Entwicklung erhalten hatte, mittfaeilte; 

ff^enn ein belhbiger Kegelschnitt und in der Ebene desselben irgend ein Sechsfäi 
dessen drei gegenüberliegende Seiten •Paare sich in solchen drei Puncten schneiden^ <& 
In gerader Linie liegen , gegeben ist^ so gehen die drei Diagonalen desjenigen Sechh 
ecksj dessen Winkelpuncte die Pole der Seiten des gegebenen Sechsecks y in ß^dehung 
auf den gegebenen Kegelschnitt y sind, durch ein und denselben Punct. 

Der Uebcrgang von diesem Satze zi| jenem Principe ist aber nur ein Schritt. £iß 
einziges Beispiel wird die Anwendung desselben anschaulich maichcp. VVir wollev sa di^ 
scm Ende von dem Satze der 427. Nummer ausgehen; 

Wenn i^wel gerade Lituen und auf jeder dersell^en drei Puncte gegeben sind, so kSnm 
wir diese Puncte, paarweise genommen, durch n^un neue gerade Idnien perbindsn- 
J)iese neun geraden L,inien schneiden sich in achtzehn neuen Punctfn» Voh diesen ack- 
zehn Puncien liegen sechsmal drei in gerader JUnie» Vx>n Riesen sechs geraden l^nitn 
gehfn drei ujid drei durch denselben Punct., . 

Aus diesem Satze ergibt sich sogleich der nachstehende, so w^e, om^okehrl» diew 
niLs jenem : 

Wenn zwei Puncte und drei dMrch jeden derselben gehende gerade Unien g/tgpba 
^itfd,, so ^chncide^ sich die^e geraden Linien noch in neun neigen Puneten. Durch ^ 
ni^nl^nfif^ paarweise , genommen, lassen sich achtzehn neue gerade Linien leßa 
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Von diesen achtzehn geraden Linien gehen sechsmal drei durch denselben- Punct (74)- 
Von diesen sechs Puncten liegen drei und drei in gerader Linie. 

703« Zaweilcn liefert die Änwcndang^ des Principes der Reciprocität auf einen gege- 
benen Sau keinen ncaen Satz« Es kann der Satz» den wir nach demselben ans dem 
gegebenen herleiten, die blosse Umkehrnng dieses Satzes sein. Ein Beispiel hiervon ge- 
ben die folgenden beiden dnrch jenes Princip mit einander verbundenen Sätze: 

Wenn die drei Seiten eines Dreiecks den drei Seiten eines anderi} in solchen drei 
Puncten begegnen ^ die in gerader Linie liegen ^ so schneiden sich diejenigen geraden . 
Linien j welche die diesen Seiten gegenüberliegenden Winkelpuncte verbinden^ in dem- 
selben Puncto. 

Wenn diejenigen drei geraden Linien ^ welche die Winkelpuncte zweier gegebener 
Dreiecke t paarweise genommen, verbinden ^ in demselben Puncte sich schneiden^ so 
schneiden sich die diesen Winkelpnncten gegenüberliegenden Seiten in solchen dreiPunc- • 
ten^ die in gerader Linie liegen* 

704. Wenn irgend ein Poljgon gegeben ist, so können wir ein zweites Polygon 
coustrairen, dessen Winkelpancte die Pole der Seiten des gegebenen sind; zugleich sind 
I alsdann die Seiten des zweiten Polygons. die Polaren der Winkelpancte des gegebenen. 
Diese Bcziehangen finden Statt, nnabhängig von der Grosse nnd der Anzahl der Seiten 
der Polygonej sie gelten also aach dann noch, wenn an die Stelle derselben Curvcn 
Iretcn. Es liegen die Pole der Tangenten einer gegebenen Ctirve auf dem Utnfange ei- 
ner »weiten Curve, welche wir die Polar -Cnrve der gegebenen nennen wollen; die 
Polaren der Pnncte von jener sind Tangenten von diesen Die Beziehung solcher zwei 
Cnrveir zu einander ist eine darchaos gegenseitige, wenn die Häl(s - Gleichung {aquatio 
directrix)^ rücksichtlich auf y, x und b, a, symmetrisch ist. Im entgegengesetzten Falle 
kunnen wir die erste Corve auch noch als die Polar -Curve der zweiten betrachten; müs- 
sen silsdann aber die Form der HülCs* Gleichung ändern. 

Wenn die gegebene Cnrve von irgend einer m. Ordnung ist, so wird sie, im AUge- 
meinen, von einer gegebenen geraden Linie in m Puncten geschnitten; die m Polaren 
dieser Durchschnittspuncte, Tangenten der Polar -Cnrve, vereinigen sich alle in demsel- 
ben Pnncte, dem Pole jener geradeia Linie. Keine neue Tangente der Polar -Curve kann 
dnrch diesen Ponct gehen, denn sonst müsstc die gegebene gerade Linie die gegebene 
Carv6 auch noch in einem (m-t-l)- Puncte, dem Pole der neuen Tangente, schneiden. 
Da. vir diese gerade Linie immer so wählen können, dass ein beliebiger Punct ihr Pol 
istt AO folgtf dass an die Polar- Curve irgend einer gegebenen Curve m. Ordnung, von 
einem gegebenen Pnncte aus, sichj im Allgemeinen, m Tangenten legen lassen. Eine 
solche Curve nennt U. GergONNE eine Curve m. Classe, eine Benennung, die ich 
jo der ersten Abtheilnng des vorliegenden Bandes aufgenommen habe, wobei ich indess 
die Definition einer solchen Cnrve an den Grad ihrer Gleichung zwischen den neuen Li- 
nieo^Coordinaten kntlpfe. 

Hie Polar *Curpe einer gegebenen Cun^e irgend einer m. Ordnung ist pon der m. 
Classe und, umgekehrt ^ die Polar »Curpe einer gegebenen Curve irgend einer m. Classe 
isi i^n der m. Ordnung. 

TOB^ Ea sei durch die Glcichnng : 

; * F(y, x) - o, (.) 

izgiBnd einet algebraische oder transcendente, Cnrve gegeben: wir vollen die Polar- 
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Curtro derselben bestimmen, indem wir 4ie iJlgemeuute^ plcbl ijnnuneU'iscbe, j^Ui* 
Gleipbong des ersten Grades s 

hb+^+5]y-IJxb+Aa+/ii]x+[>b+pa-Hr] «> o, (t) 

KU Grande legen. Und zwar wollen wir erstens die Polar« Carve darcb ^bi» Gkkliniq; 
awiscbcn Linien- Coordinaten ansdrUcken* 

Wenn (y'» x') irgend einen Ponct der gegebenen Corre beaeicbnet, so «telll ^e Iet2^ 
Gleichung» wenn wir in derselben y and x statt f nnd x scbrciben, and dann h anda 
als vcränderlicb , als y and z, betrachten^ die Polare jenes Punctes (y\ x')> eine T;in« 
gcnte der Polar-Curve, dan Dieser Gleichung können wir alsdann folgende Fprm geben: 

[jyy +xx'+v]y+[^'+U'+(>]x+By 4-Mx'+a] — O, 
vnd indem wir die bezHglicbe gerade Linie darcb (^, ▼, o) bexeicbnen, ergibt sich (ifiSi): 

5y'+fix'4-a ** w* ^y'+Aix'-Hr ** w* 

Hieraus erhält man: 

y *" . (Xj7-x^)w+(x§-.//i7)v+(^^— r§>* 

((>3y-y^)w-f(yS— (Tj;)v4'(a^— p|)n » 

and wenn wir diese Werthe von y und ^' in die Glcii^iang der gegebenen Gorve fSr^ 
und X sabstitairen , so kommt: 

p( (px— yX)w+(yAt~qx)v+((rX— gA^ )a (g7^y»)w+(yS— (riy)y-f (fr»->(>§)a ) ^ ^ 
* ) C^iy-x^)w+(x5-A<'7)v+(iu^— ^ga ' '^(X^^xi^)w+(xS— ^J7)v+(^cd-.Xöa i ^ 
Diese Glcichang stellt > wenn wir w^ y und u als veränderlich betrachten, die sa Jbestbi- 
mende Polar -Carve dan 

706. Wir wollen zweitens dieselbe Polar* Gurre durch Ponct* Coordinaten be- 
stimmen. Wenn wir b und a als Coordinaten und yeränderlich betrachten und der Ponct 
(y^ x) die gegebene Carve beschreibt, so stellt die Gleichung (2) nach einander alle mög- 
lichen Tangenten der Polar-Curve dar. Um den Berübrungspunct auf einer solchen 
Tangente zu erhalten, brauchen wir bloss den Durchschnitt dieser Tangente mit \eincr 
zweiten, nnmittelbar auf dieselbe folgenden, zu suchen, und za diesem- Ende die Coor- 
dinaten -Werthe b and a aus der Gleichung (2) und ihrer Dißerential - Gleiphnng, in B»- 
zichoQg auf y und z : 

(^b+da+|)dy+(xbH-;A+iu)dx « o, (3) 

zu ziehen, wobei wir. den Werth von J^ ans der Gleichung (l) herleiten mttsaen. Denn 

die Gleichung jener zweiten Tangente ergibt sich aus (p), wenn wir in dieser Gleichnng 
(y-hdy) und (x4-dx) statt y und x schreiben, und diese Gleichung können wir, i^um Bä- 
huf der Bestimmung von b nnd a, vermittelst der ''Gleichung (2), rcduciren nnjd erhalten 
«Isdann die vorstehende Gleichung (3). Diese Gleichung stellt mithin , wenn wir b nnd 
a ab veränderlich betrachten, eine solche gerade Linie dar, die durch den Bcrühfangs- 
punct auf der in Rede stehenden ersten Tangente (2) gebt. Der durch die beiden Glci' 
chongcn (2) und (3) bestimmte Punct (b, a) ist* ein Punct der Polar- Curve^ wenn wir 
diese beiden Gleichungen auf irgend eine Weise za einer neuen Gleichbng mit ^inandet 
verbinden, so stellt diese Gleichung einen neuen Ort, der durch den Punct (b, a) gehl, 
dar, nnd dieser' Ort ist jene Polar-Curve, wenn die resnltirende Gleichung dicjen^e ist, 
welche man erhält, wenn man aus den heiden Gleichungen (2) und (3), vermittelst der 



der Reciprocitat 265 

Öleichaog (i}, j tiaS x elimininfin. ' Es sei die abf di^se Weise sieb ergebende Glcicbang 

folgende: 

q>{h, a) = o. - (♦) 

Oorck die drei Gleidrangen (l), (2) nnd (d) sind die viev Grössen y, x^ b nnd. a 
roUlconuncn bcsUmmt, wenn eine derselben gegeben ist: wir können jene als Fnnctfonen 
▼on dieser änseben, DifFercntiiren wir demnach die Gleicbnng (2) voUsts^ndig in Bezie- 
hung aaf y, x, b nnd a, so erhalten wir, wenn wir vermittelst der Gleichung (3) reda- 

ciren, folgende Gleichung: 

(j;y+xx+y)db+(dy+Ax+^)da « o, (s) 

wobei wir den Wertb des Differential ^Quotienten -p aus der Gleichung (4) nehmen 

können. Wir können aber auch die letzte Gleichung, als durch blosse Differentiation 
der Gleichung (2) , in Beziehung auf b nnd a » wobei y und x als constant zu betrachten 
sind, entstanden» ansehen; so dass^ wenn wir y und x mit b und a vertauschen, die 
Gleichung (5) in dieselbe Beziehung zur Gleichung (2) tritt, in der früher die Gleichung 
(8) stand. Wenn wir zwischen den drei Gleichungen (4), (2) und (5) die Grössen b und 
a eliminiren, so kommen wir nothwendig zur Gleichung (l) zurück. 

Wir 'finden hiernach durch eine einfache analytische Betrachtung die frühere Bemer- 
kung bestätigt, dass auch die gegebene Curve (1) gegenseitig die Polar -Cnrvc ihrer eige- 
nen Polar -Curve ist, nur dass hierbei die Hülfs - Gleichung {aguatio directrix) jedesmal 
ihre Form ändert, wenn dieselbe, in Beziehung auf y^ x und b, a, nicht symmetrisch 
Ist, denn bei der Rückkehr der zweiten Curve zur ersten treten b und a an die Stelle 
von y und x. 

707. Wir können die in der vorigen Nummer angezeigten Eliminationen nur dann 
ausfiifaren, wenn die Gleichung der Curve (1) wirklich gegeben und picht darch ein blos- 
ses Functions -Zeichen dargestellt ist Es ist diess aber nicht nothwendig, wenn wir statt 
de^ Gleichung (4) bloss die Differential - Gleichung derselben verlangen, und in diesem 
Falle braucht die gegebene Cnrvc ebenfalls nur durch ihre Differential - Gleichung gegeben 
zu sein. Diese Gleichung sei folgende: 

Wir erhalten zuvörderst ans der Gleichung (3)9 

dy _ xb+Aa-h/i 

ax"* ^5+5a+i* 

und dann femer aus der Zusammenstellung der beiden Gleichungen (2) und (5); 

(^— yX)(adb— bda)'f(gx— ^iM)db+(orX— '(>^)da 
7 *" (Xi7-^x*)(adb--bda)+0£j7— x5)db+(/i^-Ag)da* 
(^^»^)(adb-^bda)H-((ny-r-yS)dbf(a»-(>$)da 
* " (Xi7^x*)(adb-bda)+OiJ7-x5)db+(/4*— A^da' 
Wenn wir die vorstehenden Werthe von -J-y y und x in die gegebene Differential - Glei-» 

chung (6) substit9iren , so gelangen wir nnmittelb?^ ^^ gesuchtea Pifferential - Gleichung 
der Polar • Curve. *) 

— ■ ■ ■ ■ I K 

*) Au die leuten Nummern des Textes knüpfen sich ttin analTtisobe Betraehtongeo so. Indem 
ich itdch hier '4|iif einige blosse Andeutongea besdnänke, ist meine Abslpht', denselbeii <Ge- 
• gcnslvid'aii^t&m^aAaepa Orte wieder aaCrancbmea. > 

II. 94 
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708. Wenn eine gegebene CnTve einen vielfachen Ponct, da$ heissi, emeo sol- 
chen Panct hat, in welchem mehrere Zweige derselben sich schneiden, so entspricht die- 
sem Pancte in der Polar-. Cnrve eine gerade Linie, welche-eine gleiche An- 
sah! von Zweigen dieser Corvc berührt. Wenn jene Zweige^ die dorch den- 

Wenn irgend eine, auf eine beliebige Corre sich besiebende, Differeatiftl • Gleicbong 
gegeben ist, so können wir die DifierentiaUGleicbang der Polar -Corve, indem wir eine 
SeUebige lineare cequaäo directrix zu Grunde legen, nnmittelbar binscbreiben (707). Wenn 
wir alsdann das Integral einer dieser beiden Diflforential - Gleichungen kennen, so erhalten 
wir das Integral der andern dorch blosse Elimination (706)« Wenn zum Beispiel die Glci- 
chiing (1) das bekannte Integral der Gleichung (6) ist, so erhalten wir die Gleichung (4), 

die durch Elimination von j-» 7 nnd x zwischen den Gleichungen (1), (2) vnd (3) sich 

ergibt, als Integral der am Ende der 7o7« Kammer beteicbneten , der Raum*£rspamisf 
wegen , nicht hingeschriebenen Differential - Gleichung. Ich will hierbei anf einen Fall be- 
sonders aufmerksam machen. Wenn die letztgenannte Gleichung anf folgende sich redudrt: 
J((wc-yX)(adb-bda)4-((ng-yA*)db-KgA-g itt)da (f>y-i^)(adb-bdaH(<»7-yS)dl)+(g^'gS)da] 

Vi7-x^)tsdb.bda)+CMj;.xg)db-K/i^-XS)ba' (Xj;.x^)(adb.bdaH-OiJj-«S)db+(^^.ADda* " ^' 
in der alsdann die neun Coeffidenten ((»x— yX), u. s. w« als beiiebure von einander unab- 
hängige Coefficienten anzusehen sind, so erhält man (är die Polar* Cnrre derjenigen Curre, 
anf welche diese Gleichung sich bezieht: 

((j$ x) = o: 
eine Gleichung zwischen endlichen Grössen. Wenn man zwischen dieser Glelchnng und dea 

Gleichnngen (2) und (ß) ^ $ J ^nd x eliminirt, so erhält man eine Glelchnng, weicht 

die singulare Auflösung der voigelegten Differential - Gleichung ist. — 

Die Verallgemeinerung der vorstehenden Bemerkungen liegt nahe« Wenn wiedemm : 

F(y, X) « o (I) 

eine gegebene Gleichung ist, aber an die Stelle der Gleichnng (2) Irgend eine beliebige' 
Gleichung zwischen f, z, b nnd.a, als oequaiio directrixp tritt, die wir durch 

V^(7, X, b, a) = o, (II) 

und deren Difierential - Gleidinng , in Beziehung auf 7 und x , wir dordi 



'("i^. J, X, b, .) « o (III) 



darstellen wollen, so können wir zwischen den vorstehenden drei Gleichungen j nnd z eli- 

dy " 
ainiren , nachdem wir zuvor in die letzte derselben für -7- denjenigen Ausdruck sula titnirt 

haben, welchen die Differentiation der Gleichnng (I) gibt Das Resultat der Elimination tei : 

9{b, a) =^0. (IV) 

Wenn wir ferner die Gleichnng (II), in Beziehung auf b nnd a, differentiren, und die rc- 
snlttrende Gleichung durch 

darstellen, so erhalten wir aus C^l) nnd (V) j und z als Function von - , •» b nnd a: 

und hiemadi, wenn wir in (I) substituiren : 

Die Gleichung <IV) ist die singulare Auflösung der (gleichnng (VII). Der erste Thell 
dieser Gleichung ist Function zweier andern Functionen, die man erhält, wenn man aui 
irgend einer Gleichung (II) zwischen zweien yeränderlichen (kössen b nnd a und ihrer Dif- 
ferential • Gleichung (V) die Ausdriidie für zwei, in diesen Gleichnagen Torkommenden, Con- 
•tantcn sieht Die Gleicbnne (II) ist das gewöhnliche Integral dier Gleicbang (VII). j und 
z sind swei Constante, wdcnc sieb, nach der Gleichnng (1), anf eine, cinaige riedncirea. 
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selben Pnnet gehen, thcllweise eine gemeinscliaftlEclie Tangente haben i so fallen aiif die- 
•er, mehrere Zweige berührenden, geraden Lii^e theil weise die Berührtingspnnctc snsan^ 
mcn. Die in einem vieUachen Panctc sich schneidenden Zweige können paarweise imaj^«^ 
nar werden, ihr Darchschnitt bleibt alsdann reell und man erhält,' statt der beiden 
Zweige, einen blossen Panct Dieser Punct stellt sich als conjagirter isolirter Pnnct dar, 
wenn jener vielfache Punct ein blosser Doppelpnnct ist; die Spar desselben verliert sich, 
wenn noch ein dritter reeller Zweig der Corve durch denselben Punct geht. Auf gani 
analoge TV eise erhält man in der Polar -Figur, wenn mehrere Zweige, welche von der- 
selben geraden Linie berührt werden, paarweise imaginär sind, statt jedes Paares sei* 
eher imagiiiären Zweige, bloss jene gerade Linie, ihre gemeinschaftliche Tangente. Diese 
gemeinschaftliche Tangente erscheint als isolirte, der Polar - Curve conjugirt^ 
gerade Linie, wenn kein anderer Zweig dieselbe ausserdem noch berührt; wenn hingegi^ 
dieser Fall eintritt, so gehört zu der Polar- Curve eine ihrer Tangenten. 

Ans den vorstehenden Bemerkungen erhellet, wie es ganz natürlich ist, in die allge* 
meine Theorie der Cnrven neben dem Begriff des singnlären Punctes auch den Bc* 
griff der singnlären geraden Linie einzuführen. In denjenigen singulärcn Puncten» 
in welchen sich solche Curven • Zweige vereinigen, welche zum Theil in diesem Puncte 
eine gemeinschaftliche Tangente haben, ist diese Tangente eine singulare gerade Linie.* 
In der Gleichung einer Curve zwischen Punct- Cobrdinaten ist jede Spur der singulärei^ 
geraden Linien der Curve verschwunden, so wie in der Gleichung derselben Curve ivfU 
sehen Linien - Coordinaten die Spur der singnlären Puncte. 

709- Wenn wir die allgemeine, nicht symmetrische, Hülfs-Gleichnng: 
(J7b-^^a+g)y+(xb+Aa+/^)x+(J'b+()a+cr), 
zu Grunde legen , so erhalten wir (705) für die Polare desjenigen Punctes, welche der 
Durchschnitt der durch folgende beide Gleichungen: 

lyy+xx+v « o, ^y-hAx+^ = 0, (i) 

dargcstellfen geraden Linie ist, eine solche gerade Linie, die unendlich weit liegt, und 
deren Richtung eine ^ihbestimmte ist. Wenn dieser Punct auf einer gegebenen Curve 
liegt, so ist der Pol der Tangente der Curve in diesem Puncte der Berührungsponct auf 
jener unendlich weit entfernt liegenden geraden Linie, die eine Tangente der Polar« 



Da die Glelcbang (IV) das Resultat der Eiiminaüon der beiden als constant ^u betrachtenden 

und durch die Gleichung (I) mit einander verbundenen Grössen, j und x, zwischen den 
/^l.t.L ^„, _j „„V . . ^. . , , . . , , , .. ,«. • ^^^^^ 




Qigen v^urven nmouiit, weicne ourcti die lileicbung (11; (die giewöbnlicl] e Integral-Ulei- 
chung), wenn wir nach einander den Conslanten y und x alle möglichen Werlhe beilegen, 
dargestellt werden. 

Wenn wir aus den beiden Gleichungen (II) und (III) die Werth^ von b und a wehen 
und dann In die Gleichung (IV) substltuiren , so erhalten wir eine Differential - Gleichung 
sLwischen y und x; und diese Gleichung hat die Gleichung (11), in welcher alsdann h und ä 
swei durch die Gleichung (IV) mit einander verbundene Constanle bedeuten, «um gewöhn- 
lichen Inteml und die Gleichung (1) zur singulären Auflösung. 

Es hat Lekanntlich zuerst JLagkangb die vollständigste Theorie der hesojidcrn Anflö- 
gungen gegeben und das Vollständigste hierüber findet sich in seinen Z^p-o/j* siir le Calcul 
des Fonctiona. Die in dem Vorstehenden angedeutete allgemeine Theorie der singulären 
Auflösungen steht mit dem Princip der Rcclprocitäl in der genauesten Beziehung; dfess her- 
yorxqheben ist der Zweck dieser Anmerkung. 

34* 
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Canrc ist Es ist sogleick crsichtliclity dass dieser Beruhningspt^ct aoC der dorcli fol- 
gende Gteichang (706 (3)): 

in' der v' sich anf die Richtnng der Tangente der gegebenen Cnrye in dem {(C^benen 
Pancte beziebt, dafgestelllen geraden Linien anendlich weit liegt. £s entspricbt aJso der 
gegebenen Carve eine Polar-Cnnre, die zwei paraboliscbe Zweige bat, deren 
Dnrcbmesser der geraden Linie (2) parallel sind. Wenn die gegebene Carve einen viel- 
fachen Panct. hat, der mit dem'^^eben bezeichneten Panct zasammcnfällt» so hat die Polar- 
Corye mehrere Paare parabolischer Zweige, deren Darchmcsser leicht za bestimmende 
€Uchtongen haben. 

Za denselben Folgerangen gelangen wir aach dann, wenn wir, indem wir rein geo- 
metrisch zu Werke gehen , insbesondere irgend einen beliegen Kegelschnitt zor Hülfs- 
Canre. nehmen /nnd alsdann die gegebene Carve darch den Mittelponct dieses Kegel- 
schnittes geht *) , 

710. Eine gerade Linie, die durch den Darchschnitt der beiden geraden Linien (1) 
geht and deren Richtung durch y bestimmt ist, hat nach der vorigen Nummer zum Pole 
den auf der geraden Linie (2) unendlich weit entfernt liegenden Ponct. Wc^nn jene g^ 
rade Linie eine singulare gerade Linie einer gegebenen Carve ist, so ist dieser nnendlicli 
weit entfernt liegende Punct ein six^gulärer Punct der Polar »Carve. Wir sehen hicrau, 
dass es auch singulare Pancte in unendlicher Entfernung gibt: eine für das 
Gesetz der Continaitat in der Theorie der Curven wichtige Bemerkung, die zuerst H. 
PONCELET am eben angeführten Orte gemacht hat. Wir werden im folgenden Paragra- 
phen auf diese singulären Puncte noch zurückkommen. 

711. Wenn endlich mehrere Curven sich in dcf^m Durchscbnittspuncte der beiden ge- 
raden Linien (1) mpunctig osculiren, so haben die Polar- Curven in unendlicherEnt- 
fernung eine mpunctige parabolische Osculation. Wenn mehrere Corven 
auf irgend einer durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien (1) gehenden dritten 
geraden Linie sich mpunctig osculiren ,^ so haben die Polar- Curven die gerade Linie (3) 
zur gemeinschaftlichen Asymptote and auf dieser Asymptote in anendlicher 
Entfernung einen mpunctigen Contact. Wir sind schon im 7. Paragraphen der 
ersten Abtheilung dieses Bandes unmittelbar auf die Osculation parabolischer und hyper- 
bolischer Zweige geführt worden.'— 

712. Die Polaren i>on irgend vier gegebenen harmonischen Theilungspuhcten bilden 
iner Harmonicalen und folglich auch^ umgekehrt, die Pole c^on irgend vier gegebenen 
Harmonicalen iner harmonische Theilungspuncte. 

Wir können diesen Satz auf folgende Weise für den allgemeinsten Fall» dass die 
nicht symmetrische Gleichung (2) der 705. Nummer zu Grande gelegt wird, beweisen. 
Nach dieser Nummer erhalten wir 

Sy-fjux'+cr lrjt^fL±?--w'' K±B!!±1^^"' ^ll±!f£tZ^^'- 

wenn (y, x'), (y", x'), (y'", x") und (y"", x") die vier gegebenen harmonischen Thei- 
longspuncte und w\ w"^ w'" und w'"* Ordinaten ihrer Polaren bedeuten. (Wir tctzcDi 

*) FoNcsLST, Mdmoire aur la thäorie gtndraU de9 polaires reciproqnes yi in Cnsit^t 
Journal, IV. 182». 
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der .Kürze, halber^ die Ordinate n gleich £ins.) Die vorstehenden vier Gleicbangcn stcl- 
teo» wenn wir die verschieden accentairtcn y und x als veränderlich betrachten, vier ge- 
rade Linien dar, die darch die vier gegebenen Puncte gehen* Da diese geraden Linien 
überdiess in ein und demselben Pnnctc , dem Darchschnitte der beiden geraden fipicn : 

Sy'+^x-Hr =3 Y = o, i;y-f-xx-f-y = X = o, 

sich schneiden , so bilden sie ein System von vier Harmonicalcn. Hiernach erhalten wir, 
wenn wir zuvor ihren Gleichnngen folgende Form geben : 

X-w'Y « o, X-w"Y = o, . X^w" Y = o, X-w""Y = o, 
und durch (o und v zwei unbestimmte Cocflicicnten bezeichnen: 

«>(X-w:Y)+r(X^w"'Y) » X-w'T, . ca(X-wY)-a;(X-.w"Y) « X~.w'"Y, *) 

und hieraus folgt: 

cow'-Hnur'" *= w", cow' — vw'" « w"". 

Es sind also auch (41O) diejenigen Puncte, in welchen die vier eben bezeichneten Polaren 
in die zweite Coordinaten-Axe einschneiden, vier harmonische Theilnngspuncte, nnd mit- 
bin die Polaren selbst, da sie überdiess durch denselben Punct (697} gehen, vier Harmo* 
nicalen. 

♦ Als Beispiel von der Anwendung des Principcs der Reciprocität, rüctsichtlich des 
eben Bewiesenen, stelle ich folgende beide Sätze neben einander: 

Eine beliebige Diagonale irgend einer gegebenen vierseitigen Figur wird in den bei- 
den Ifinkelpuhcteny die sie verbindet ^ und in ihren Durchschnitten mit den beiden 
übrigen Diagonalen harmonisch getheilt (/., 50). 

Die beiden Diagonalen irgend eines gegebenen Vierecks bilden mit denjenigen bei- 
den geraden Linien ^ welche den Durchschnittspunct derselben mit den Durchschnitts- 
puncten der beiden Paare gegenüberliegender Seiten verbinden ^ vier Harmonicalen, 

713. Aus der vorigen Nummer nnd den Entwicklungen der Note zur 623. Nummer 
ergibt sich folgender Satz: 

Die Pole einer Involution von sechs geraden Linien bilden eine Involution von sechs 
Puncten und, umgekehrt ^ die Polaren einer Involution von sechs Puncten bilden eine 
Involution von sechs geraden Linien. 

Hiernach folgt zum Beispiel jeder der beiden nachstehenden Sätze aus dem andern. 

Solche sechs Tangenten , die man von irgend einem Puncte aus an irgend' drei Ke- 
gelschnitte legen kann^ welche dieselben vier [reellen oder imaginären) geraden Linien 
berühren y bilden eine Involution (623). 

Die sechs Durchschnittspuncte einer beliebigen Transversalen mit solchen drei Ke- 
gelschmtten y welche durch dieselben vier {reellen oder imaginären) Puncte gehen ^ bil- 
den eine Involution. **) 



*) Wenn nemlich die Beiden Gleichungen 

Z = o, • Z' = o 

irgend zwei gegebene gerade Linien darstellen und /t einen beliebigen CoeflGcienten bedeu- 
tet, so stellen fofgende Gleichnngen: 

Z+^tZ' ==0, Z -^Z' = o, 

solche zwei neae gerade Linien dar, welche mit den beiden gegebenen ein System von 

vier Harmonicalen bilden. Diese Beziehungen sind ebenen der 41o. Kummer ganz analog. 

**} Ich habe in dem Friihern gelegentlich mehrfache Eigenschaften einer Involution von sechs 
Puncten so wie einer Involution von sechs geraden Linien entwickelt« Bciläuflg^ fuge ich 
auch noch die folgenden Sätze hinzu: 
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Wenn nir iiisbcdondcre In dem letzten Salze an die Stelle zweier der dr«i Kegel- 
schniUc zwei Lioien - Systeme setzen, so erhalten wir einen Satz, den znerst DZSABGUES 
•rab *). Der allgemeine Satz gehurt H. StüRM **). — 

714'. Wir haben in allen bisherigen Entwickinngen auf die Werthe der ein iLbr alle 
Mal gcgebcjicn Constanten der Hülfs - Gleichung {cequaiio directrix) keine weitere Rlick- 
>iicht gcnonttnen. Wir können dieselben zam Theil gleich Nnll setzen und jene Glcichang, 
wie in den Beispielen der 701. Nnnimcr, mügllchst vereinfachen. An jede solche Glei- 
chung können wir das Princip der Ilcciprocität, so weit wir dasselbe bisher entwickelt 
haben, anknüpfen. F2s gewinnt dasselbe aber eine grosse Mannigfaltigkeit an neuen An- 
wendungen, wenn wir jenen nenn Coefficienten der Hülfs - Gleichung bestimmte Werlhe 
beilegen und gewisse zwischen denselben Statt findende Beziehungen annehmen, odet 
wenn wir, von der geometrischen Seile, irgend einen bestimmten Kegelschnitt znr Hülfs- 
(^nrvc nehmen. Wir befinden uns Licr auf einem ergiebigen Felde der Untersachnng; 
ein BHck aiit die wenigen Andeutungen, welche die folgenden Nummern enthalten, wird 
uns hiervon überzeugen. 

Wenn wir derjenigen Curve, deren Polare wir suchen, eine, in Beziehung anf die 
Coordtnaten- Axe, beliebige Lage geben, so können wir, unbeschadet der AUgemcinbdf, 
in den Untersuchungen über die Natur der Polar- Curve die Form der gegebenen HüUs- 
Gleichung dadurch vereinfachen^ dass wir die Lage und die Richtung der Coordinaten* 
Azcn gehörig bestimmen. Wenn die gegebene Hülfs - Gleichung bei beliebiger Axen-Aa- 



Die drei Seiten eines Dreiecks und ir^rend drei durch die TVintelpuncte desselben und 
ein und (denselben Funct gehende gerade Linie ^ oder ^ weis dasselbe heisst^ die SsUen ir- 
gend eines Vierecks ui^d die beiden Diagonalen desselben haben die Hichtung der sechs ge- 
raden Linien einer Involution» 
Und , umgekehrt : 

fFenn man aus dreien geraden Linien der drei Linien »Paare einer InfobiOon, m* 
dem man dieselben parallel mit sich selbst PerrOckt , ein Dreieck bildet^ so gehen die drei 
übrigen geraden Linien der Involution durch ein und denselben Punct, tvenn man üt, 
lyarallel mit sich selbst ^ so verscliiebt^ dass Jede derselben durch denjenigen JVintdpunti 
Jenes Dreiecks geht^ tvelchen solche su*ei gerade Linien bilden , mit welchem sie niciu su 
demselben JJnien * Paare der Involution gehört, 

. Der Beweis des vorstrbenden Satzes bietet sich sogleich dar. Wir können die drei Sei- 
teu des Dreiecks durch folf^ende (jieicfaunfi^en darstellen: 

(x —x )(y— j )— (jr — j Xx— X ) « o, 

XL —X )(y—y )— (j — j )(x— X ) « o, 

X —X )ör— y )— (y — y )(x'X ) = o, - 

und erhalten akdaun (vergl. die Note zur 623. Nummer), ludem wir die Coordinaten -Axcn 

gehörig bestimmen, für die drei durch die drei Wiakelpaocte des Dreiecks gehende gerade 

Liuiea folgende Gleichungen: 

(< -x;;)(r-y;')+(y;-y::)(x-x;') = o. 

(x-x')(y-y,H-(yj-y")(»-<,) = ö. 
(x"'-x')ö*-y")+(y"W)(x-x") « o.^ 

Die Summe der ersten Theile dieser drei Gleichuugen reducirt sich auf Null vad folglidi 
gehen die drei bezügllcheu geraden Linien durch ein und denselben Punct, 

Nach den vorstehenden Sätzen können wir auf die bequemste Weise, wenn fünf ge- 
rade Linien einer Involution gegeben sind, die 6e<;bste gerade Linie der Involution hestia- 
men, so wie der sechste Punct einer Involution sich am leichtesten durch Hiilfe des Tor- 
letzten Satzes in der Note zur 441. Nummer coastniireii l'ispU 

*) PoNCSLMTf Prep» pro/. ijS. 

*•) GxRGONNS, Ann. 71 XVIL p. 160, 



der Rcciprockät. 271 

nähme wiederum folgende ist : 

to bietet sich eine natürliche ^eremfachang dieser Gleichung dar, indem wir irgend zwei 

der drei durch die nachstehenden Gleichungen dargestellten geraden Linien: 

i7y-f»^-f»S =3 o, xy-f-?wx+a « 0, ly-HjxH-cr = o, (t) 

tu den neuen Coordinaten - Axen wählen (öQd). Nehmen wir insbesondere die erste die* 

ser drei geraden Linien zur ersten und die zweite derselben zur zweiten Coordinatcn-Axe, 

so erhalten wir statt der Gleichung (l) eine Gleichung von folgender Form : 

77by-}-lax-f-(i'b+(>a-|*<7) = 0, (3) ■ 

nnd in dem besondcrn Fall, dass die Gleichung (i) symmetrisch ist und demnach die Bc- 

dingungs - Gleichungen (7) der 698* Nummer bestehen y eine Gleichung von folgender 

Form : 

37by-f-Xax-f-{T t=a o. (♦) 

Geometrisch genommen entspricht dieser letzten Gleichung irgend eine (reelle oder ima* 

ginare) Curve zweiter Ordnung, deren Mittclpunct in den Anfangspunct der Coordlna* 

tea fällt. 

Die eben angezeigte Coordinatcn-^ Verwandlung kann nicht Statt finden, wenn die 

beiden ersten der drei geraden Linien (2) parallel sind. Nehmen wir, um diese Ausnahme 

zn beseitigen, statt der ersten dieser drei geraden Linien, die dritte derselben zur ersten 

Coordinaten-Axe» so crhaUen wir als Hiilfs - Gleichung eine Gleichung von folgender 

Form : 

(j7b-K^a+5)y+Aax+yb « o, (5) 

und für jenen Ansnahms-^Fall eine Gleichung von folgender Form: 

(^a-f.5)y4-Xax4-)4> « o. (ö) 

Wenn die Hiilfs- Gleichung eine symmetrische ist, so ist in der letzten Gleichung ^ = u 

and I « j*. Die entsprechende Hülfs- Curve ist alsdann eine Parabel, welche von der 

ersten Axe im Anfangspunctc berührt wird nnd welche die zweite Axe zn einem ihrer 

Durchmesser hat« 

Da in der Gleichung (5) der Cocfiicient 'i offenbar nicht fehlen darf, so sehen wir, 
dass die nenn CoefGcienten der Iliilfs- Gleichung (l) nicht solche Wcrthe haben dürfen, 
wonach die drei geraden Linien (3) durch denselben Ponct gehen würden. Auch düffen^ 
was hieraus folgt, nicht irgend zwei dieser drei geraden Linien zusammenfallen. Diesen 
beiden Fällen entspricht, wo wir eine Curve zweiter Ordnung als Hülfs- Curve nehmen 
können, dass diese Curve nicht in ein System von zwei geraden Linien übergehen kaniu 

715. Wir wollen die Polar - Curve irgend eines beliebigen durch die allgen^einc Glei- 

chang: 

ay--+.2bxy+€x'-(-2dy-f-2ex-f-f « 0, («) ' 

dargestellten Kegelschnittes bestimmen, indem wir 

j^Äy-f-Xflx+d c= o (9) 

zur Hülfs -Gleichung nehmen/ .Aisdan.; ergibt sich nach der 705. Nummer:" 

er w or w \ / . 

wenn wir durch (w, v, u) die Coordinaten der Polaren irgend eines Pnnctes (f, \) be- 
«dicbncn. Für die gesuchte Polar - Curve erhallen wir hiernach , indem i^r ans den bei* 
den letzten Gleichungen die X^erthe von y und x nehmen nnd statt diesei* Grössen in die 
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Glcichong (l) snbstitaircn, folgende Gleichung: 

aXVa^-f-2b37X(j*Dv+cj;'ör^v^-+-2dj7X«(niw4-2cJ7'A(nrw-f.(^UV == o, (4) 

die wir, der Kiirze halber, auf folgende Weise schreiben wollen: 

Fa'-+.2Env+Cv«-+-2Daw4-2Bvw+Aw« « o. (s) 

Man erhäh: 

(CF-E^) « ^^AV(ac-b^); 

CS sind also die beiden Aasdrücke (CF— E*) und (ac— b^) entweder beide positiv, oder 
beide negativ oder beide gleich Nall. Je nachdem also der Anfangspunct der Goordina- 
tcn ausserhalb einer der beiden Polar- Curven {courbes polaires reciproques) (1) nnd (5), 
oder innerhalb derselben oder auf dem Umfange derselben liegt (488), ist die andere eine 
Hyperbel, Ellipse oder Parabel. 

Wir wollen ferner noch die hesondem Bestimmungen machen » dass 

ri ^ X ^ X^ a ^ — R% 

wonach sich die Gleichungen (2) nnd (4) in folgende verwandeln : 

by+ax « R% ' (e) 

aR*Q'-f-2bR*av-f.cR*v^-+-2dR2aw-H2eR*vw-f.fw» « o, (7) 
Wenn a :=s. c nnd b » o, so ist, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinateo, 
die gegebene Curve ein Kreis und die Polar- Curve Rieses Kreises ein Kegelschnitt, wel- 
cher den Anfangspunct der Coordinatcn zu einem seiner Brennpnncte hat; denn die 
Gleichung (7) geht alsdann in folgende über, wenn wir zugleich, der Kürze halber, 
a =s c ea i und w SS 1 setzen : 

R\uM-v*)+2R2(dn+ev)+f « o. 
Die Coordinaten des Miltelpunctes des gegebenen Kreises sind y. *■ — d, x «» — c nnd 
also die Coordinaten der Polaren dieses MIttelpunctes (3): 

d c 

Diese Polare ist also (56o) die Directrix der Polar -Curve nnd zwar diejenige, welche za 
jenem ihrer Brennpnncte gebort, der in den Anfangspunct der Coordinaten fallt. Ob 
diese Curve eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel ist, bestimmt sich wie in dem allgcmei- 
nern Falle« 

Die vorstehenden Resultate hat zuerst H. PONGELET in der oben angeführten Ab- 
haildlung mitgetheilt. Viele einzelne Folgerungen daraus, die sich ohne Mühe noch sehr 
vervielfältigen Hessen, finden sich in zweien Abhandlungen des i8« Bandes der zn Mont" 
pelUer erscheinende^ Annalen. *) 

Das Qnadrat des Radius des gegebenen Kreises ist (d^+e^-f), das Quadrat der halben 

Brennpnncts- Ordinate, das helsst des halben Parameters (56l), ist gleich K^ X 

Hiemach ergibt sich: 

rp « RS W 

wenn wir defi Radius des gegebenen Kreises r und den halben Parameter der Polar-Ckim 
p nennen. R bedeutet den Radius desjenigen Kreises, der» wenn wir die Pole geome- 
trisch . constrniren, an die Stelle der Hülfs- Gleichung (6) tritt (701), Kreisen von gleichen 
Radien entsprechen also Polar - Cürven mit gleichen Parametern. 

*) PoNCMtBTj Mdmoire etc. Nro. 4 45. — Sobzzlisr ^ Demonstration de diuere thiaremfß 
de gjhmitrie: Gerg. Ann. XFIJI. Jantder, 4828, — CbaslsSx TMoremee ^ftr iea eep' 
tione ooniquee eonjocaleei Gerg^ Ann* XVIUyMßts i8s9. — 
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716« Das Princip der Reciprocität fährt zp. einer neaen Constrnctioti der allgemeinen Flg. ifis 
Angabe der Tactioneni ^ie ich hier als eip Beispiel toh der Anwendung dieses Prmci- / 

pe$, in Beziehnng auf die Entwicklangen der vorlgeii Nammery gebe. 

£in€n Kreis zu beschreiben^ welcher drei gegebene Kreise berührt 

Der IVlittelpnnct eines Kreises von gegebenem Radins x, der von zwei gegebenen 
Kreisen, deren Radien R nnd R' sind, aosserhalb oder von beiden innerhalb berührt 
wird, ist 9 wenn wir seine Abstände ron den Mittelpnncten der beiden gegebenen Kreise 
r and r nennen, dadurch bestimmt» dass 

r+R » r'+R' « x, 
ond hieraas folgt: 

r-r =. ±(R.-R). (,) 

0er Ort' für die Mittelpancte aller Kreise, welche von zwei gegebenen Kreisen gleichartig 
berührt werden, fst also eine Hyperbel, welche die Mittelpancte der beiden gegebenen 
Kreise za ihren Brekmpancten hat. Der eine Zweig dieser Hyperbel, welchem das obere 
Zeichen in der letzten Glcichaii|^ entspricht, bezieht sich- anf solche Kreise , welche die 
beiden gegebenen Kreise nicht omschliessen, der andere Zweig anf solche Kreise, wel- 
che die beiden gegebenen nmschliessen. 

Die Mittelpancte, K nnd K', derjenigen beiden Kreise, wdche die drei gegebenen 
Kreise, C, C und C% gleichartig- berühren, sind also zwei gemeinschaftliche Darch- 
schnittsponcte dreier Hyperbeln , welche die Mittelpancte der drei gegebenen Kreise, 
paarweise genommen, za ihren Brennpancten haben. Wir können also ^ic Mittelpancte 
jener beiden Bertthrangs- Kreise als die Dorchschnittspancte zweier Hyperbeln constrairen, 
deren gemeinschaftlicher Brennpanct der Mittelpanct eines der drei gegebenen Kreise, 
etwa der Mittelpanct des Kreises C ist' Wenn wir irgend einen Kreis, der mit dem 
Kreise C concentrisch ist, zor Hülfs-Carve {curva directrur) nehmen, so sind die Po- 
lar «Carven dieser beiden Hyperbeln zwei Kreise und die Pole zweier gemeiaschaftlichcn 
Tangenten dieser Kreise sind die gesochten Mittelptincte« Wir wellen den Kreis C 
selbst zar Hiilfs - Conre nehmen. Die Mittelpancte der beiden Polar- Kreise liegen auf 
den beiden Central -Linien CC und CG". Ferner geht der erste dieser beiden Kreise, 
y\ durch diejenigen beiden Puncte der geraden Linie CC, welche die zageordncten Pole 
der Mitten zwischen den beiden innern und den beiden äussern Rändern der beiden er- 
sten Kreise C nnd C smd. Denn die in diesen Mitten auf der Central - Linie CC errich- 
teten Perpendikel berühren offenbar in diesen Mitten jene Hyperbel, deren Polar -Carve 
der Kreis / ist. Gerade aof dieselbe Weise, indem ms bloss den dritten gegebenen 
Kreis .C" an die Stelle des zweiten setzen, bestimmt sich der andere Polar* Kreis y*. 
Aber welche zwei der vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Polar -Kreise sind 
die Polaren der gesuchten Mittelpancte? Offenbar die beiden äussern, wenn, wie in 
dem Falle der 40. Figar, der I|[reis C der grosseste, oder aach, wenn ei" der kleinste 
der drei gegebenen Kreise ist. Denn jeder jener beiden Mittelpuncte ist in diesem Falle 
nothwendig der Dnrchschnitt solcher zwei Zweige der beiden Hyperbeln , welche beide 
den gemeinschaftlichen Brennpanct enthalten oder beide denselben nicht enthalten, tlin 
solcher Durchschnittspunct liegt, in Beziehung auf den Mittelpunct des Kreises C, auf 
denselben Seiten der zu diesem gemeinschaftlichen Brennpuncte der beiden Hyperbeln ge« 
hörigen Directricen^ es Hegt also auch die Polare desselben auf derselben Seite der bei« 
den Pole dieser Directricen, d^s beisst der Mittelpuncte der beiden Polar-E^cise / ^nd f. 

iL 35 
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Anf ganz analoge Weise können wir aach die Miitelponcle der obrigen sechs Bcrtii- 
mngs- Kreise bestimmen und gelangen zu folgender allgemeinen Constmction der an die 
Spitze dieser Nammer gestellten Aufgabe: 

»Es seien C, C und C die drei gegebenen Kreise nnd C der grosseste derselben. 
^Man Sache zu den Mitten, einerseits zwischen den beiden innem nnd den beiden anssem 
Rändern 9 und andrerseits zwischen jedem innem nnd äussern Rande der beiden Kreise 
^C und Cy den zugeordneten Pol^ in Beziehung auf den Kreis C nnd beschreibe über 
^den Abständen dieser beiden Paare von Polen als Oarchmesser zwei nene Kreise / und 
y^y^. Man constroire, indem man bloss den dritten. gegebenen Kreis C" an die Stelle des 
^zweiten, C, setzt, die beiden analogen Kreise y" und y^. Die Pole der acht anssem 
^gemeinschaftlichen Tangenten der vier Kreis -Paare / nnd y", / und y^,, y^ und y", y 
«und y^^y in Beziehung auf den Kreis C, sind die Mittelpunctc derjenigen acht Kreise^ 
«welche, im Allgemeinen, die drei gegebenen, C, C und C", berühren.'' 

Die acht eben bezeichneten gemeinschaftlichen Tangenten schneiden sich, paarweise 
genommen , in solchen vier Puncten, die in gerader Linie liegen, der Polaren des Cbor- 
dal-Punctes der drei gegebenen Kreise, in Beziehung auf den Kgreis C,.weii die Mittel- 
pancte der Berührungs- Kreise, paarweise genommen, auf solchen' vier geraden Linien 
liegen, die sich in jenem Chordal - Puncte schneiden (l5d)* 

Einer der beiden durch (9) dargestellten Hyperbel - Zweige geht durch die beiden 
Durchschnitte der Kreise C und C; der Kreis / berührt also die beiden Tangenten des 
Kreises C in diesen Durchschnittspuncten. Ein Gleiches thut der Kreis y,. Es haben 
also die drei Kreise C, y und y, und ebenso die drei Kreise C, y" nnd y,; zwei gemein- 
schaftliche Tangenten. Diese Tangenten sind reell oder imaginär, je nachdem die Kreise 
G nnd C, und die Kreise C und C" sich schneiden oder nicht. 

Als besondem Fall der allgemeinen Aufgabe will ich beispielsweise bloss den folgen- 
den hervorheben: 

Einen Kreis zu beschreiben ^ der zwei gegebene gerade Linien berührt und über- 
diess durch einen gegebenen Punct gehL 

Die Mittelpuncte derjenigen vier Kreise, welche den Bedingungen dieser Angabe 
Genüge leisten, können wir als die Durchschnittspuncte einer Parabel und derjenigoi 
beiden geraden Linien, welche die von den gegebenen geraden Linien gebildeten Scheitelwin- 
kel halbiren, ansehen. Diese Parabel hat den gegebenen Punct zu ihrem Brennpnncte und 
eine (beliebige) der beiden gegebenen geraden Linien zu ihrer Directrix; ihr halber^ Para- 
meter ist gleich dem Abstände jenes Pnnctes von dieser geraden Linie. Wenn wir den 
mit diesem halben Parameter aus dem gegebenen Puncte als Mittelpuncte beschriebenen 
Kreis zur Hülfs-Cnrve nehmen, so ist der Radius des Polar -Kreises der eben bezeich- 
neten Parabel ebenfalls dem halben Parameter gleich (8) und geht tiberdiess durch den 
gegebenen Punct. Hiemach ergibt sich folgende Construction der vorstehenden Angabe: 

,,Man f ille von dem gegebenen Puncte ans ein Perpendikel aui eine beliebige der 
^beiden gegebenen geraden Linien und beschreibe aus dem gegebenen Puncte and den 
„Fnsspuncte dieses Perpendikels, als.Mittelpuncten, und mit dem Perpendikel, als IIa- 
«dius, zwei Kreise. Man halbire ferner die von den beiden gegebenen geraden Linicii 
^»gebildeten Scheitelwinkel durch zwei gerade Linien und lege dann von den Polen dieser 
,»beiden Halbirungs- Linien > in Beziehung auf den ersten jener beiden Kreise, zwei Tan- 
,»genten -Paare an den zweiten derselben. Die Pole dieser Tangenten, in fieziefanng auf 
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«dcu erstem Kreis, sind die Mittelpnncte derjenigen Tier Kreise, welchci im AUgemeinent , 
ttden Bedingungen der Anfgabe. Gentige leisten.^ — 

71 !• Wenn wir wieder, wie am Ende der 7J5, Nummer, einen Kreis lor Hülfs- 
Corve nehmen, so ergibt sich (3): 

2 « ?. 
X v' 

Die Polare (v, u) irgend eines beliebigen Poncles (y, x) steht also auf derjenigen geraden 
Linie senkrecht, welche diesen Ponct mit dem Anfangspanctc der Coordinaten verbindet« 
Es folgt hieraus, dass derjenige Winkel, nntcr welchem zwei gegebene Pancte vom An? 
faagsponcte aas gesehen werden, denjenigen Winkel, welchen die Polaren dieser beiden 
Pancte mit einander bilden, za zwei Rechten ergänzt. Hiernach klSnn^n wir, mit Hälfe 
des Principes der Reciprocitat, aas jedem Satze, der sich auf den Vergleich von Win- 
kel bezieht, einen zweiten Satz herleiten. (Yergl. die oben a.ngeführte Abhandlung des 
H. PONGELET Nro. 108.) Ein Beispiel hierzu liefert die Nebeneinanderstellang folgender 
beiden Sätze: 

Wenn man die Winkel eines gegebenen Dreiecks und ihre Nebenwinkel durch sechs 
gerade Linien halbirt^ so gehen von diesen geraden Urnen viermal drei durch densel- 
ben Punct. 

Wenn man von irgend einem gegebenen Pancte nach den drei Winkelpuncten eines 
gegebenen Dreiecks drei gerade Linien zieht , Und die Scheilehvinkel y welche von je 
zwei dieser JJnien gebildet werden , durch zwei neue gerade Linien halbirt , so schnei- 
den solche drei Linien -Paare die bezüglichen Seiten des Dreiecks in solchen dreimal 
zwei Punct en^ von welchen viermal drei in gerader Linie liegen. 

Die vier Durchschnittspunctc, die man nach dem ersten dieser beiden Sätze erhältt 
sind die Mittelpnncte solcher Kreise, welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks be- 
rühren« Die vier geraden Linien, die man nach dem zweiten dieser Sätze erhält, sind 
mithin die Directricen solcher Kegelschnitte,* welche durch die drei Winkelpuncte des 
gegebenen Dreiecks gehen und den gegebenen Punct zum Brennpnncte haben« (Es ist 
diess mit der Constrnction der 577. Nummer in Ucbereinstimmnng). Ueberhaupt cnt» 
spricht jedem Satze über Winkel -Beziehungen beim Kreise ein zweiter Satz, der sich 
auf Winkel am Brennpuncte irgend eines beliebigen Kegelschnittes bezieht* Die folgen- 
den Sätze enlbalten ein einfaches Beispiel: 

Peripherie^ Winkel ^ welche in demselben Kreise auf demselben Bogen stehen ^ sind 
einander gleich j und halb so gross ^ als ein Winkel am Centrum y der auf gleichem 
Bogen steht. 

Das von zweien festen Tangenten eines beliebigen Kegelschnittes interceptirte Stuck 
irgend einer dritten beweglichen Tangeiäe wird, vom Brennpuncte aus, unter constan0' 
fem Winkel gesehen *), und dieser Winkel ist halb so gross, als derjenige, unter weU 
chem das von denselben Tangenten interceptirte Stück der Directrix, vom Brennpuncte 
aus, gesehen wird. 

718. In der I^otar - Corve treten an die Stelle der beiden Brennpnncte eines gegebe- 
nen Kegf^fscbnittes zwei gerade Linien. Vermittelst der Hillfs-Curve können wir alle 



*) PoHCSLMT, Ti'aitS des prop. proj. p. 464. 
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Eigenschafien von jen^n auf diese übertragen; Ist die Hülfs-Carre ein Kreis, so ßW* 
tragen sich alle Winkel -Bezichnngen aiunittelbar. 

Wenn der gegebene Kegelschnitt eine Hjperbcl oder eine Ellipse ist, so wird be- 
kanntlich derjenige Winkel, welcher von zwei, die beiden Brennpancte mit irgend ei- 
nem Pnncte des Umfanges verbindenden geraden Linien gebildet wird, oder der Neben- 
winkel desselben, von der Tangente in diesem Pnncte halbirt. Die Polaren der beiden 
Brennpnncte, in Beziehung aaf einen beliebigen Hülfs - Kreis , werden also von einer be- 
liebigen Tangente der Polar- Cnrvc in solchen zwei Poncten geschnitten, welche die Ei- 
genschaft haben, dass zwei gerade Linien, die vom Mittelpnncte des Hülfs - Kreises nach 
denselben gezogen werden, einen Winkel bilden, der entweder selbst oder dessen Ne- 
benwinkel von derjenigen geraden Linie, welche jenen Mittelpnnct mit dem Berühnmgs- 
pnncte anf der beliebigen Tangente verbindet, halbirt wird* Wenn eine gegebene Ellipse 
in einen Kreis übergeht, so vereinigen sich die beiden Brennpancte in dem Mittelpmicte, 
die Polaren derselben fallen also in die Dircctriz der Polar -Cnrve, deren ein Brennpnnct 
der Mittelpnnct des Hiilfs - Kreises ist, zusammen. Es bilden also diejenigen beiden ge- 
raden Linien, die den letztgenannten Brennpnnct mit dem Bertthmngsponcte aof einer 
beliebigen Tangente der PoLir- Cnrve und dem Dnrcbscbnitte derselben mit der Directiix 
verbinden, am Brennpnncte einen rechten Winkel. In dem allgemeinen Falle, dass die 
beiden in Rede . stehenden Polaren der Brennpnncte der gegebenen Cnrve nicht zasam- 
menfallen, ist ihr Dnrchschnii^spnnct der Pol der Hanpt-Axe dieser Cnrve, und es sie- 
ben diejenigen beiden geraden Linien, welche den Mittelpnnct des Hülfs^- Kreises mit je- 
nem Darchschnittspnncte und dem Beriihrungspnnctc auf jeder der beiden durch densel- 
ben gehenden Tangenten der Polar* Cnrve verbinden, auf einander scnkrecbt. Der Mit- 
telpnnct des Hiilfs - Kreises liegt also auf der Polaren des obigen Dnrcbscbnittspnnctes, 
in Beziehung auf die Polar- Cnrve. Wenn der Mittelpnnct des gegebenen Kegelschnittes 
mit dem Mitieipnncte des Hiilfs - Kreises zusammenfallt, so sind die beiden in Rede ste- 
henden Brennpnncts* Polaren parallel. Sic stehen auf der kleinern Axe oder der Qper- 
Axe der Polar -Curve senkrecht, je nachdem diese Cnrve eine Ellipse oder eine Hyper- 
bel ist-, nnd zwar, was sich ohne Mühe ergibt, in einer Entfernung vom Mittelpnncte, 
die gleich ist a/^:f, wenn man durch ä nnd ß die beiden halben Aren und durch f die 
Excentricitat der Polar- Cnrve bezeichnet • Für den Fall, dass diese Curve eine Ellipse 
ist, erhält man also die Durchschnitte der beiden in Rede stehenden geraden Linien, 
wenn man durch einen Scheitel der grossem Axe zwei gerade Linien legt, die denjenigen 
parallel sind, welche einen Brennpnnct mit den beiden Scheiteln der kleinern Axe verbin- 
den. Je nachdem der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse , Hyperbel oder Parabel istp 
liegt der Mittelpnnct des Hiilfs - Kreises innerhalb der Polar- Cnrve, ausserhalb derselben 
oder auf ihrem Umfange. In dem letzten Falle liegt ein Brennpnnct nach, der Richtung 
der Durchmesser der gegebenen Parabel unendlich weit; die Pola^re desselben ist die 
Tangente der Polar -Cnrve im. Anfangspmicte. Nur in diesem einzigen Falle ist eine der 
beiden. in Rede stehenden geraden Linien eine Tangente der Polar- Cnrve; in allen tibri* 
gen Fällen liegt jede derselben ganz ausserhalb dieser Curve. Wenn aUo der Mittelpnnct 
des Hülfs- Kreises auf dem Umfange der Polar -Cnrve liegt ^ so können wir, auch ohne 
«ns . des. Hiilfs - Kreises zn bedienen , da wir eine der beiden Brennpnncts - Polaren ken- 
aen, nach der oben erörterten allgemeinen Eigenschaft dieser Linien^ unmittelbar die 
zweite derselben constmiren. Wir können hierbei ancb nach folgenden Bemerkungen 
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Ytrfahrcn, Die Winkclpancte aller rechten Winkel, deren Schenkel die gegebene Para- 
bel berühren, liegen' auf der Direcirlx derselben. Nach dem Princip der Rcciprocität 
(717) gehen, also die Hypotennsen aller derjenigen rpchtwinkKgcn Dreiecke, welche der 
Polar -Cunre eingeschrieben sind, nnd deren rechte Winkel in dem gegebenen Ponct ih- 
res Umfanges liegen, darch einen festen Panct (357). Die Polare dieses festen Panctes, 
in Bezichang auf die Polar-Canre, ist die gesuchte gerade Linie, denn der Pol der Direc- 
trix, in Beziehung anf die gegebene Parabel, ist der Brennpunct dieser Parabel. Wenn der 
gegebene Kegelschnitt den Mittelpnnct des Hnlfs -Kreises za einem seiner Brennpuncte 
hat, so ist die Polar «.Carve ein Kreis nnd die eine der beiden in Rede stehenden Brenn- 
puncts- Polaren liegt onendlich weit. Die zweite dieser Polaren, deren geometrische Be- 
dealang in den folgenden Erörterungen noch deutlicher hervortritt , erhalten wir hiernach 
ohne Mühe; sie ist die Chordale (102) des Polar - Kreises nnd des Mittelpnnctes des 
Hülfs- Kreises. 

Wenn mehrere gegebene Kegelschnitte dieselben beiden reellen (nnd also auch (477) 
dieselben beiden imaginären) Brennpnncte haben, so sind diese Brennpuncte zwei zu- 
sammengehörige homologe Pnncte derselben. Ein zweites System homologer Puncte 
bilden die beiden imaginären Brennpnncte> welche anf der, allen gegebenen Kegelschnit- 
ten gemeinschaftlichen, zweiten Aze^ einer homologen geraden Linie derselben, liegen. 
Das dritte System homologer Puncte liegt nnendlich weit, nnd mithin auch die entspre- 
chende homologe gerade Linie (617). In der Polar -Figur erhalten wir, statt jedes Sy- 
stems homologer Puncte, ein Chordal- System der Polar -Curyen, statt jeder homologen 
geraden Linie einen Chordal • Punct. Die beiden reellen Brennpuncts • Polaren bilden 
das Chordal- System der Polar- Cnrven, die beiden imaginären Brennpuncts - Polaren 
schneiden sich in einem reellen Pnncte, der Polaren der allen gegebenen Kegelschnitten 
gemeinschaftlichen zweiten Axe, in einem Chordal -Puncte der Polar - Cnrvcn. Der zweite 
Chordal-Punct ist der Mittdpunct des Hülfs - Kreises. 

Wir wollen nun von irgend einer Polar -Cnrve, als ursprünglich gegeben, ausgehen 
und den Mittelpnnct de^ Hülfs -Kreises beliebig annehmen.. Alsdann erhalten wir für jene 
beiden geraden Linien, die der Gegenstand der Untersuchung in dieser Nummer sind, 
immer dieselben, welchen Radius der Hülfs -Kreis auch haben mag. Der Beweis hiervon 
ist in dem Vorstehenden schon einschliesslich enthalten; er ergibt sich indess auch leicht 
auf directe Weise. Es. stelle die Gleichung (l) der 7l5. Nummer die gegebene Polar- 
Cünre dar, der Mittclpunct des Hülfs -Kreises sei der Anfangspunct der Coordlnaten^ 
der Radius desselben gleich R. Alsdann sind die in Rede stehenden geraden Linien die 
Polaren der Brennpuncte der Cnrve (7). Für die Coordinatcn jedes dieser Brennpuncte 
erhalten wir (477) Ausdrucke von folgender Form: 

j « R^(p, X =s RV> 

wobei q> nnd xp solche Ausdrücke bedeuten, die von R unabhängig sind. Aus den Coor- 
dinaten- Werthen der Polaren eines solchen Punctes (3): 

n ^ q>, v « v> 

verschwindet R. 

Wenn wir also ans den bisherigen Entwicklungen die Haupt -Momente hervorbeben, 
so ergibt sich folgen4€r Satz: 

Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein Punct gegeben dnd^ so gibt es immer zipei 
reelle und ziipei imaginäre gerade Linien^ welche die Eigenschaft besitzen ^ dass jede 



178 Das Prineip 

beliebige Tangente des gegebenen Kegelschnittes^ dieselben in solchen t$^ei Puncten 
schneidet^ welche y wenn man sie mit dem gegebenen Puncte durch zwei gerade limea 
verbindet y einen Winkel im letztgenannten Puncte bilden^ der entweder selbst oder 
dessen Nebenwinkel von derjenigen geraden Linie ^ welche durch den Berährungspund 
(Ulf der beliebigen Tangente und den gegebenen Punct geht, halbirt wird. Es gibt un- 
endlich viele Kegelschnitte y welche zu demselben gegebenen Puncte und denselben bei- 
den Linien - Paaren in derselben Beziehung stehen. Es schneiden sich alle diese Kegd- 
schnitte in denselben vier imaginären Puncten; das reelle Linien -'Paar ist das Chor^ 
dal 'System derselben , ihre beiden Chordal^ Puncte sind der Durchschnittspunct der 
beiden imaginären geraden Linien des andern Paares und der gegebene Punct. 

719. Wir wollen in dieser Nammcr untersnchen, ob ein gegebener Kcgelscbnitt» 

wenn wir die Hüifs-Curve gehörig bestimmen, $eine eigne Polar -»Canre sein kann, worin 

kein Widersprach liegt, weil ein Kegelschnitt zugleich eine Corve zweiter Ordnung imd 

zweiter Cia'sse ist. Wenn die beiden Gleichnngen (l) und ((i) der 715, Nommcr ein und 

dieselbe Cnrve darstellen sollen, so erbalten wir nach der 552. ^inmme1r folgende Bedin- 

gongs- Gleichungen, wenn wir zugleich, der Kürze halber, a ond f gleich £ins setzen: 

ac— bd _ e cd— be d b — de b* d^'-^a je c^*— c a 

E^i:i[r "^ V b^CIic ^ ^' b'-^ac "^ ijV W^c ** X«' E»^IäZ ** ^' ^"^ 

Wir können, wenn wir den Coordinaten- Winkel anbestimmt lassen, unbeschadet der 

Allgemeinheit, die erste Coordinaten - Axe durch den Mittelpnnct des gegebenen Kegel« 

Schnittes legen. Alsdann gibt die erste der vorstehenden Gleichungen e n o (and ent* 

weder b » o oder d =3 o , oder beides zugleich) , hiernach die dritte Gleichung : 

b'— ac s= 7A, (11) 

hiernach femer die fünfte ; 

T «• («0 

imd endlich die vierte d' 33 o , wonach auch die zweite Gleichung befriedigt wird. Wir 
sehen hieraus» dass es, wenn irgend ein der Hülfs * Gleichung (2) entsprechender Ke* 
gelschnitt; 

^y«+Xr«+l «* 0, (,3) 

als Hiilfs- Cnrve gegeben ist, unendlich viele Kegelschnitte gibt, welche ihre eigenen 
Polar -Curven sind. Alle diese Curven haben denselben Mittelpunct als die gegebene. 
Sie sind alle Ellipsen oder Hyperbeln, je nachdem, umgekehrt, die Hülfs- Cnrve eine 
Hyperbel oder Ellipse ist (11). Sie haben alle denselben Inhalt (251) nnd dieser Inhalt 
ist gleich dem Inhalte der Hiilfs - Curve , multiplicirt mit V— 1 (U). Der Quotient der* 
jenigen beiden Durchmesser jeder der in Rede stehenden Curven, welche in die beiden 
Coordinaten<-Axen, da$ heisst, in zwei beliebige zugeordnete Durchmesser der Hul£h 
Curve, fallen, ist constant und gleich dem Quotienten dieser beiden zugeordneten Durch* 
messer (12) (eigentlich multiplicirt mit y — I , wenn wir uns nicht der hergebrachten D^ 
fioition der zweiten Durchmesser eiqer Hyperbel anschmiegen)^ 

£& ist sogleich ersichtlich, ^SiSSt wenn von zwei Kegelschnitten einer, in Beziefauni 
auf den andern, seine eigene Polar ^Carve ist, die beiden Cqrveq i^ einem ddrchans g«^ 
8«nseitigen Verhältnisse zo einander steheij. 

Ans dem Yorstehenden folgt, dass jede Eigenschaft eines gegebenen Kegelscknittei 
durcli Hülfe eiaes «weiteq, gehprig zu bestimmendeii, nnmittelbar $icb verdoppeln Us^ 
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Wenn wir insbesondere in der Gleichung (ll) b » o setzen, so erbahcn wir, wenn 
die Hülfs-Cnrve gegeben ist, für diejenige Carve, welche ihre eigene Polar- Cnrve ist, 
eine solche, welche über den beiden Axen der Hülfs-Carve beschrieben ist, aber, je 
nachdem diese eine £llipse .oder. Hyperbel, nmgckehrt, eine Hyperbel oder Ellipse 
ist Diesen besondern Fall hat schon H. BOBILLIER hervorgehoben *). Wenn also zam 
Beispiel die Hülfs-Carre ein Kreis ist, so ist eine gleichseitige Hyperbel, welche mit 
diesem Kreise denselben Mittclpnnct hat und ihn doppelt berührt, ihre eigene Polar- 
Conre. Jeder Eigenschaft einer gleicbscitigen Hyperbel, welche sich aaf den Vergleich 
Ton Winkel bezieht, entspricht also eine zweite solche Eigenschaft, wobei der Mittel- 
punct derselben in Betracht kommt« Der über der Qaer-Axe einer gleichseitigen Hyper- 
bel, als Durchmesser, beschriebene Kreis ist, in Beziehung auf diese Hyperbel, seine 
eigene Polar- Carve. Auch beim Kreise ordnen sich alle Winkel -Beziehungen paarweise 
zusammen. Denn wenn die fiülfs- Cnrve eine gleichseitige Hyperbel ist, so kommt (3): 

2 = -», 

X ▼ 

woraus folgt, was H. BOBILLIER am angeführten Orte zuerst bemerkt hat, dass der 
Winkel, den irgend iTwei gegebene gerade Linien mit einander bilden, demjenigen gleich 
ist, unter welchem die Pole dieser geraden Linien, vom Mittelpuncte der Hülfs- Hyper- 
bel aus , gesehen werden. "— 

720. Statt der Gleichung (2), in der 715. Nummer, wollen wir nua folgende Glei- 
chung : 

-py+ax+pb = 0, (i) 

zur Hülfs - Gleichung nehmen. Es entspricht derselben, als HülCs-Gurve, eine Parabel, 
deren Gleichung folgende ist (701) : 

xM-2py ao O. (a) 

Wenn wir hiernach die Polare eines Punctes (y, x) durch (w, v) bezeichnen, so erhalten 
wir, nach der 705. Nummer: 

y « W, X «=: pv, (3) 

Ans diesen beiden Gleichungen ergeben sich sogleich mehrere einfache Grundregeln, 
um V igchschaften einer gegebenen Figur auf ihre Polar • Figur zu übertragen. Dieselben 
absoluten Grössen -Beziehungen der Ordinaten beliebiger Puncte in jeder der beiden Fi- 
guren gelten unmittelbar auch von den, mit entgegengesetzten Zeichen genommenen, Or- 
dinalen der Durchschnittspuncte der entsprechenden geraden Linien in der Polar -Figar 
mit der zweiten Coordinaten- Axe. Bcziehangen der von den geraden Linien in der ei- 
nen Figur gebildeten Winkel zn einander entsprechen Beziehungen zwischen den Abscis- 
sen der entsprechenden Pnncte in der andern Figur. Die Pole von geraden Linien, die 
parallel sind, liegen auf einer der zweiten Coordinaten -Axe parallelen geraden Linien. 
Das Product der Abscissen zweier Puncte ist constant, wenn ihre Polaren auf einander 
senkrecht stehen, und umgekehrt. Aus der Gleichung: 

Vv"-ht = o, 
ergibt sieb nemlich (3): 

xV'+p^ « 0. 

Beziebungen endlich zwischen Winkeln, die von solchen geraden Linien, welche Pnncte 

einer von zwei Polar - Figuren mit dem Anfangspuncte der Coordinaten verbinden^ an 

*) MSmoire sur thyperbole equilaikrg: Gmrc. Ann. XIX. JtOn fS^g p. 34g. 
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diesem Änfangspnncte, gebildet werden, entsprechen Bexlehungen zwischen den Absdsicn 
der Darcfascbnitte der ersten Axe mit den entaprethenden geraden Linien in der andern 
Polar -Figar. Ans den Gleichungen (3) ergibt sich ncmlich folgende: 

^ _ 1 w 

X "" p V ' 

Die Polaren irgend zweier Pancte, die vom Anfangspnnctc ans unter rechtem Winkel 
gesehen werden, bestimmen auf der ersten Axe zwei Segmente, deren Prodact consUnt 
und gleich (— -p^ ist 

720. Wenn irgend ein Kegelschnitt durch folgende Gleichung: 

ajrM^abxy+cx^+ady+aex+f = o, 
gegeben ist, so erhalten wir, nach den Gleichungen (d), für die Polar •Cnnre desselben 
folgende Gleichung; 

aw*+2bpvwH-cp*v*+2dw+2epv+f = 0. 
Wir wollen auf einige einfache Beziehungen eines solchen Kegelschnittes und seiner Pola^ 
Curvc, Beziehungen, die immer vollkommen gegenseitig sind, aufmerksam machen« 
1} Wenn a s= o, so ist die erste Cnrvc eine Hyperbel, deren eine Asymptote der 

zweiten Coordinatcn - Axe parallel ist; die zweite Cnrve ist eine Parabel. 
i) Wenn b a o , so sind zwei zugeordnete Durchmesser der ersten Corve den Coor- 
dinaten - Axen parallel : der Mittelpunct der zweitei:i Cnrve liegt auf der zweiten Coor- 
naten • Axe. 
8) Wenn c » o, so ist die erste Curve eine Hyperbel, deren eine Asymptote der er- 
sten Coordinaten - Axe parallel ist: äip zweite Cnrve berührt die zweite Aze. 
U) Wenn d =s o, so geht derjenige Durchmesser der ersten Curvo, dessen conjogirter 
der zweiten Coordinatcn -Axe parallel ist, durch den Anfangspunct; der Mittelpauci 
der zweiten Curve liegt auf der ersten Axe« 

5) Wenn e » o, so geht derjenige Durchmesser der ersten Cnrve, dessen zi^ori- 
neter der ersten Axe parallel ist, durch den Anfangspunct: die an die zweite Cnrre, 
vom Anfangspuncte aus, gelegten Tangenten bilden mit den beiden Coordinaten- 
Axen ein System von vier Harmonicalen* 

6) W«nn f =s o, so geht die erste Cnrve durch den Anfangspunct: die zwfeUe Com 
wird von der ersten Axe berührt. 

7) Je nachdem die erste Curve eine Hyperbel oder Ellipse ist, bat die sweite Garre 
reelle Tangenten, die er- zweiten. Coordinaten- Axe parallel sind oder nicht« Die Po- 
lar -Curven von ähnlichen und ähnlich liegenden Curven« sind solche, welche zwei 
feste, der zweiten Axe parallele, gerade Linien berühren. 

7^, Ich will schliesslich noch ein paar Beispiele von der Anwendung der Resultate 
der beiden letzten Nummern geben« 

Das Ferhältniss der Abstände der beiden Durcluchniitspuncte einer beppegUda 
Tangente mit zfvei festen Tangenten einer Parabel von einer driäen fesien Tangaiti 
ist eonstant (628). 

Nach dem ersten der m der vorigen Nummer betrachteten Fälle ischllcsst sieb an 
diesen Satz der folgende- an: 

fVenn man za^ei feste Puncte auf dem ^mfange einer gegebenen Hyperbel mitß- 
nem dritten auf demselben betpegUchen Puncte durch zwei gerade Urnen verbindet ^ so 
mrd jede, einer Asymptote der Hyperbel parallele ^ gerade Urne von diesen beidea 
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geraden Unten in solchen Zfrei Puneten geschnitten , deren Abstände von dem Durchs 
schniUsphnete derselben geraden Linie mit der Cun^e in einem constanten Verhältnisse 
stehen* 

Mit diesem letzten Satze gehört wiederam, nach dem dritten Falle der vorigen Nam- 
mer« der folgende zosammen s 

Wenn ein beliebiges Dreieck um einen gegebenen Kegelschnitt beschrieben ist und 
. man zieht pon irgend einem festen Punete (P) der Basis dieses Dreiecks zwei gerade 
Linien nach den Durchschnittspuncten der beiden Schenkel desselben mit einer beft^eg- 
lichen Tangente des Kegelschnittes ^ so gibt es eine gerade Linie von gegebener Rieh' 
tung {yiJB)^ (pelche jenen beiden geraden Linien in solchen ztvei Puncten begegnet, de- 
ren 'Abstände von der Basis des Dreiecks in constantem Verhältnisse stehen. 

Die Richtang der geraden Linie AB bleibt dieselbe, wo auch der feste Pnnct (P) 
auf der Basis des umschriebenen Dreiecks angenommen werden mag. 

Wenn wir in dem zweiten Satze der vorliegenden Nummer statt jener geraden Li- 
nie, die einer der beiden Asymptoten der gegebenen Hyperbel parallel ist, eine dieser 
Asymptoten selbst nehmen, so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn man zpf^eijeste Punete auf dem Umfange einer gegebenen Hyperbel mit ei- 
nem dritten auf demselben liegenden Punete durch zwei gerade Linien verbindet^ so 
wird auf Jeder Asymptote von diesen beiden geraden Linien ein Stuck von constanter 
Länge interceptirt (805). 

Einer Hyperbel, welche die zweite Coordinaten-Axe zu einer ihrer Asymptoten hat, 
entspricht eine Parabel, deren ein Durchmesser die erste Axc ist (In diesem Falle ist 
a SS o^ d SS o). Hiemach erhalten wir ans dem vorstehenden Satze den folgenden: 

Wenn man das von zwei festen Tangenten einer gegebenen Parabel int er ceptirte 
Stück einer beweglichen dritten Tangente derselben nach der Richtung ihrer Durchmes- 
ser auf eine beliebige gerade Linie projicirty so ist die Projection von constanter Länge^ 

Aus dem vorletzten Satze folgt noch ein zweiter Satz, der dem dritten dieser Nnm- 
mer entspricht. ~ In dem letztgenannten Satze ist alsdann der Bertihrnngspnnct auf der 
Basis des dem gegebenen Kegelschnitte umschriebenen Dreieckes, also irgend ein fester 
Punct auf dem Umfange der Curve> der Punct P. Es sind alsdann diejenigen Segmente 
von constanter LSnge, welche auf der geraden Linie AB von denjenigen .beiden geraden 
Linien, welche den Berühmngspunct auf der Basis mit den Durchschnittspuncten der 
beiden Schenkel des Dreiecks und einer beweglichen Tangente verbinden. Der Scheitel 
des Dreiecks und der Berührungspunct auf jedem. Schenkel desselben sind als solche zwei 
Durchschnittspuncte zu betrachten. ^ Hiemach ist ersichtlich, dass die gerade Linie AB 
als vierte Harmonieale zu denjenigen drei geraden Linien gehört, welche den Punct P 
mit dem Scheitel und den- beiden Berührungspuncten auf den Schenkeln des umschriebe- 
nen Dreiecks verbinden. Hiernach kann man dem in Rede stehenden Satze folgende 
Aussägegeben (623, Note): 

Wenn man irgend einen Punct auf dem Umfange meines gegebenen Kegelschnittes 
mit den drei Paaren von Durchschnittspuncten zweier festen Tangenten mit irgend 
dreien beliebigen Tangenten durch gerade Linien verbindet, so erhält man eine Jnvoiu- 
: tion von sechs geraden Linien. ^ 

Aus diesem Satze ergibt sich nach der 713. Nummer* folgender neue Satz i 

U. 36 
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Wenn man ztveijeste Puncte auf dem Umfange eines gegebenen KegelschniUes mä 
irgend dreien andern Puncten desselben durch sechs gerade Linien i^erbindet^ so schnd- 
den diese geraden Linien eine beliebige Tangente des Kegelschnittes in den sechs Piutc- 
Un einer Involution. « 

722. Um noch ein zweites Beispiel za geben , wollen wir ron folgendem «llbebiiD^ 
ien Satze aasgehen: 

Die Winkelpuncte aller rechten Winkel^ deren Scheitel eine gegebene Parabel be- 
rühren , liegen in gerader Linie* 

Nach dem ersten Falle der 720. Niammer ^gehört . mit diesem Satze der folgende tB- 
sammcn: 

Alle diejenigen geraden Linien, welche solche ztpei Puncte einer gegebenen Hy- 
perbel mit einander (verbinden , für fpelche das Product der Abstände von einer gege- 
benen, einer der beiden Asymptoten parallelen, geraden Linien constantist^ gehen 
durch einen festen Punct. 

Dieser feste Punct liegt auf einer , der andern Asymptote der gegebenen Hyperbel 
parallelen, geraden Linie, deren Durchschnitt mit der gegebenen geraden Linie auf der 
Gurre liegt Nach dem dritten Falle der 720. Nanmicr stellt sich neben den letzten Sals 
der folgende: 

Wenn man von solchen zfpei auf einer gegebenen Tangente eines gegebenen Kegel* 
Schnittes irgend beliebig angenommenen Puncten , /är welche das Product der Abstände 
Qon irgend einem Jesten Puncte derselben Tangente constant ist, noch zwei Tangenten 
an den Kegelschnitt legt, so schneiden sich solche Tangenten in einem Puncte^ der m^ 
einer Jesten geraden Linie liegt. 

Nach dem sechsten in der 720. Nummer betrachteten Falle erhalten wir ans diesen 
Satze wiederum den folgenden :> 

Jfenn ein rechter Winkel, dessen Scheitel auf dem Umfange eines gegebenen Ks- 
gelschnittes liegt, um diesen Scheuet sich beliebig dreht ^ so gehen die Chorden^ welche 
durch die Schenkel desselben in Aren verschiedenen Lagen bestimmt werden ^ durch ei- 
nen festen Punct (357). 

Aus diesem letzten Satze erhalten wir endlich wieder den an die Spitze dieser Nom- 
mer gestellten, wenn wir einen Kreis zur Hülfs-Curve nehmen; eine Bemerkung» i» 
wir bereits 5chon beiläufig gemacht haben (718}. 

723. Wenn wir in der 720. Nummer pal setzen , so erhalten wir 

y « w, r « V, 

«nd folglich durch blosse Coordinaten- Yertaaschung aus der Gleichung irgend €lner CorTt 
die Gleichung der Polar- Curve derselben. £s stellen die beiden Gleichungen: 

F(y, x) = o, F(w, v) « o, 

zwei solche Polar - CnrVen dar. 

Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir zur 7i5. Ntmmer curQckgeben ond n- 
Mcbst wieder 1; » A ea 1 und dann ferner auch a =s i setzen: 

n T 

•der auch, indem wir nach der Note zur 416« Nummer die dritte Ordinate z «inftihfiB 
■ad dann x a 1 and ▼ <8 i setzen: 
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y « n> z BS w. 

Wir erhalten also aacb hier wiedemkii die Gletchang der Polar - Carre ^iner geg^beoto 
Cttrre darch blosse Goordlnaten- Yertanschong. *) 



*) Die Torstebenden Bemerkaiigeo des Textes fuhren zn einem Principe , das mit dem bisber 
erörterten Principe der Reciprocität enge verwandt ist« Ich will dasselbe sogleich an eineta 
eioiacheo Beispiele erläutern, indem ich folgende Gleichungen zu Grunde lege: 
y^+»» « r^ (I) v^+u» « k^ (IV) 

yM-«*.« «*, (H) v^+w« = F, (V) 

V/H?)* « iM^ (HI) yH^* t= y^ (VI) 

Alle diese Gleichungen haben dieselbe Form. Die Gleichung (1) stellt einen Kreis dar» der 
Pnnct [7 a o, X s 0} ist der Mlttelpunet desselben. Die Gleichung (II) stellt (416, Note) 
eine Hyperbel dar, deren Axen mit den Coordinaten-Axen zusammenfallen und deren halbe 
reelle, in die zweite Coordinaten * Axe fallende, Axe gleich ist der Einheit« Der Punct 
l^'ss o, z = o] liegt nach der Richtung der imaginären Axe dcor Hjperbel unendlich weiU - 
In der Gleichung (lU) bedeuten 1// und 9 die Quotienten der Abstände irgend eines Punc- 
tes von einer beliebigen festen geraden Linie in die Abstände desselben Punctes von der er- 
sten und zweiten Coordinaren- Axe« Nehmen wir rechtwinklige 'Coordinaten-Axen an, so 
stellt die Gleichung (III) irgend einen Kegelschnitt dar, dessen ein Brennpunct in den An- 
fangspunct der Coordinaten fällt. Der Punct [^ es o, 9 ss o] ist dieser Brennpunct« Die 
Gleichung (IV) stellt, einen Kreis dar, die gerade Lintia [v s o, u s o] liegt unendlich 
weit. Die Gleichnng^ (V) stellt eine Hyperbel dar , deren Axen mit den Coordinaten - Axen 
zusammenfallen. Die in die erste Coordinaten - Axe lallende Axe ist imaginär und gleich 
|/ — 1« Die gerade Linie [w ss o, v =3 0] ist die erste Coordinaten -Ale. In der Glei- 
chung (VI) bedeuten v und X die Quotienten der Abstände der beiden Durchschnittspuncte 
einer beliebigen geraaen Linie mit den beiden Coordinatea-Axen von dem Anfangspnncte 
respective in die Abstände derselben Durchschnittspuncte von zweien festen auf den beiden 
Coordinaten-Axen beliehig abgenommenen Puncten. Die Gleichdng (Vt) stellt alsdann ir- * 
gend einet» gegebenen Kegelschnitt ' dar , bezogen auf leicht zu bestimmende Coordinaten- 
Axen. Die gerade Linie [/ = o, X » ol ist die Polare des Anfangsponctes , in Bezie- 
hung auf den gegebenen Kegelschnitt, und geht durch die beiden festen, auf den beiden 
Coordinaten-Axen angenommenen,' Puncte, 

Um auszudrücken , dassr drei gegebene Puncto in gerader Linie liegen , erhalten wir in 
den drei Coordinaten -Systemen, auf welche sich die drei ersten Gleichungen beii^en» 
Gleichungen, welche genau dieselbe Form haben« und eben solche Gleichungen in den drei 
letzten Coordinaten - Systemen drücken aus, dass drei gegebene gerade Linien in demselben 
Puncte sich schneiden. Auf* ähnliche Weise zeigen Gleichungen von derselben Form in den 
drei ersten Systemen an, dass drei gegebene gerade Linien durch denselben Punct gehen, 
«nd in den drei letzten, dass drei gegebene Puncte in gerader Linie liegen» Ferner hat die 
Tangente in einem gegebenen Puncte einer gefi;ebenen Curve In deii drei ersten Systemen 
dieselbe Form, und dieselbe Form hat auch die Gleichnng des Beriibrungspunctes auf eifter 
gegebenen Tangente in den drei letzten Systemen. Aus diesen allgemeinen Bemerkungen 
ergeben sich , indem wir von einem jener ersten Systeme zu einem von diesen letztern über* 
gehen, alle jene Uebertragungen vermittelst des Principes der Reciprocität, wobei die be« 
sondere Form der (linearen) Hülfs- Gleichung nicht weiter in Betracht kommt« 

Aber auch jede einzelne Gleichung zwiscnen Coordinaten in einem Systeme erhält eine 
andere, analoge, geometrische Deutung, wehn wir statt dieser Coordinaten die Coordinaten 
eines andern Systemes nehmen. Beispielsweise wollen wir die folgenden Crleichungen susam* 
menitellen; , ' 

y'/'+xV - o, (VII) v'v"+uV « o, (X) 

yV+zV ^ 0, (VIII) ^ v'v'+wV ^ o, (Xt) 

xpY-^fpY « o, IIX) yV+n" « o, all) 

Die Gleichung (VII) bedeutet, dass die beiden Puncte (y", x'') und (y, x'), vom Anfanga- 
pnncte aus, unter rechtem Winkel gesehen werden; die Gleichnng (VlU), dass das Pro* 
•duct der Abstände, d^r beiden Piincte (y", %') und {j\ z') von d^r ersten A%t gleich Eins 
ist; die Gleichung (IX) wiederum', dass die beiden Puncte (v/', 9") und (tf/l 90 vom 
Anfangspnncte aus^ unter rechtem Winkel gesehen werden. Die Gleichung (X) seigt an, 

a6* 
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724. Ich mnss mich hier mit den Torstehenden wenigen Aasfilhrungen des besondern 
Falles hegnügen, yro die HüUs - Glelchang eine lineare ist Wenn wir beliebige GiA- 
changen zu Gronde legen, so ist die Art der Behandlang dieselbe, es kommt bloss dar> 
anf an» ans solchen Entwicklungen einfache geometrische Resultate herznleiten. So liegt 
zum Beispiel die Bemerkung nahe, dass die Theorie von der AbwicUang der Carven, 
welche, wie das oben entwickelte Princip der Reciprocität, auf die Variadon der constan- 
ten Grössen beruht, ebenfalls hierher gehört 

dass die beiden geraden Lioien (v", n") und (v', n') auf einander senfarecbt stehen; die 
Gleichung (XI), dass die deiden geraden Linien (w", y") und (w', v') auf der ersten Aie 
z^ei Segmente bestimmen, deren Prodnct gleich Eins ist, and endlich die Gleichang (Xil)/ 
wenn wir die Abstände der Durchschnitlspnncte der beiden geraden Linien iy*^ X") und (v\ 
. X) mit den beiden Coordinaten - Azen vom Anfangspuncte Y , X" und V, a', and die Ab- 
stände der beiden festen Puncte anf den beiden Axen vom Anfangspnncte b and a nennen, dass 

y'-fc Y-b . r ~a X^^ 

"Ir^* Y' ' X" ' X' "^ ^" 

Wenn wir hiernach in den drei ersten Coordinaten- Systemen durch den Punct(o, 0) 
eine gerade Linie und in den Dnrchschnittspuncten dieser geraden Linie mit den beziiglichen 
Cnrven (I), (11) und (III) an jede. dieser Gurven iwei Tangenten legen, ferner noch irgend 
eine beliebige dritte Tangente an jede derselben sieben und die Dnrchschnittspuncte der 
letztgenannten Tangente mit den beiden erstgenannten respective durch (7",. x ') und (j\ x), 
(j\ x") und (j, z) und durch i\f/\ 9") und (V^', qp') bezeichnen; wenn wir femer in den 
drei letzten Coordinaten - Sjstemen von irgend einem Puncte der geraden Linie (o , o) zwei 
Tangenten an jede der bezüglichen Curven (IV), (V) und (VI) legen, die Beriihrnngspuncte 
auf einem solchen Tangenten - Paare durch zwei gerade Linien mit irgend einem dritten be- 
liebigen Pnncte der bezüglichen Curve durch zwei gerade Linien verbinden und diese gera- 
den Linien respective durch (v", u") und (v, n), (v", w") und (v', w') und durch (7*, 
X") und (/, X') bezeichnen: — so ist offenbar, dass, wenn eine der Gleichungen (VII) — 
(XII) besteht, diese Gleichungen alle sechs befriedigt werden. Uiemacb sind also aacb die 
nachstehenden Sätze alle sechs bewiesen, wenn einer derselben als bewiesen angesdien 
werden kann. 

ty Irgend eine beliebige Thngenle eines gegebenen Kreises schneidei irgend Mwei petraiklt 

TangenUn desselben Kreises in solchen zwei Ihmcien, die, pom MUielpuncU desseßmn 

auSf unier einem recTUem PFintel gesehen t^erden» 
.t) Irgend eine beliebige Tangente einer gegebenen Hyperbel begegnet irgend zweien Tan^ 

genten, u^lche sich in irgend einem Funde einer Axe der gegebenen Hyperbel {der 

reellen jixe) schneiden, in solchen zwei Puncten, fiir welche das Product der JSy 

stünde t^on der andern Axe {der imaginären) constant und dem Quadrats der halben 

erstgenannten Axe gleich ist. 

3) Ailj irgend einer beliebigen Tangente eines gegebenen Kegelschrdties wird t^on irgend 
zweien andern , auf einer Diredrlx sich schneidenden j Tangenten ein solchss Segment 
interceptirt , das^ f^m beziiglichen JBrennpunde ixus, unter rechtem Winkel geeehsn 
wird* 

4) ABe Peripherie ^ff^inkel im Halbkreise sind rechte JVinkeL 

5) Wenn man txm irgend zwei Puncten einer gegebenen Hyperbel^ die %H>n einer dss^ 
beiden Axen derselben {der Quer - Axe) gleich weit abstehen^ zwei gerade Linien nach 
irgend einem dritten Puncte der Curue zieht ^ so bestimmen diess beiden gereuien Im 
nien auf der andern Axe {der imaginären) zwei Segmente f deren Product dem Quo- 
drate dieser halben Axe gleich ist. 

6) Der sechste Satz bezieht sich anf Segmente, die anf tweien im Pol einer gegebenes 
geraden Linie, in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt, sich schneidenden Axen 
▼on der gegebenen geraden Linie und solchen Linien - Paaren bestimmt werden, welche 
irgend zwei Pnncte des Kegelschnittes, die mit jenem Pole in ^;erader Linie licsca^ 
mit irgend einem dritten Pnncte des Kegebchnittes verbinden» Die nnnuttelbare Mi- 
sage des Satses ist weniger einfach. -« 
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5 4. 
* . Neue allgemeine Theorie der Curven. 

725. E$ sei 

F(y, X) « o (.) 

die Gleichang irgend einer gegebenen Cnrve zwischen gewohnlichen Ponct-Coordinaten. 
Es besteht also diese Gleichang , wenn ynnd x diejenigen Werthe erhalten, welche sich 
auf irgend einen beliebigen Ponct dieser Carye beziehen. Die Tangente in diesem Pancte 
hat folgende Gleichang; 

/indem wir, zof Unterscheidang, Y nnd X als die veränderlichen Grossen nehmen und 
den Differential -CoefEdenten aof den Ponct (y, x) beziehen. (Es wird nemlich die vor- 
stehende Gleichang einmal befiriedigt, wenn wir zogleich Y a y and X «s x setzen, and 
dann ferner aach, wenn wir zogleich Y « y-f-dy und X b x-l-dx setzen). Die Coordina- 
ten der.darch die Gleichung (3) dargestellten geraden Linien sind, wenn wir a » i se- 
tzen (400): 

Um also die Gleichang der gegebenen Curve zwischen Ltinien-Coordinaten zn erhalten, 
brauchen wir bloss y und x zwischen den drei Gleichangen (l) und (3) zu eliminiren. 

726^ Aus den beiden Gleichangen (3) ergibt sich folgende: 

y4«vx4«w «B o. (4) 

Wenn wir diese Gleichang' vollständig differentiiren, so kommt: 

dy+vdx-i-dw+xdv » o, 
und da dy4?vdx «= 0, so folgt: 

dw , ^, 

nnd wenn wir diesen Werth ^on x in die Gleichung (4) snbstituircn , ei^t sich :, 

wdv— vdw 



Dieselben Werthe von y nnd x erhalten wir unmittelbar, wenn wir berücksichtigen^ 
dass (y, z) der Beriihrungspunct auf der Tangente (w, v) ist, und jener Beröhrungspauct 
folgende Gleichung hat : 

. ^-^ " 37^-^^' 

indem wir, zur Unterscheidung, die veränderlichen Grossen W and V nennen. Umge- 
kehrt erbalten wir die vorstehende Gleichang des Berührungspunctes unmittelbar ans den 
baden Gleichangen (5) und (6) (400). 

727. Wir haben (a):. 

vdx-^dy «0; (7) 

wenn wir diese Gleichung von JNeuem differentiiren, indem wir dx als constant hetracbten, 

«ad dann t-^ "" ^ setzen, so kommt: 
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Wir haben ferner (5) s - 

- xdH-dw Ä o, ,(9) 

und wenn vir diese Gleichung von Neuem differenturen» indem wir dr ^ constambt* 
trachten» und dann ^ «p Q petzen, so kommt; 

Aus den beiden Gleichnngen (8) nnd <1Ö) jergibt sich folge^ide einfache Beauehaii; 
iwischen den beiden ssweiten Differential -Quotienten: 

Qq « i-^ ^ 00 

Ans der Znsammenstellang der ersten der beiden Gleichnngen (d) nnd der Gleicku* 
gen (5), (8) und (10) ergeben sich noch folgende: 

dw dy ^ dw qx 

7I& Wenn wir die Gleichung (tl) diiferentiireni so kommt ( 

pdQ « -Qdq. 
»nd mithin auch (8): 

dr qdx 

oder: _ ^ ^ 

q»R - r, QV « fl, („) 

.indem wir , ,. • 

dv • dv* dx dx* * 

s«teen. 

Wenn wir weiter gehen und eine der beiden Gleichungen (12), etwa die erste der- 
selben, differentiiren, so kommt: 

dr— 3Rq«dq— q*dR « o, 
und wenn wir die beiden ersten. Glieder diesjer Gleichung dnrch qdx, das dritte Glied 
durch (-^v) diyidiren, und dann reducireni indem wir zugleich 

dR dHr ^ dr d*y 

seteen, so ergibt sich: 

qs-arM-q»S « o. (iJ) 

Ans dieser Gleichung können wir dnrch Hülfe der Gleichungen (11) nnd (12) oder» eiofc- 
eher^ durch die blosse gegenseitige Yertauschung der grossen Buchstaben mit den cut- 
sprechenden kleinen, folgende ableiten: 

^ QS-.3RM-Q's « o. (14) 

Auf diese Weise können wir fortfahren nnd den Differential »Quotienten einer heüe* 
bigen Ordnung in einem Coordinaten- Systeme durch die Dififerential - Quotienten dersel- 
ben Ordnung und der niederem Ordnumgen in dem andern Coordinaten^ System« aus- 
drücken, o 

729. Nach den beiden vorigen Nummern erhalten wir» wenn^ eine Gurre durch ilixt 
Differential -Gleichung yon einer beliebigen Ordnung zwischen gewöhnlichen pBnct-Coo^ 
dinaten y nnd z gegeben ist, unmittelbar die Differential »Gleichung derselben Ordnno; 
£cser Cnrve zwischen den Linien -Coordinatcn w und v, nnd, umgekehrt^ jen« Dific- 
rential-(^ieichung aus dieser« So ergibt sich 'allgemein aus der Gleichong: 
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F[- . • s, r, q, p, y, x] i» o, 
die folgende: ^. ^« « 

indem WUT 9 der Symmetrie halber» die beidcja ersten Differential - Qaotientcn p nnd P 
nennen. Wir erhalten zwei nene Gleichungen , welche sich wiederum auf ein und die- 
selbe liurve beziehen, wenn wir in den, beiden vorstehenden Gleichungen die grossen nnd 
kleinen sich entsprechenden Buchstaben gegenseitig mit einander yertauschen. 

730. Wir können die Gleichungen zwischen den Linien- Co ordinaten w und r auf 
eine doppelte Weise allgemein discutiren. \^ir können nemlich einerseits, mit Hülfe 
der TAYLOR'schen Reihe, die Bedentang der verschiedenen Differenlial - Quotienten geo- 
metrisch nachweisen, wie diess zum Beispiel, in Bezichnog auf die gewöhnlichen Coor- 
dinaten, in LacROIX^ Traute elementaire de calcul differentiel et de calcul inUgral 
6o, geschehen ist, oder wir köngen auch, von der andern Seite, die einmal schon vor- 
liegenden Entwicklangen 9 in Beziehung auf die gewöhnlichen Coordinaten, y und x ^uf 
die Coordinaten w und v fibertragen. Ich. will hier vorzugsweise den letztem Weg ein- 
schlagen und habe zn diesem Ende die bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen vor- 
angeschickt« 

Der Symmetrie halber wollen wir endlich noch in die zu discutirende Gleichung eine 

dritte Grösse u einführen^ indem wir - und - an die Stelle von y und w schreiben, und 

n B 

demnach dieselbe auf folgende Weise bezeichnen : 

ü » 0. (0 . 



Ki-\) 



Wenn diese Gleichung eine algebraische ist, so ist sie, in Beziehung auf w, v und n, 
tiomogen. Wenn in dem Folgenden von Differential - Quotienten von w, in Beziehung 
anf V, die Rede sein wird, so müssen wir, um den frühern Entwicklungen uns anzu- 
schlicsscn, u s 1 setzen. Ferner wollen wir, «wenn von Differential -Qaoticnten Ton w, 
in Beziehung auf u, die Rede sein wird, stillschweigend dabei verstehen, dass v =ä 1 ge- 
setzt werde. Auf diese Weise gewinnen wir den Yortheil, dass wir auf eine symmetri- 
sche Weise die Beziehungen der bezüglichen 'Curve zu jeder der beiden Coordinatcn- 
Axen erhalten« 

731. Je nachdem -f «■ — J. j negativ oder positiv ist, wachsen die Punct-Ordi- 

aaten der Corve oder nehmen ab, wenn wir uns, nach der Richtung der ersten Axe hin, 
weiter vom Anfangspuncte entfernen. Je nachdem die beiden Ausdrücke: 

dV vdw— wdv 

bezogen auf irgend einen Punct irgend einer durch ihre Gleichung gegebenen Cnrve, ent- 

fe^imfitstXzit oder übereinstimmende Zeichen erhalten, kehrt die Corve ihre conbave oder 

ihre convexe Seite der ersten Coordinaten - Axe zu. (Lacroix a. a. O. 62). 
dw 
Da ferner ^ s — x, ao - ist ihr die Tangenten in den Dnrchschnittspnncten der 

Carve mit der zweiten Coordinaten -Axe 

dw 

man erhält diese Tangenten^ wenn man die Jetite Gleichung entwickelt nnd dann mit 
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der Gleichang der Carve zusammenstellt Für die TangeDien in den Onrchsclimtupiinc. 

ten der Carve mit der ersten Axe ist 

dw 

nnd endlich ergibt sich für die Tan^entcri der gegebenen Carre in ihren Dnrchschnitis- 
panctcn mit irgend einer zweiten Corve : . 

f(y, x) « o^ (•) 

folgende Gleichang e 

<-aj.4:)-«--) .w 

*) Man sieht sogleich ein, dass, wenn die gcgebeiie Glelchubg (1) eine algebraische nnd von 

irgend einem n« Grade, in Beziehung aofw, v und n, ist, die partiellen DiiTerential- 

dw dw 

Coeäicienten -=— und -r- dieselben Grössen in der (n— 1)« Polens enihalten, nnd wenn 
dv du 

also die Gleichung (2) ebenfalls eine algebraische und von irgend einem jn. Grade, in Be- 
ziehung auf 7 und X, ist, so steigt die Gleichung (3), in Beziehung auf w, v und a, his 
Mjm m(n— 1). Grade. Wir erhalten also mn(n — 1) Tangenten oer Curve (1) in ihren 
Durchschnittspuncten mit der Curve (2) und also auch, worauf es uns hier ankommt, eine 
gleiche Anzahl solcher Durchschnitfspuncte» Da die Curve (2) von der m. Ordnung ist, so 
i$t die gegebene Curve von der n(n — 1). Ordnung, Also eine Curve von der n* (jlasse ist, 
im Allgemeinen, von der nCn— 1). Ordnung, eine Curve von der n, Ordnung ist, im All- 
gemeinen, von der n(n — !)• Classe. Unmittelbar hieraas folgt, dass die Polar -Curve ei- 
ner gegebenen Curve n» Ordnung, in Beziehung auf irgend eine gegebene lineare IKLlfs- 
Gleichung, im Allgemeinen, eine Curve n(n— 1). Ordnune, nnd die Polar -Curve einer 
gegebenen Curve n. Classe von der n(n — 1). Classe ist. Ls ergibt sich ferner, dass zwei 
Curvcn n. und m, Ordnung, im Allgemeinen und höchstens, mn(m— l)(n— 1) gemeinschaft- 
liche Tangenten nnd zwei Curven von denselben Classen eine gleiche Anzahl von Darch- 
schnitten haben. 

Die vorstehenden Resultate hat .zuerst IL PoNCELET. in GERGONNfi's Annalen nnd dann 
ausführlicher in seiner oben angeführten Abhandlung im 4. Bande* des CfiELLE'sehen Jour- 
nals Nro« 66 und 13 aufgestellt. £s scheinen mir dieselben fest zu stehen, ungeachtet al- 
ler dagegen erhobenen Zweifel und Einwürfe. Es bleibt hierbei nur ein Paradox zu erktä- 
ren. I)a nemlich die Polar - Curve einer gegebenen Curve n. Ordnung von der n(n— 1) 
Ordnung ist und die gegebene Curve gegenseitig (nnd zwar in Beziehung auf dieselbe Hiilfs- 
Gleichung, wenn diese eine symmetrische ist, in welchem Falle wir auch rein geometrisch, 
vermittelst eines Kegelschnittes, construiren können) die Polar -Curve jener zweiten Cnrv£ 
ist, so reducirt sich in dem vorliegenden Falle die Polar- Curve einer Curve n(n — 1)^ Ord- 
nung, die, im Allgemeinen, von der [n(n — l)][n(n— 1) — 1] Ordnung ist, auf ^ic ji. Ord- 
nung. Setzen wir zum Beispiel n = f3, so reducirt sich der 30. Grad auf den dritten. 
Wir wollen bei diesem Beispiele stehen bleiben. Für die Polar- Curven derjenigen Cnrves, 
welche durch die allgemeine Gleichung des 6. Grades dargestellt werden, erhalten wir 
wirklich eine Gleichung des 90. Grades, die aber nicht die allgemeine Gleichung dieses 
Grades sein kann, weil sie nur so viele beliebige Cons^inte enthalt, als die allgemeine 
Gleichung des 6. Grades, nemlich nur 27. Hiernach hebt sich, wie -auch schon sowol II. 
Gergonne als II. PoNCEiET bemerkt, jeder scheinbare Widerspruch. Aber es bleibt im 
Einzelnen noch nachzuweisen, wodurch jene Gleichung des 30. Grades sich reducirL Of- 
fenbar kann diess nur dann geschehen, wenn die Coefficienten dieser Gleichung durch be- 
sondere Werthe der CoefBcienten der a41gemetnen Gleichung des 6. Grades Knll oder un- 
endlich werden, oder dadurch, dass diese Gleichung reelle Factoren hat, die mir, als der- 
Anfgabe fremd, fortlassen. Es bedarf diess noch einer nähern Erörterung. Die entspre- 
chenden ^onietrlschen Beziehungen bieten sich ebenfalls nicht sogleich -dar. H. PoiiC£LBT 
gibt eine l^rklärungsweise (a. a. O. Nro. 67)^ die wenigstens nicht ausreichend ist Nach 
ihm reducirt sich die Zahl der m(m-^l) Tangenten, welche sich, von einem gegebenen 
Pnncte aus, an eine gegebene Curve m. Ordnung legen lassen (und also auch der Grad. 
ihrer Polar- Curve) um 2p Einheiten, wenn diese Cnrve p Dappelpimcte bat,..aa deren 
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Wenn die gegebene Curvc eine Asymptote hat, so ist iHr den Beröhrangsponct 

Ma( derselben x» im Ailgemcioen, unendlich. Mithin bekommt man iür jene Asymptote 

dv 

i— « 0. 

dw 

Eine Ausnahme hiervon findet Statt, ivcnn die Asymptote mit der zweiten Coordinaten- 

Aze zusammenfallt; alsdann aber ist y unendlich und man hat: 

du 

dw 
Man erhält also die Asymptoten der in Rede stehenden Curve, wenn man ihre Gleichung 
agt einer der beiden letzten Gleichungen zasammenstellt. Wenn indess diese Zusam- 

menstellung zu Wertben von — und - iührt, die beide unendlich werden, so erhält man 

' n y V 

keine Asymptoten, sondern durch - ist alsdann die Richtung der Durchmesser eines 
parabolischen Zweiges der Curve gegeben. 

732, Für das Differential des Bogcns der bezüglichen Curve hat man (10): 

Für das Differential der Fläche, welche von der Curve, der ersten Coordinaten • Az« 
wai zwei Pnnct-Ordinaten begranzt wird, hat man 

j vdw— wdv dv, ,, j/^^\V ^^^A 

Auf ähnliche Weise hat man für das von der Curve, der zweiten Coordinaten - Axe and 
swei auf einander folgende Abscissen begränzte Flächen -Differential: 

nid endlich, wenn das Flächen -DilTereotial durch die Corve and swel durch den An- 
fangspnnct der Coordinaten gehende gerade Linien begranzt ist: 

ydx— xdy ,, d 



Bei dem Gebrauche von Linien- Coordinaten bietet sich der Gedanke ganz natürlich 
dar, Flächenräume durch die gegebene Curve, durch zwei Tangenten derselben und 
durch die zweite Coordinaten - Axe zu begränzen. Das Differential eines so bestimmten 
Flacbenranmes ist alsdann , was sogleich einleuchtet : 

-%xdw - %(^)'dy. - 

738. Wenn zwei gegebene Curven sich in irgend einem Punctc berühren , so ist für 
diesen Punct, indem wir zur Unterscheidung die ac^cntuirten Buchstaben auf die zweite 



Stelle auch conjagirte Punctc u. s. w. treten und die auch unendlich weit liegen könoeu. 
Aber eioe Carve 6. Ordnung hat höchstens 10 Doppelpancle. (Es folgt diess auf dem 
Wege, den Grauer in «einer Anafyse des ügnes courbss einschlägt, namentlich darauSt 
dass eine solche Corve von einer Curve 4. Ordnung höchstens in 24 Poneten geschnitten 
wird, wonach unter den 14 Puncten, durch welche sich immer eine Curve 4. Ordnung le* 
gen lässt, höchstens lo Doppelponcte der Curve e. Ordnung sind.) Hiemach kann also 
jene Curve, die, im Allgemeinen^ von ^er 30. Ordnung ist, sich höchstens auf die 10. 
Ordnung reduciren« - 

n. «7 
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Carve bezieben: 



dy _ dy' 
dx ^ dx'' 



y =a y, *, »= ^• 



Die erste und dritte dieser drei Gleichungen geben: 

, dw dw' 

^='''' 37 = 37' 

und die zweite Gleichung gibt, wenn wir di« vorstehenden beiden beiUcksicbtigen: ' 

w =s V, 
Es stimmen also zwei sich berührende Curvcn ebenfalls in den Coordinaten w und t nnd 
dem DiEfcrential-Qaotientei*, in Beziehnng auf diese Coordinaten, überein. 

Die Gleichung (ll) der 727. Nummer zeigt, dass zwei sich dreipunctig ösculircndc 
Gurven, da sie, was y und x und die beiden ersten Differential- Quotienten von y, in 
Beziehung auf x, betrifft, übereinstimmen, ebenfalls übereinstimmen in den Wcrthen 
von w, V und den beiden, ersten Differential - Quotienten von w, in Beziehung auf v. 
Femer folgt aus der Gleichung (12), dass bei einer vlerpunctigen Oscnlation die beiden 
Cnrven, auch in Bietreff der dritten Differential -Quotienten, von w, in Beziehung auf 
V, übereinstimmen und aus der Gleichung (13) ist ersichtlich, dass bei einer fünfpuncti- 
gen Osculation auch die vierten Differential -Quotienten gleiche .VV^the erhalten. Wir 
überzeugen uns auf diesem Wege, dass die Theorie der Osculation in dem neuen 
Systeme derselben Theorie, in dem Systeme der gewöhnlichen Pnnct - Coordinaten , ganz 
und gar analog ist, und dass bei jedem beliebigen Grade des Contactes so viele Tangen- 
ten als Pnncte zusammenfallen. 

734. Der allgemeine Ausdruck für den Krümmungshalb.m csser ist folgender: 

(dxHdy^) % ^ .. . .^%d^^ 
dxd'y ^ ^^^""^ d7»- 

, Die Mittelpuncte der Krümmungs -Kreise für alle verschiedenen Pnncte einer gegebe- 
nen Curve liegen bekanntlich auf einer zweiten .Curve, deren Tangenten die Normalen 
der gegebenen Curve sind, und durch deren Abwicklung man diese Curve erhält. Wir 
können leicht die Gleichung jener zweiten, der abgewickelten, Curve erhalten. Es sci^ 

F(W, V) = O ^ (l) 

die Gleichung der gegebenen Curve. Für den Berührungspunct auf irgend einer beliebigen 
Tangente (w, v) dieser. Curve ergibt sich, indem wir W und V als die eigentlichen ver- 
änderlichen Grössen {coordonnees courantes) betrachten, folgende Gleichung: 

Für die Normale in diesem Berührungspuncte, die wir durch (w', y) bezeichnen wollen, 
hat man zunächst: 

V , 

und l^emach erhält man aus der letzten Gleichung: 

dwi 

"37' 

Sibstituiren wir endlich die eben geinndenen Werthe von w nnd v in die Gleichnng (1), 
<o kommt 



,,u.ir/v2+l\ 



%i 
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nad dicss ist die gesachte Glelchon^ der abgewickelten Carve/ wenn wir den Werth des 

dw 
Diflcrcntial-Qaotieal^n -c— als Function von t aas d€r Gleichung (l) ziehen, für v sei- 
nen Werth ( — > j setzen und dann überall in der letzten Gleichung w' nqd v als ver- 
änderliche Grössen betrachten^ 
Es sei ferner 

* , f(y, x) « o . . . ('^ 

die Gleichung der gegebenen C^urve zwischen Punct-Coordinateii. Die Gleichung der 
Normalen in ii-gend einem Puncte (7, x) dieser Curve ist bekanntlich, wenn wir Y ond 
X als die eigentlichen yeränderlichen Grössen betrachten: 

und also sind die Coordinaten derselben: 

dy . dy 

Wenn wir zwischen den beiden letzten Gleichungen und der Gleichung {2) y und x eli- 
miniren, so erhalten wir wiederum die Gleichung der abgewickelten Curve« Umgekehrt 
erhält man, wenn die Gleichung der abgewickelten Curve zwischen Linien - Coordinaten 
g^gebeijt ist, vermittelst der letztcd beiden Gleichungen, unmittelbar die Differential - Glei- 
chung der abwickelnden Curve. 

Ich enthalte mich, des beschrankten Raumes wegen, aller detaillirten Entwicklungen. 

7£fö. Ich gehe zu einigen Andeutungen über die Theorie der singulären Puncte 
und singulären geraden Linien üben Wenn 

F(y, x) = Z = o (,) 

die Gleichung irgend einer gegebenen Curve ist, die einen Do,ppeltpunct bat, so wird 
derselbe dadurch angezeigt, jdass zugleich 

dZ dZ 

dy =- P' 31 ^ ^' ^*> 

wonach -^ unter der Form - erscheint, und sein wahrer Werth ein zwiefacher ist Wenn 

.dx Q, 

die Gleichung 

f(w, t)«Ü=.0 (3) 

eine Curve darstellt, dßren zwei Zweige von der5c;lbcn geraden Linie, berührt werden, ao 
wird diese gerade Linie dadurch angezeigt, dass 

dU d.U ,, 

wonach r- unter dtr Form - erscheint, .und sein wahrer Werth ein zwiefacher ist. Da 

dv o . • . . 

vir hiernach zur l^estimmung jenes Doppeltpunctes nnd dieser gemeinschaftlichen Tan- 
gente zweier Zweige jedesmal zugleich drei Gleichungen erhalten, so ist ersichtlich, dass, 
im Allgemeinen, eine algebraische Corve einerseits keine zwei sich schneidende Zweige 
und andrerseits keine solche zwei Zweige hat^ welche beide von- derselben geraden Li- 
nie iierilhict flrtorden, tuid das<s dieselbe übtrhanpt Iceine singoläre Puncte und singulare ge^ 
rade Linien hat. Wenn wir ein System von zwei Curven als eine einzige Curve b<^tracht«n, 
so erhalten wir, in Uebereinstiijnmnng mit den vorstehenden Bemerkungen, so viele Dop- 
peltpuncte nnd so viele, zwei Zweige berührende, gerade Linien, als die beiden .Curven 
Durchschjdttspnncte nnd gemeinschaftliche Tangenteil haben. 
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£in coDJagirter, isolirter Ponct einer gegebenen Cnrye (l) wird dadarcb aogeteigti 
dass ^ oder einer der folgenden Differential - CoeflScienten von y i in Beziehung an£ x« 
imaginär wird: eine conjogirte isolirte gerade Linie einer gegebenen Corvc (l) wird da- 
dorch angezeigt, dass der erste oder einer der spätem Differential- Coeffictenten von w» 
in Bcziehong auf v, imaginär wird. 

Für Rückkehrponcte und Wendongspancte ist bekanntlich der zweite Differential* 

Coefficient j-^ gleich Nall oder unendlich ^ die Tangente in solchen Pancten isl eine 

singulare gerade Linie nnd fär dieselbe mithin (727) der zweite Differential -Coefficient 

-j^ f nmgekcUrt, gleich Nall oder anendlich. 

Wenn-r^ anendlich wird, so ist die bezügliche Tangente eine Asymptote« Die TAT- 

LORsche Reibe versagt alsdann ihren Dienst zar Entwicklung von w. In diesem Falle 
müssen wir nntersachcn, ob die Gleichungen (4) nicht beide zugleich befriedigt werden 

nnd jener Differential - Coefficient 1 der alsdann ursprünglich unter der Form - erscheini; 

durch Fortlassung eines gemeinschaftlichen Factors in Nenner und Zähler sich unter sei- 
nem wahren Werthe, als unendlich gross, darstellt. . Wenn diess geschieht» so ist dit 
Asymptote eine singulare gerade Linie, die auch noch von einem zweiten Zweige der 
Carve berührt wird. Es kann alsdann auch, was eine leichte Entwicklung zeigt, der auf 
dieser Asymptote unendlich weit entfernt liegende Punct ein solcher singulärer Ponct 
sein, der einem Rückkehr- oder Wendungs- Ponct entspricht. Einfache Beispiele hiet* 

von liefern die Glcichongen 

w' «a p*v, w' « pV, 

£lBr w BS o und v « 0. " 

736. VVir haben in diesem letzten Paragraphen w und v als die beiden Linien-Coör- 
dinaten betrachlet, nehmen wir statt derselben w und u, so bleibt Alles anverändert, wenn 
wir die beiden Coordinaten - Axen mit einander vertauschen. Wenn wir v und n als Li- 
nien -Coordinaten einführen, so geht die Gleichung (4) der 726. INummer in folgendt 

über: * 

uy+vx+l «a o, 

nnd diese Gleichung erhält wiederum die Form der Gleichung (4), wenn wir dieselbe 

dorch y dividiren, s für - schreiben und dann y gleich Eins nehmen. Auf diese Weist 

kommt nemlich: 

z-f-vx4*a =a o. 
Wir können hiernach in allen bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen s snil j 
«nd n mit w vertauschen. Aof diese Weise erhalten wir zum Beispiels 
dz ' du d^z d^u 

^--v, a; = -»» ar^-dr»""^- 

TT« Wenn irgend eine Cnrve, deren Gleichung folgendeist: 

F(z, x) = Y« o, 
men singolären Punct hat, so ergibt sich für denselben, ähnlich wie m der 7i& Num- 
mer» sogleich: 

^ dY dY . 

Wenn irgend eme Curve, deren Glfichong folgende ist: 



der Reciprocität SM 

f(a, t) « W « o, 
M«e aingnläre gerade Linie hat» so ergibt sich für dieselbe sogleich: 

dW dW 

do dv 

In dem ersten Coordinaten - Systeme begegnet man anwillktihrlicfa aoch den singaiSren 
Pancten in onendlicher ^r/.re.r.rng, deren Existenz erst vor Kurzem H. PONGELET ange* 
zeigt hat, und zugleich bielet sich eine leichte Discassion derselben dar, weil das z ei- 
nes solchen Pnnctes Null wird, während das x desselben, im Allgemeinen, einen endli- 
chen Werth behält Auf eine ähnliche Weise knüpft sich an das zweite Coordinaten^ 
System eine einfache Discussion der unendlich weit entfernt liegenden singulären gerades 
I^ien einer gegebenen Gurre, fdr welche zugleich. n b o und t ■■ o. — 



Verbesserupgen. 



Erster Band. 

S. 8 Z. 13 V. u. statt q lies q . 
.. 12 „ 11 „ n fehlt im Aasdnicke fnr coja Jer Zähler 1. 

;; 2» ;; n v. o. st a"^a" i. a'-a-'. 

Die Schluss - Bemerkung der 52. Nammer bedarf eioer Berichtigung, die sich 
. sogleich ergibt, wenn man wie am £nde der 44d. Nammer des aweitea Bandes 
verfährt. . . ^ 

„ S5 „ 22 „ „ st QQn und PP« l. QPn uod PQ„. / . 

„ 46 „ 12 V. n. St. xaimp l. xcLSff, 
•j 5j « ö »I w **• y *' ?• 
., », „ 4 « .> «^ r^^'»» !• '*?«/• 
„ ö7 „ 6 „ „ st X 1. ^r . ^ . , 
„ 134 „ 13 „ „ steht der Factor 2 zuviel. 
„ 138 „ 14 „ „ statt a«+/? l. o«— /?. 
,, 144 „ 11 V. o. st 9in^ l. wn^^. 

„ „ „ 10 „ „ st a^-/? 1. a^-/l . • 

„ 141 „ 14 V. u. st y 1. y^ 
„ 148 5, 11 „ „ st Introduction 1. Introdudüs, 
„ 150 „ 1« V. o. st erste I. zweite. 
„ 155 „ 10 V. u. st M'M^^ 1. M'M^ . 
» 5> » ö 51 >» **• entgegengesetztem 1. gleichem. 

)f » M ^ »♦ w st kleiner oder grösser als das l. grösser oder kleiner als das rierfacle« 
„ 103 „ 15 „ „ St. %y' l Ij. 
„ 165 „ 3 ,^„ St y !• — y. 

„ „ ., 1 „ „ st •-2(q-q>+ 1. +2;q-q)x--. 

,, 181 „ 20 „ „ st Wir . . . ParallelJinien l. Je nachdem (y*— *) und demnach auch (d^— /5f) 
positiv, gleich Null oder negativ ist, also je nachdem die Goordinaten - Axen 
die Curve schneiden, beriihren oder nicht schneiden, sind jene ParallclUnien 
# reell , fallen aosammen oder sind imaginär. 

,r „ „ 10 « „St. nur l. nun. 

„ 184 „ 16 „ „ st 2/i 1. 2f^. 

l 249 ,, 4 V, o..st TV l. TU. 

„ 271 „ 6 „ „ st X ühcrall x. 

In d«r 16. Figur der 1. Tafel ist eine durch O' gebende gerade Linie falsch 
geiogen. . 

'^ . * 

Zweiter Band. 



8 r. n. am Ende der Zeile lies ( > — ; \ statt ( — r- V 



9 „ 1 „ „ statt a 1. x'. 
14 „ 16 „ ^ st u t c . 

11 »9 ^ >9 9» ?^* ^^^^ ^9^' ^'^ IVinkßl sich drehen I. tt^ie auch du fVinkel sich drehen mögen, 
30 „ 9 „ „ st 8in"ß i: smßf'. 
32 ,» 2 „ „ st 440 I. 441» 
40 „ 14 V. o. st / l. X« 

„ „ 1 V. u. st. X 1. x'. 
69 „ 12 „ „ st Dx 1. Dy. 
11 „ 8 „ „ st xfl l. V- 

13 „ 15 V. o. ist das Zeichen des Ausdrucks filr (a+a ) tu äqdern , wodurch auch eine Zei«* 
chen-Aendening in den Gleichungen (1), (8), (ib) und (11) hervorgebracht wird. 



118 „ 15 ., „ »t. (dT)'(S)' 
E E, E E' 

ne „ 1 V. "• **• c °°° c ' 5 ''* ö'' 

192 „ 1 ▼. 0. st (DBD-'B) 1. (BD— B'D). 



/ 



